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SZKICE ROZWIAZAN ZADAN

1. Niech n > 3. Przypusémy, ze ai,as,...,a, sa n parami roznymi liczbami rzeczywistymi.
Wyznacz, w zaleznosci od n, najmniejsza mozliwg liczbe réznych wartosci przyjmowanych przez
nastepujace n liczb:

ar+as, as+as, ..., Qp_1+ap, a,+aj.

Szkic rozwigzania

Udowodnimy, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 3 szukana najmniejsza mozliwa réznych
wartosci jest rowna 3.

Przyjmijmy oznaczenia s; =ay+asg, So=as+as, ..., S, =a,+ay. Zauwazmy, ze jezeli s; = so,
to a; =as, co przeczy zatozeniu, ze dane liczby sa parami rézne. Wobec tego s1 # $o, czyli wsrod
liczb s1, $o, ..., s, Wystepuja co najmniej dwie ré6zne wartosci.

Przypusémy, ze istnieje uktad liczb aq,as,...,a,, dla ktérego wérod liczb sq, s, ..., s, poja-
wiaja sie dokiadnie dwie rozne wartoéci: s; = A oraz s, = B. Rozumujac podobnie jak w po-
przednim akapicie, mozemy uzasadni¢, ze s, # s3, skad s3 = A. Analogicznie wnioskujemy, ze
sy =B, s5=A itd.

Jezeli n jest liczbg nieparzysta, to s, = A=s1, skad otrzymujemy a,, =as, co przeczy zalozeniu,
ze liczby a, oraz ay sa rézne. Pozostal do rozwazenia przypadek, gdy n jest liczba parzysta,
czyli n =2k dla pewnej liczby catkowitej k> 2. Wowczas

k'A281+83+S5+...+82k_1 =a1+tac+as+...+agk_1+ a9, =

=aotaz+as+...+asp+a;=5+S4+S¢+...+8u =k B,
skad A= B, co przeczy zaltozeniu, ze wartosci A i B sa rozne. Tym samym udowodnilismy, ze
dla zadnego n > 3 nie jest mozliwe, aby wsrod liczb sq,ss,...,s, wystepowaly doktadnie dwie
rozne wartosci.

Pozostaje udowodnic, ze dla kazdego n>3 mozna wskaza¢ przyktad uktadu liczb ay,as, ..., a,,
dla ktérego uzyskujemy doktadnie trzy rézne wartosci posrod sq, so, ..., S,. W tym celu wystar-
czy przyjac na przyktad

CL1:1, CLQZ—l, CL3:2, CL4:—2, CL5:3, a6:—3,
Wowcezas dla kazdej dodatniej liczby nieparzystej ¢ mniejszej od n mamy s; =0, dla kazdej
dodatniej liczby parzystej ¢ mniejszej od n mamy s; =1 i wreszcie
s { 1—15 jeslin jest liczbg parzysta;
"=

23 jedli n jest liczby nieparzysta.

2. Rozwiaz w liczbach catkowitych nastepujacy uktad réwnan:

?=yz+1,
y?=zx+1,
22=ay+1.

Szkic rozwigzania

Udowodnimy, ze jedynymi rozwiazaniami danego uktadu sa tréjki (z,y, z), w ktérych wyste-
puja (w dowolnej kolejnosci) liczby —1, 0, 1.

Przypusémy, ze trojka liczb catkowitych (z,y,2) spelia dany uktad rownan.
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Sposaéb 1
Przeksztalcajac wyjsciowy uktad rownan, uzyskujemy

22 —1=yz,
y?—1=2zzx,
22 —1=uay.

Mnozac wszystkie powyzsze réwnosci stronami, otrzymujemy
(2 =1) (= 1)(2* 1) =2%y*2%
Przypusémy, ze xyz # 0. Dzielac powyzsze réwnanie stronami przez z2y?z2, uzyskujemy

() (-5) 051 0

Zauwazmy, ze skoro x #0, y#0, z#0, to

1

1 1
xT Yy z

Mnozac powyzsze trzy nierownosci stronami otrzymujemy

1 1 1
(1) (- 5) (1) <
x y z
co przeczy réwnosci (1).

Wobec tego pewna sposrod liczb x, y, z jest rowna 0. Jesli z =0, to drugie i trzecie réwnanie
poczatkowego uktadu implikuje, ze |y| = |z| =1. Z pierwszego réwnania mamy za$ yz = —1.
Stad otrzymujemy trojki rozwiazan (z,y,z)=(0,1,—1) oraz (z,y,2z)=(0,—1,1), ktére w istocie
speliaja poczatkowy uktad. Analogiczne rozumowanie w przypadkach y=0 oraz =0, prowadzi
do rozwiazan (1,0,-1), (=1,0,1), (1,—1,0), (—1,1,0).

Sposob 11

Mnozac obie strony pierwszego réwnania wyjsciowego uktadu przez y, drugiego przez z,
a trzeciego przez x, otrzymujemy

vty =y*z+y,
Y2z =22x+2,

22r=ay+u.

Dodajac te trzy rownosci stronami, uzyskujemy

r+y+2=0. (2)
Podstawiajac x = —y — z do pierwszego rownania wyjsciowego uktadu, otrzymujemy

yz+l=x-z=x-(—y—=z)=—xy— 2z,
czyli
ry+yz+ze=—1.
Z potaczenia powyzszej réwnosci z réwnoscig (2) ptynie wniosek, ze
4y 42 = (r+y+2) —2(ay+yz+zx) =2

Wobec tego, skoro liczby x, y, z sa catkowite, to pewna z nich wynosi 0. Dalszg cze$é¢ rozwigzania
przeprowadzamy tak jak w poprzednim sposobie.

3. Dany jest pieciokat wypukty ABCDE, w ktérym
JA=60°, $B=100°, <C=140°.
Wykaz, ze pieciokat ten mozna umiesci¢ w kole o promieniu %AD.
Szkic rozwigzania

Oznaczmy przez K i L punkty przeciecia prostej C'D odpowiednio z prostymi AB i AFE.
Poniewaz <K AL =60° oraz

JAKL=180°— $KBC — $KCB =180° —80° —40° = 60°,
wiec trojkat AK L jest réwnoboczny.



Zauwazmy, ze odcinek AD, taczacy w trojkacie AK L wierzchotek A z pewnym punktem na
przeciwlegtym boku, ma dhugo$¢ nie mniejsza niz odlegtos¢ punktu A od boku KL, czyli nie
mniejsza niz wysoko$¢ trojkata AK L. 7 kolei promien okregu opisanego na trojkacie réwno-
bocznym AK L ma dtugo$é¢ rownag % wysokosci tego trojkata.

L
R

A

Laczac obserwacje z poprzedniego akapitu, uzyskujemy, ze dtugo$é¢ promienia okregu opisa-
nego na trojkacie AKL jest nie wieksza od %AD. Wynika stad teza zadania, gdyz pieciokat
ABCDE jest zawarty w kole okregu opisanego na tréjkacie AK L, a to koto albo ma promien
2AD, albo ma mniejszy promien (i wéwczas mozna je umiesci¢ w kole o promieniu 2AD).

4. Niech a, b beda dodatnimi liczbami catkowitymi o tej wlasnosci, ze § > V2. Wykaz, ze

a 1
g_%>\/§.

Szkic rozwigzania

Sposdb 1
Zalozenie ¢ > /2 mozna przeksztalcié do postaci a? > 2b%. Poniewaz liczby a® oraz 2b% sa
catkowite, wiec oznacza to, ze a® > 20% +1, skad

1
—0V2)(a+bV2) =a? —20%* > 1, i a—bvV2> ——r.
(a )(a )=a czyli a PG

Wobec tego mozemy zapisac

— 1 1 1
%_ﬂ:a 2\5

> > —
~ bla+bv2) ~ blata)  2ab
przy czym druga nieréwnosé wynika z zatozenia byv/2 < a. To konczy rozwigzanie.
Sposob 11

Mnozac dowodzong nieréwnos¢ obustronnie przez liczbe 2ab, a nastepnie podnoszac obie
strony do kwadratu, uzyskujemy réwnowazng postac

2
(20°=1)*> (2v2ab)", czyli 4a'—4a®+1>8a?,

Podobnie jak w poprzednim sposobie zauwazamy, ze a? > 2b?+1, czyli a> — 1> 2b%. Stad otrzy-
mujemy
4a* —4a® +1>4a* —4a® = 4a*(a® — 1) > 8a*V?,

co byto do udowodnienia.

Sposaob 111

Przypusémy nie wprost, ze
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N
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Zauwazmy, ze W powyzszej nieréwnosci nie moze zachodzi¢ rownosé, gdyz liczba po lewej stronie
jest wymierna, a liczba po prawej stronie jest niewymierna. To oznacza, ze

a 1 1

S <2, ezyli oa—— <bV2.

b 2ab Y 2a
W polaczeniu z zalozeniem a > bv/2, otrzymujemy

a— 1 <h2<a.
2a
Podnoszac do kwadratu trzy powyzsze wyrazenia, mamy
1
a2—1+4—a2 <20 < a’.
Stad wniosek, ze liczba calkowita 20? znajduje si¢ pomiedzy kolejnymi liczbami catkowitymi
a?—1 oraz a®. Otrzymana sprzeczno$é¢ konczy rozwigzanie.

Uwaga

Procedura wielokrotnego zastgpowania liczby { przez liczbe %—%wb = 2‘;2(;1 pozwala na szybkie
i doktadne przyblizanie pierwiastkow z liczb catkowitych liczbami wymiernymi. Konkretnie,
mozna udowodni¢, ze rozpoczynajac od i iterujac opisang powyzej procedurg zastgpowania

utamkow, uzyskujemy coraz lepsze przyblizenia liczby

a’?—1
b
Przyktadowo, rozpoczynajac od utamka %, mozemy w ten sposéb przyblizyé liczbe v/2:
3 2-32-1 17 2-17"—1 577

., e 22t 20
2 2-3-2 12 2-17-12 408

Juz po dwoch krokach uzyskujemy % ~1,414215, co rézni sie od V2~ 1,414213 dopiero na
szostej pozycji po przecinku.

5. Liczbe catkowitg n > 1 nazwiemy dobrg jesli spelniona jest nastepujaca wlasnosé:

Jezeli dodatnia liczba catkowita jest podzielna przez kazda z dziewigciu liczb n+1, n+2,
..., n+9, to jest réwniez podzielna przez liczbe n+ 10.

Ile jest dobrych liczb catkowitych n > 17
Szkic rozwigzania
Odpowiedz: Jest doktadnie 38 liczb dobrych.

Udowodnimy, ze liczba catkowita n > 1 jest dobra wtedy i tylko wtedy, gdy kazda potega
liczby pierwszej p® dzielaca n+ 10 spelnia nieréwnosé p* <9.

(=) Przypusémy, ze liczba n jest dobra. Zalézmy nie wprost, ze istnieje taka liczba pierwsza p
i wyktadnik a>1, ze
p*|n+10 oraz p*>09.
Zauwazmy, ze wowczas zadna z dziewieciu liczb
n+l=(n+10)—-9, n+2=(n+10)—-8, ..., n+9=(n+10)—1
nie jest podzielna przez p®. Stad wniosek, ze liczba L=NWW (n+1,n+2,...,n+9) réwniez nie
jest podzielna przez p*.
Z drugiej strony, liczba L jest podzielna przez liczby n+1, n+2, ..., n+9. Stad, skoro liczba
n jest dobra, to n+10 jest dzielnikiem liczby L. Jednakze p® | n+ 10, zatem p* | L, co przeczy
konkluzji poprzedniego akapitu.
(<) Zatbzmy, ze
n+10 = pit-py?-... ppk,

przy czym pi, pa, ..., Pr Sa parami réznymi liczbami pierwszymi oraz pi* <9 dlai=1,2,... k.
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Niech N bedzie dowolna liczba catkowita podzielng przez kazda z liczb n+1, n+2, ..., n+9.
Zauwazmy, ze dla kazdego 1=1,2,...,k zachodza zwigzki
P n+10—pf oraz n+10—p" e {n+1,n+2,...,n+9}.
Stad wniosek, ze p;" jest réwniez dzielnikiem liczby N. Skoro liczby pi* dla i=1,2,... k sa
parami wzglednie pierwsze, to

n+10=pHp32-...-pp* | N.
Oznacza to, ze liczba n jest dobra.

Przypuéémy, ze n jest dobra. Udowodniona charakteryzacja implikuje, ze n+ 10 = 2¢3°5¢74
dla pewnych liczb a €{0,1,2,3}, b€ {0,1,2}, c€ {0,1}, d € {0,1}. Lacznie otrzymujemy wiec
4 -3 -2 -2 = 48 mozliwych wartosci liczby n+ 10, jednak dla dziesieciu sposréd nich (od 1
do 10) liczba n nie jest dodatnia. Wobec tego liczb dobrych jest doktadnie 48 — 10 = 38.
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