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Rozwigzania zadan konkursowych

1. Liczby catkowite a, b oraz c sa takie, ze iloczyny
a-(b+c) oraz b-(a+c)

sg dwiema kolejnymi liczbami catkowitymi. Wykaz, ze co najmniej jeden z tych iloczynéw
jest kwadratem liczby catkowite;.

Rozwigzanie

Sposdob 1
Zalézmy, ze liczba a- (b+c) jest wieksza od liczby b-(a+c¢) — w mysl warunkéow zadania
jest wiec wigksza doktadnie o 1. Stad wynika, ze

l=a-(b+c)—b-(a+c)=ab+ac— (ab+bc) =ac—bc=c(a—Db).

Liczby c oraz a—b sa catkowite, a ich iloczyn jest réwny 1 — oznacza to, ze obie sa réwne 1
lub obie sa rowne —1. W obu przypadkach otrzymujemy a —b=rc, czyli a=b+c, a zatem
a-(b+c)=a? jest kwadratem liczby catkowitej.

Rozumowanie w przypadku, gdy liczba b-(a+c) jest wieksza od liczby a-(b+c) jest w pelni
analogiczne — wéwczas otrzymujemy b-(a+c) = b%.

Sposdob 11

Po wymnozeniu nawiaséw dane wyrazenia przybieraja posta¢ ab+ac oraz ab+bc. Sa one

zatem kolejnymi liczbami catkowitymi doktadnie wtedy, gdy iloczyny ac oraz bc sg kolejnymi
liczbami catkowitymi, czyli gdy

1=l|ac—bc|=|(a—b)c|=|a—0b|-|c|.

Stad otrzymujemy |a—b|=|c| (obie strony tej réwnosci sa réwne 1). Wynika z tego, ze liczby
a—b oraz c sg réwne lub przeciwne. Jezeli a—b=c, to a(b+c)=a?, a jezeli a—b= —c, to
b(a+c)=b2.

2. Kwadrat 6 x 6 rozcigeto na osiem prostokatéw, z ktérych kazdy ma cztery boki o catko-
witych dlugoséciach. Wykaz, ze pewne dwa z tych oSmiu prostokatéw majg réwne pola.

Rozwigzanie

Rozwazmy dowolny podzial kwadratu 6 x 6 na osiem prostokatéow o obydwu wymiarach
bedacych liczbami catkowitymi. Boki kazdego z uzyskanych prostokatow sg réwnolegte do bo-
kéw wyjsciowego kwadratu i w nim zawarte, wobec czego ich dlugosci sa nie wieksze od 6.
Ponadto skoro kazdy prostokat uzyskany w podziale ma boki catkowitej dtugosci, to pole tego
prostokata réwniez wyraza sie liczba catkowita.

Przypusémy, ze pola oSmiu uzyskanych prostokatow sa parami rézne, tzn. zadne dwa
prostokaty nie maja réwnych pol. Oznaczmy pola tych prostokatéw przez Pi, Ps, ..., Ps
w taki sposob, ze P; < P, <...< Pg. Skoro sg to liczby catkowite, to Py >1, P, >2, ..., Ps>8.
Ponadto suma tych osmiu pdl jest réwna polu catego kwadratu 6 x 6, czyli 36. Zatem

36=P1+Po+P3+Py+Ps+FPs+Pr+FPs >1+2+3+4+5+6+7+8=36.
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Skoro w otrzymanej nieréwnosci w istocie zachodzi rowno$é, to takze wszystkie nieréwnosci
Pi>1, P,>2, ..., Py >8 staja sie rownosciami. Mamy wiec w szczegdlnosci Py =7.
Poniewaz 7 jest liczba pierwsza, wiec jedynym mozliwym rozmiarem prostokata o czte-
rech bokach catkowitych i polu 7 jest 1 x 7. Jednak takiego prostokata, jak zauwazyliSmy
na poczatku rozwigzania, nie mozna uzyska¢ w podziale wyjsciowego kwadratu, gdyz 7 > 6.
Uzyskana sprzecznos¢ oznacza, ze nie jest mozliwy podzial, w ktérym kazde dwa z o$miu
prostokatow maja rézne pola. Zatem pewne pole sie¢ powtarza, co nalezalo wykazac.

Uwagi

Z, pomoca komputera mozna sprawdzi¢, ze liczba réznych podzialéw kwadratu 6 x 6 na
prostokaty o bokach catkowitej dtugosci jest rowna doktadnie 2632 310.

Kwadrat 6 x6 mozna rozciaé¢ na osiem prostokatow o catkowitej dtugosci, z ktorych zadne
dwa nie sa przystajgce. Przyktadowe rozciecia o tej wlasnosci przedstawione sa ponizej (rys. 1
oraz rys. 2; wewnatrz kazdego prostokata widnieje jego pole).
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Prostokat o wymiarach 1x7 mozna umiesci¢ w kwadracie 6 x6 (np. tak, jak na rysunku 3),
ale wylacznie ,,po skosie”. Taki prostokat nie jest jednak czescia zadnego podzialu na osiem
prostokatéow o wymiarach catkowitych.

3. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD. Punkt P lezy na odcinku AC, przy
czym

IBPC =<9BAD=<4ABC =<4ACB.
Wykaz, ze AP=CD.

Rozwigzanie

Sposob 1
Skoro ABCD jest trapezem, to $BAP = <BAC = YACD (rys. 4). Ponadto z warunkéw

zadania wynika, ze

JAPB =180° —4{BPC =180° — <BAD = SADC.

D C
P
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rys. 4
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Wreszcie skoro YABC = SACB, to AB= AC. W takim razie uzyskane réwnoséci
IBAP=4ACD, $APB=<ADC oraz AB=AC

pozwalaja wnioskowaé, ze trojkaty ABP oraz CAD sa przystajace (cecha kat—bok-—kat)

i w konsekwencji AP=CD.

Sposob 11

Podobnie jak w poprzednim sposobie zauwazamy, ze z warunku SABC = YAC B wynika,
ze AB=AC.

Skoro ¥BPC = YPCB, to BP = BC. Ponadto skoro <BAD = JABC, to trapez ABCD
jest réwnoramienny i w konsekwencji BC'= AD. To oznacza, ze BP=AD (rys. 5).

Wreszcie odnotujmy, ze

YABP+<YBAP =180° —4APB=<BPC =<YBAD =<CAD+<4BAP,

skad wniosek, ze SABP =<CAD.
Z uzyskanych réwnoéci

AB=AC, BP=AD oraz JABP=<CAD

wynika, ze trojkaty ABP oraz C'AD sa przystajace (cecha bok—kat—bok). Zatem AP =CD.
D c D , c

rys. b rys. 6

Sposaob 111

Skoro YABC i SACB s3 réwnymi katami w tréjkacie ABC, to sa to katy ostre, skad
IBAD = <JABC <90°. W takim razie AB > CD.

Oznaczmy przez X taki punkt lezacy na odcinku AB, ze AX =CD (rys. 6). Skoro odcinki
AX i CD saréwne i réwnolegle, to czworokat AX C' D jest rownolegltobokiem. W szczegdlnosci
IBXC =<BAD.

Zauwazmy, ze punkty P oraz X sa zbudowane na ramionach trojkata réwnoramiennego
ABC w symetryczny sposéb, gdyz

IXCB=180°—2-YABC =180°—2-XBCA = YPBC.

Wobec tego X oraz P sa punktami symetrycznymi wzgledem osi symetrii tréjkata ABC
potowiacej odcinek BC, skad AX = AP. W potaczeniu z réwnoscia AX = CD uzyskujemy
teze zadania.
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4. Punkty K, L, M, N leza odpowiednio na bokach AB, BC, CD, DA kwadratu ABCD.
Odcinki KL, M N, LN dziela ten kwadrat na cztery figury o réwnych polach. Udowodnij, ze
odcinki KL, M N, KM rowniez dzielg ten kwadrat na cztery figury o rownych polach.

Rozwigzanie

Przez [F| oznaczamy pole figury F.

Zauwazmy, ze czesci podziatu DM N oraz BK L sa wspélne dla podziatu kwadratu odcin-
kami KL, MN, LN oraz dla podziatu kwadratu odcinkami KL, M N, K M. Skoro

[DMN]=[BKL]=%{[ABCD],
to zadanie bedzie rozwiazane, jesli wykazemy, ze odcinek K M dzieli kwadrat ABC D na dwie
figury o réwnych polach — wyniknie stad, ze réwniez [ANMK]=[CMKL]= é—ll[ABCD].

Sposob 1
Bez szkody dla ogdlnoéci rozumowania mozemy zatozy¢, ze bok kwadratu ABC'D ma
dhugosé 2. Przyjmijmy oznaczenia AK =a, BL=b, CM =¢, DN =d. Wéwczas BK =2 —a,
CL=2-b, DM =2—c, AN =2—d (rys. 7).
D 2—c M c C

2—-b

rys. 7

Z warunkéw zadania oraz wzoru na pole trapezu wynika, ze

1. (AN+BL)-AB=[ABLN|=[AKLN|+[BKL|=2-1[ABCD]=
=[CMNL]+[DMN]=[CDNL]=1%-(CL+DN)-CD,
czyli (2—d)+b=AN+BL=CL+DN =(2—b)+d. Stad mamy 2b=2d i w konsekwencji b=d.

Ponadto
%~DM~DN: [DM N|= i[ABC’D] =[BKL]= % -BK -BL,

skad (2—c)d=(2—a)b. Skoro b=d, to z ostatniej réwnosci otrzymujemy 2—c=2—a i w kon-
sekwencji a = c. Pozostaje zauwazy¢, ze w takim razie

[AKMD|=1.(AK+DM)-AD=1%-(a+2—¢)-2=a+2—c=2=1[ABCD],

czyli istotnie odcinek KM dzieli kwadrat ABC' D na dwie figury o réwnych polach.

Uwaga
Kazde rozmieszczenie punktow K, L, M, N spelniajace zalozenia zadania odpowiada

czworee (a,b,c,d) = (a, ﬁ,a, ﬁ) dla pewnej liczby a spelniajacej nieréwnosci 0 < a < 1.
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Sposob 11
W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujacy fakt:

Jezeli pewna figura wypuklia F ma Srodek symetrii S, to kazda prosta dzielgca F
na dwie figury o rownych polach przechodzi przez S.

Aby uzasadnié te obserwacje wystarczy zauwazy¢, ze proste przechodzace przez S w istocie
potowia pole figury F, bo dziela ja na dwie figury przystajace, a ponadto w kazdym kierunku
jest dokladnie jedna prosta polowiaca pole F, tzn. jezeli proste k i ¢ sa réwnolegte i obie
dziela F na dwie figury o réwnych polach, to k=~¢.

Przechodzimy do rozwiazania. Oznaczmy przez S srodek symetrii kwadratu ABCD.

Z tresci zadania wynika, ze prosta LN dzieli kwadrat ABC'D na dwie figury o rownych
polach, wiec punkt S lezy na tej prostej, a punkty L i N sa wzgledem niego symetryczne.
Wobec tego BL=DN.

Poniewaz trojkaty BK L oraz DM N sa prostokatne i maja rowne pola, wiec

1.BK-BL=1.DM-DN.

W $wietle rownosci BL = DN mamy wiec BK = DM. To za$ oznacza, ze punkty K i M sa
symetryczne wzgledem S, czyli prosta KM dzieli kwadrat na dwie figury o réwnych polach.

Uwaga

Teza zadania pozostaje spelniona, jezeli zalozenie, ze czworokat ABCD jest kwadratem
ostabimy do zalozenia, ze czworokat ABCD jest rownoleglobokiem. Rozwiazanie tak zmo-
dyfikowanego zadania moze przebiega¢ podobnie jak drugi z omoéwionych wyzej sposobow
— nalezy tylko uzy¢ innego argumentu do uzasadnienia réwnoéci BK = DM (np. uzasadnié
przystawanie trojkatéw BK L oraz DM N na podstawie réwnosci [BK L|=[DM N], BL=DN,
IKBL=<YMDN, czyli swoistej cechy przystawania ,bok—kat—pole”).

5. Na tablicy znajduje sie osiemset dodatnich liczb catkowitych mniejszych od 21. Cztery-
sta z tych liczb zapisano niebieska kreda, a czterysta — z6tta. Wykaz, ze mozna zmazac pewne
liczby z tablicy (co najmniej jedna, ale nie wszystkie) w taki sposéb, aby suma pozostalych
na tablicy niebieskich liczb byla réwna sumie pozostalych na tablicy zottych liczb.

Uwaga. Liczby na tablicy moga si¢ powtarzac.

Rozwigzanie

Skoro kazda liczba napisana na tablicy jest jedna z dwudziestu kolejnych liczb: 1, 2, ..., 20,
to istnieje liczba a, ktoéra zostata napisana na niebiesko co najmniej 20 razy. Rzeczywiscie,
gdyby kazda z liczb od 1 do 20 wystapita wsréd liczb niebieskich mniej niz 20 razy, to
tacznie na tablicy bytoby mniej niz 20-20 =400 niebieskich liczb — sprzecznosé. Podobnie
uzasadniamy, ze istnieje liczba b, ktéra zostala napisana na zétto co najmniej 20 razy.

Jezeli z tablicy zmazemy wszystkie liczby oprécz b niebieskich wystapien liczby a oraz
oprécz a zéttych wystapien liczby b, to uzyskamy sytuacje o pozadanej w tezie zadania wta-
snosci. Suma pozostawionych liczb niebieskich bedzie rowna sumie pozostawionych liczb z6t-
tych — obie beda réwne a-b.

Uwaga

Do poprawnosci przedstawionego powyzej rozumowania wystarczy, jesli liczb w obydwu
kolorach jest po 381 =19-20+1 zamiast po 400.

Okazuje sig, ze zalozenia zadania mozna znacznie bardziej ostabi¢. Teza zadania pozosta-
je prawdziwa nawet wéwczas, gdy poczatkowo na tablicy znajduje sie po dwadziescia liczb
kazdego koloru.
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