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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Czy istniejg takie liczby rzeczywiste z, y, dla ktorych
\/x2+1+\/y2+1:x+y?

Odpowiedz uzasadnij.

Szkic rozwigzania
Dla kazdej liczby rzeczywistej x, vVa?+1> Va2 =|x| > x. Wobec tego

\/x2+1+\/y2+1>x+y,

a zatem nie istnieja liczby spetniajace warunki zadania.

2. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AC = BC'. Punkt D lezy na boku AB, przy czym
BD =2AD, a kat BCD jest prosty. Wyznacz miare kata BAC'.

Szkic rozwigzania

Niech F bedzie $rodkiem przeciwprostokatnej DB trojkata prostokatnego DBC'. Wéow-
czas punkt F jest érodkiem okregu opisanego na trojkacie DBC, a wiec DE =CE. 7 kolei
trojkat ABC ma o$ symetrii, przechodzaca przez wierzchotek C', a punkty D i E sa wzgle-
dem niej symetryczne. Zatem CD=CFE. Wobec tego trojkat DEC' jest rownoboczny, a wigc
JODE =60°. Wéwcezas SDBC =30°, skad <BAC = 30°.

3. Dane sa dwa prostokaty o réwnych polach i o réwnych obwodach. Wykaz, ze dtugosci
przekatnych obu prostokatéw takze sg rowne.

Szkic rozwigzania
Rozwazmy prostokat o bokach a, b oraz przekatnej d. Oznaczmy przez S i L odpowied-
nio pole i obwdd tego prostokata, czyli S =ab oraz L =2(a+b). Zauwazmy, ze

I\2
> =a?+b? = (a+b)?—2ab= (5) —25.
Wobec tego dtugosci przekatnych danych prostokatéw sa rowne.

4. Kazda sposréd pewnych 99 liczb naturalnych ma w zapisie dziesiegtnym 10 jedynek,
20 dwojek oraz pewna liczbe zer. Udowodnij, ze liczb tych nie mozna rozdzieli¢ na dwie
grupy w taki sposob, aby iloczyn liczb z pierwszej grupy byt rowny iloczynowi liczb z drugiej
grupy.

Szkic rozwigzania
Przypusémy, ze istnieje podzial opisany w tresci zadania. Oznaczmy dane liczby przez

X1,%2,...,Tg9 W taki sposdb, ze x1-...- T =Tk41-... - Tgg. WOWCZAS xl-...-xggz(xl-...~mk)2.
Suma cyfr kazdej z liczb x1,x2,...,299 jest rowna 50, a wigc kazda z nich daje reszte 2
z dzielenia przez 3. Wobec tego 1 =z =... =299 = —1 (mod 3), skad

T1-... w99 =(—1)"?=—1 (mod 3).
Z drugiej strony
(z1-...-2)° = (—1)** =1 (mod 3).
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Otrzymana sprzeczno$¢ konczy rozwiazanie zadania.

Uwaga

W powyzszym rozwiazaniu uzyliSmy kongruencji i ich wtasnosci. Czytelnikéw, ktérym
to pojecie nie jest znane, polecamy lekture broszury I Olimpiada Matematyczna Gimnazja-
listow, Sprawozdanie Komitetu Gtéwnego, Dodatek, str. 33.

5. W pieciokacie wypukltym ABC DFE katy przy wierzchotkach B i D sa proste. Wykaz,
ze obwdd trojkata AC'E jest nie mniejszy od 2BD.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy przez K i L odpowiednio srodki odcinkéw AC i CE. Poniewaz punkt K jest
srodkiem okregu opisanego na tréojkacie prostokatnym ABC, wiec BK = %AC . Podobnie
uzasadniamy, ze LD = 1CE. Ponadto KL= AFE.

Z nieréwnoéci tréjkata wynika, ze BK+KL+LD>BD. A zatem AC+CE+AE>2BD.

6. Dane sg takie dodatnie liczby wymierne a i b, dla ktérych liczba
Va+ Vb++Vab

jest wymierna. Wykaz, ze liczby \/a oraz Vb takze sa wymierne.

Szkic rozwigzania
Niech v/a+vb+vab=z. Wéwczas vVb++vab=x —/a. Podnoszac te réwnosé stronami
do kwadratu, uzyskujemy

b+2bya+ab=2>—2z/a+a.
Stad wynika, ze
r2+a—b—ab
va= 2(b+z)
Wobec tego liczba \/a jest wymierna, jako iloraz dwoch liczb wymiernych. Analogicznie
wykazujemy, ze liczba /b jest wymierna.

7. Niech ABCDA’B'C’' D' bedzie sze$cianem, jak na rysunku.
Punkty K, L, M, N sa odpowiednio srodkami krawedzi AD, BC,
A'B’, C'D’. Punkty P i @Q leza odpowiednio na odcinkach KM
i LN. Krawed? sze$cianu jest réwna 2. Udowodnij, ze PQ > /2.

Szkic rozwigzania

Niech P/, ', M’, N’ beda rzutami prostokgtnymi odpowied-
nio punktéw P, @), M, N na plaszczyzne ABC D. Wowczas proste
KM’ oraz LN’ sa réwnolegle, a ich odlegloéé jest réwna v/2. Stad
wynika, ze PQ > P'Q’' > /2.
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