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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Liczby a, b, ¢ spetniajg zaleznosci
3a+4b=3c oraz 4a—3b=4c.
Wykaz, ze a®+b% = c2.

Szkic rozwiazania
Sposob 1
Mnozac obie strony pierwszej rownosci przez 4, a drugiej przez 3, uzyskujemy

12a+16b=12¢ oraz 12a—9b=12c.

Odejmujac stronami otrzymane zaleznosci, dostajemy 250 =0, czyli b=0. Wobec tego a=c

i wéwezas a2+ b2 =a? = 2.

Sposaob 11
Podnoszac dane réownosci stronami do kwadratu, uzyskujemy
9c? = (3a+4b)* = 9a” + 24ab+ 1602,
16¢* = (4a — 3b)? = 16a* — 24ab + 9b*.
Dodajac stronami powyzsze zaleznoéci, otrzymujemy 25¢? = 25a2 +25b%, czyli ¢? = a® +b2.
To konczy dowdd.

2. Wewnatrz rownolegtoboku ABCD znajduje si¢ taki punkt P, ze PC'= BC'. Udo-
wodnij, ze prosta BP jest prostopadla do prostej taczacej srodki odcinkow AP i C'D.

Szkic rozwiazania

Sposob 1

Oznaczmy przez K, L, M $rodki odpowiednio odcinkéw AP, CD, BP (rys. 1). Wéwczas
prosta C'M jest prostopadta do prostej BP jako wysokos¢ trojkata réwnoramiennego BC'P.
Aby rozwiazaé zadanie, wystarczy wiec udowodnié¢, ze proste KL i C'M sa réwnolegte.

D L C

rys. 1

Skoro KM taczy $rodki dwéch bokow AP i BP w trojkacie ABP, to KM = %AB
oraz proste KM i AB sa réwnoleglte. Ponadto LC = %CD = %AB oraz proste LC' i AB
sa rownolegte. Yaczac powyzsze obserwacje, wnioskujemy, ze odcinki KM i LC sa réwno-
legte oraz maja réwna dlugosé. To oznacza, ze czworokat KM CL jest réwnolegtobokiem.
W szczegdlnosci proste KL i CM sg réwnolegte, co konczy rozwigzanie zadania.
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Sposob 11

Oznaczmy przez K i L $rodki odpowiednio odcinkéw AP i CD, a przez N taki punkt,
ze czworokat ADPN jest réwnoleglobokiem (rys. 2). Wéwczas odcinek KL taczy $rodki
bokéw ND i CD trojkata C DN, wobec czego jest on rownolegly do boku C'N.

Zauwazmy, ze BC i AD oraz AD i PN to pary odcinkéw réwnych i réwnolegtych,
wobec czego odcinki BC' i PN sg réwne i rownolegle, a zatem czworokat BC'PN jest row-
nolegtobokiem. Poniewaz PC = BC, wiec réwnolegtobok ten jest rombem i w konsekwencji
jego przekatne BP i C'N sg prostopadte. A poniewaz odcinki KL i CN sa réwnolegle, wiec
proste KL i BP sa prostopadle, co konczy rozwiazanie zadania.
E

4

’

rys. 2 rys. 3

Sposaob 111

Oznaczmy przez K i L $rodki odpowiednio odcinkéw AP i C'D, a przez E punkt
symetryczny do punktu B wzgledem punktu C (rys. 3). Woéwczas odcinki AD i CE sa
rowne i réwnolegle, wobec czego czworokat ACED jest réwnolegtobokiem. W szczegdlnosci
punkt L, jako $rodek przekatnej C'D, jest takze srodkiem przekatnej AFE.

W tréjkacie APE odcinek KL taczy $rodki bokéw AP i AE, wobec czego prosta KL
jest rownolegta do boku PFE. Co wiecej, BC = PC'=CEFE, wiec punkt P lezy na okregu
o érednicy BE, a zatem YBPE =90°. To konczy rozwigzanie.

Uwaga

W przedstawionych rozwigzaniach kluczowe byto uzupetnienie rysunku o pewien ele-
ment pozwalajacy uchwyci¢ niewidoczne na pierwszy rzut oka zalezno$ci. Metodom roz-
wiazywania zadan geometrycznych w taki sposéb poswigcone sa artykuty Dorysujmy Srodek
odcinka, Kwadrat nr 19 (styczen 2017) oraz Dorysujmy réwnoleglobok, Kwadrat nr 20 (wrze-
sien 2017).

3. Liczby pierwsze a, b, ¢ sa wigksze od 3. Udowodnij, ze liczba
(a—b)(b—c)(c—a)
jest podzielna przez 48.

Szkic rozwiazania

7, warunkéw zadania wynika, ze liczby a, b, ¢ sa nieparzyste i niepodzielne przez 3.
W szczegdlnodci liczby te moga dawac tylko reszty 1 1 3 przy dzieleniu przez 4 oraz tylko
reszty 11 2 przy dzieleniu przez 3.

Poniewaz pewne dwie z liczb a, b, ¢ daja te sama reszte przy dzieleniu przez 3, wiec
co najmniej jedna z liczb a—b, b—c¢, c—a jest podzielna przez 3. To oznacza, ze iloczyn
(a—b)(b—c)(c—a) jest liczba podzielna przez 3.
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Podobnie, poniewaz pewne dwie z liczb a, b, c daja te sama reszte przy dzieleniu przez 4,
wiec pewna sposrod z liczb a—b, b—c, c—a jest podzielna przez 4. Ponadto wszystkie te liczby
sq parzyste, wiec kazda z pozostalych dwoch liczb jest podzielna przez 2. W konsekwencji
iloczyn (a—b)(b—c)(c—a) jest liczba podzielna przez 4-2-2 = 16.

Poniewaz liczby 3 i 16 sa wzglednie pierwsze, wigc taczac uzyskane wnioski, otrzymu-
jemy, ze liczba (a—b)(b—c)(c—a) jest podzielna przez 3-16 =48.

4. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i C'D. Symetralne ramion AD i BC
przecinaja boki BC' i AD odpowiednio w punktach P i Q. Wykaz, ze $APD = 4BQC.

Szkic rozwiazania

Odnotujmy, ze AP = DP oraz BQ =CQ, wiec trojkaty APD oraz BQC' sa réwnora-
mienne. Wobec tego postulowana réwnoséé katéw zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy trojkaty
te sa podobne, czyli gdy YPAD = JQBC.

Poniewaz punkty A i B leza po tej samej stronie prostej PQ, wiec aby zakonczy¢
rozwiazanie, wystarczy wykazac, ze na czworokacie ABP() mozna opisa¢ okrag.

Oznaczmy przez M i N odpowiednio $rodki ramion BC' i AD danego trapezu. Poniewaz
IPMQ=IPNQ =90°, wiec punkty M i N leza na okregu o $rednicy PQ (réwniez wtedy,
gdy P=M lub Q= N). Woéwczas

JCMN =IDQP,

niezaleznie od tego, czy punkty M i N leza po tej samej stronie prostej PQ (rys. 4), czy po
przeciwnych stronach tej prostej (rys. 5).

rys. 5

Proste M N i AB sa réwnolegle, co w polaczeniu z powyzsza réwnoscia prowadzi do
IPBA=<YCMN =<4DQP =180° - JAQP.

Stad $PBA+ JAQP =180°, a to oznacza, ze na czworokacie wypuklym ABPQ mozna
opisa¢ okrag. To konczy dowdd.

Uwaga

W rozwiazaniu korzystaliSmy z nastepujacego twierdzenia: odcinek {gczqcy srodki ra-
mion trapezu jest rownolegly do podstaw trapezu. Dowdd tej wlasnosci mozna znalezé¢ w ksia-
zeczce Waldemara Pompe Wokdl obrotow, przewodnik po geometrii elementarnej, Wydaw-
nictwo Szkolne OMEGA, Krakéw 2016 (wniosek 4.9).

5. Kazda liczbe catkowita nalezy pokolorowaé na jeden z trzech koloréw, w tym czer-
wony. Nalezy to uczyni¢ w taki sposéb, by kazda liczba, ktéra mozna przedstawi¢ w postaci
sumy dwoéch liczb o réznych kolorach miata kolor czerwony. Czy da sie zrealizowaé takie
kolorowanie, uzywajac wszystkich trzech koloréw? Odpowiedz uzasadnij.
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Szkic rozwiazania

Przypusémy, ze kolorowanie zgodne z warunkami zadania jest mozliwe. To oznacza, ze
istnieja liczby catkowite a, b, ¢, z ktérych kazde dwie maja inny kolor.

Liczba 0 ma ten sam kolor co jedna z liczb a, b, c. Mozemy bez straty ogélnosci przyjac,
ze 0 ma ten sam kolor co a. Wowczas obie liczby b=b-+0 oraz ¢=c-+0 sa przedstawione
w postaci sumy dwdéch liczb o réznych kolorach. Z warunkéw zadania wynika wéwczas, ze
liczby b oraz c sa czerwone. Jest to sprzecznosé, gdyz liczby b oraz c sa réznych koloréw.

Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze nie istnieje kolorowanie majace zadang wlasnos¢.

Uwaga

Istnieja kolorowania przy uzyciu dwoch koloréw, powiedzmy czerwonego i niebieskiego,
majace zadang wtasno$¢. Mozna na przykitad pokolorowaé wszystkie liczby nieparzyste na
czerwono, a wszystkie liczby parzyste na niebiesko. Wéwcezas suma kazdych dwéch liczb
réznego koloru, czyli suma liczby parzystej i nieparzystej, jest nieparzysta, czyli czerwona.

6. Dodatnie liczby calkowite k, m, n spelniaja réwnoéé m? +n = k% + k. Wykaz, ze
m<n.

Szkic rozwiazania
Sposdb 1
Zauwazmy, ze m < k. Istotnie: gdyby m > k+1, to

m?+n>m? >k 42k +1> k% 4k,
co nie moze mie¢ miejsca. Zatem rzeczywiscie m < k i w konsekwencji
E2+k=m?+n<k*+n,

skad k <n. Laczac uzyskane nieréwnoséci m <k i k <n, dostajemy teze zadania.

Sposob 11
7 danej w tredci zadania réwnosci wynika, ze

dn+1=4(k*+k—m?)+1=4k*> +4k+1—4m? = (2k+1)* = (2m)* = (2k+1—2m) (2k+1+2m).

Poniewaz liczby 4n+1 oraz 2k+1+2m sa dodatnie, wiec réwniez liczba 2k +1—2m jest
dodatnia, skad wniosek, ze

2k+1-2m>1, czyli m<k.
Ponadto liczba 2k + 14 2m jest dzielnikiem liczby 4n+ 1, wobec czego
2k+142m<4n+1, czyli k+m<2n.
Laczac uzyskane nieréwnosci, otrzymujemy
2m=m+4+m<k+m<2n, czyli m<n,
co byto do udowodnienia.
Sposob 111
Przypusémy, ze istnieje tréjka liczb spelniajacych warunki zadania, dla ktérej m > n.
Wowczas
m?+n<m?+m=m(m+1) oraz m?4+n>m?>m?*—m=(m—-1)m
Laczac powyzsze nieréwnoéci z dang w tresci zadania réwnogcig m2+n=*k(k+1), otrzymu-
jemy
(m—1)m <k(k+1) <m(m+1).

MINISTERSTWO 74\ stowarzyszenie -
EDUKACJI @ @ na rzecz Edukacji Fundacia
NARODOWEJ V{ M\/ Matematycznej

_— =

Olimpiada Matematyczna Juniorow jest wspoifinansowana ze $srodkéw krajowych Ministerstwa Edukacji Narodowej
Olimpiade dofinansowuje Fundacja mBanku 4



To oznacza, ze liczba k(k+1) bedaca iloczynem dwdéch kolejnych liczb naturalnych znajduje
sie pomiedzy liczbami (m —1)m a m(m+1), czyli kolejnymi iloczynami dwéch kolejnych
liczb naturalnych. Uzyskana sprzecznosé konczy rozwigzanie.

Uwaga

Przedstawione w ostatnim sposobie rozwigzania rozumowanie polegajace na szacowa-
niach angazujacych kolejne liczby catkowite konkretnej postaci warto poréwnacé¢ z metoda
opisang w artykule Miedzy kwadratami, Kwadrat nr 20 (wrzesien 2017).

7. Kwadrat ABCD o boku 4 jest podstawa prostopadloécianu ABCDA'B'C'D’. Kra-
wedzie boczne AA’, BB, CC’, DD’ tego prostopadlo$cianu maja dlugosé 7. Punkty K, L,
M lezg odpowiednio na odcinkach AA’, BB’, CC’, przy czym

AK=3, BL=2 CM=5.

Ptaszczyzna przechodzaca przez punkty K, L, M rozcina prostopadloécian na dwie bryty.
Wyznacz objetosci obu tych bryt.

Szkic rozwiazania

Rozwazmy takie punkty A”, B"”, C", D" lezace odpowiednio na pdélprostych AA'~,
BB'—,CC'—,DD'~,2e AA"=BB"=CC"=DD" =8. Wéwczas objetos¢ prostopadloscianu
A'B'C'D'A”B"C" D" jest r6wna 4-4-1=16.

Oznaczmy przez N punkt przeciecia plaszczyzny K LM z prosta DD". Zauwazmy, ze
(lezace w jednej plaszczyznie) proste KL i M N sa réwnolegle, gdyz sa zawarte w réwnole-
glych plaszczyznach ABB’'A’, CDD’'C’. Podobnie proste KN i LM sa réwnolegte. Wobec
tego czworokat K LM N jest rownolegtobokiem. Oznaczmy przez S $rodek symetrii tego
réwnolegtoboku.

Poniewaz MC" =CC"—CM =8—-5=3= AK oraz odcinki AK i MC" sa réwnole-
gle, wiec AKC" M jest réwnoleglobokiem. W szczegélnosci punkt S jest rodkiem prze-
katnej AC" prostopadioscianu ABCDA"” B"C" D", czyli srodkiem symetrii tego prostopa-
dloscianu. To zas oznacza, ze plaszczyzna K LM N dzieli prostopadlo$cian na dwie bryty
o réwnych objetosciach, rownych % -4-4.8=064.

Jedna z bryt uzyskanych w wyniku podziatu opisanego w poprzednim akapicie (zawiera-
jaca $ciane ABC D) pokrywa sie z bryla, ktérej objetosé nalezy znalezé. Druga zas powstaje
z drugiej szukanej bryly przez doklejenie prostopadloscianu A’B’C’'D’'A” B”C"” D". Wobec
tego odpowiedzia sa liczby 64 oraz 64 — 16 = 48.
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