Matematyczna

-§E§EE§EE§E§ XIV Olimpiada Matematyczna Junioréw
é l.l o Zawody stopnia pierwszego — czes¢ korespondencyjna
Simiialiang (1 wrzesnia 2018 r. — 15 pazdziernika 2018 r.)

www.omj.edu.pl

Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Liczbe naturalna n pomnozono przez 3, otrzymujac w wyniku liczbe 9991000, Wy
znacz cyfre jednoéci liczby n.

Szkic rozwigzania

Odpowiedz. Cyfra jednosci liczby n jest 7.

Zauwazmy, ze liczba 9992 jest zakoficzona cyfra 1, wobec czego liczba 3n = (999%)590

jest takze zakonczona cyfra 1. Stad wniosek, ze liczba 21n =7-3n jest zakonczona cyfra 7.
Jednak liczby 21n oraz n maja te sama cyfre jednoéci, gdyz ich réznica 21n —n =20n jest
zakonczona cyfra 0.

Uwaga

Ponizsza tabelka przedstawia wszystkie mozliwe cyfry jedno$ci liczby k oraz odpowia-
dajace cyfry jednosci liczby 3k. Wynika stad, ze znajac ostatnia cyfre liczby 3k mozna
jednoznacznie odtworzy¢ ostatnia cyfre liczby k nie tylko w sytuacji, gdy cyfra jednosci
liczby 3k jest 1.

k .0 ... 2 .3 .4 .5 L6 LT L8 L9
3k .0 .3 .6 .09 L2 05 .8 L1 o4 LT

2. Dany jest czworokat wypuklty ABC'D, w ktorym
IDAB=<YABC =45° oraz DA=3, AB=7V2, BC =4.
Oblicz dtugosé¢ boku CD.
Szkic rozwigzania
Odpowiedz. Bok C'D ma dtugosc 5.
Sposob 1
Oznaczmy przez P punkt przeciecia prostych AD i BC (rys. 1). Z tresci zadania wiemy,

ze YPAB=<YPBA=45°, wiec ABP jest tréjkatem prostokatnym réwnoramiennym. Wobec
tego APvV2=AB=7+/2, skad otrzymujemy AP=7. Zatem réwniez BP=7. W konsekwencji

DP=AP—-AD=7—-3=4 oraz CP=BP—-BC=7—-4=3.
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata prostokatnego C'D P, obliczamy
CD*>=CP?>+DP*=3%+4%2=25, skad CD=5.
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Sposob 11

Niech X, Y beda rzutami prostokatnymi punktéw D, C' na prosta AB oraz niech Z
bedzie rzutem prostokatnym punktu D na prosta CY (rys. 2). Wéwczas trojkaty AX D oraz
BY C' sa prostokatne i réwnoramienne, skad

4
AX:XD:i:§ 2 oraz BY=Y(C=——=2V2.

V2 2 V2

Czworokat XY ZD jest prostokatem, w zwiazku z czym
DZ:XY:AB—AX_BY:N_—;/?—Q\@: g\/i

oraz

CZ:YC—YZ:YC—XD=2\/_—2\/§=%\/§.

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata prostokatnego C'DZ, otrzymujemy

49 1
CDQ:DZQ+CZZ:79+§:25, skad CD=5.

rys. 2

3. Liczby catkowite a, b, ¢ sa r6zne od 0 i spelniaja zaleznosc¢
a a+c?
b+c2 b

Wykaz, ze a+b+c<0.

Szkic rozwigzania
Przeksztalcajac rownowaznie dana w tresci zadania réwnosé, otrzymujemy kolejno

(a+c®)(b+c®)=ab,
ab+ac® +bc? + ¢t = ab,
*(a+b+c?)=0.

Poniewaz ¢ # 0, wiec z ostatniej réwnoéci wynika, ze a+b+c? =0.

Jeslic=1, to a+b+c=a+b+c?>=01i teza zadania jest spelniona.

W przeciwnym przypadku, obie liczby ¢ oraz ¢—1 sa rézne od 0. Poniewaz sa to liczby
calkowite rézniace sie o 1, wiec nie moga byé przeciwnych znakéw (réznica dwéch liczb
catkowitych przeciwnych znakéw wynosi co najmniej 2). W zwiazku z tym c(c—1) >0, skad
c? > c. W konsekwencji a+b+c<a+b+c? =0, co nalezalo wykazaé.

Uwaga
7 powyzszego rozumowania wynika, ze w postulowana nieréwnosé staje sie rownoscig
jedynie wtedy, gdy ¢=1 oraz a, b sa dowolnymi liczbami catkowitymi o sumie réwniej —1.
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4. Dodatnie liczby catkowite a, b, ¢ maja te wlasnosé, ze:

e a daje reszte 2 z dzielenia przez b,
e b daje reszte 2 z dzielenia przez c,
e c daje reszte 4 z dzielenia przez a.

Udowodnij, ze ¢=4.

Szkic rozwigzania

Zauwazmy, ze jesli dodatnia liczba catkowita x daje z dzielenia przez dodatnia liczbe
catkowita y reszte r, to y >r oraz liczba x—r jest podzielna przez y. Wobec tego z warunkow
zadania wynika, ze b> 2, ¢> 2, a >4, a ponadto

e liczba a—2 jest podzielna przez b,
e liczba b—2 jest podzielna przez c,
e liczba ¢—4 jest podzielna przez a.

Przypusémy, ze c>4. Wtedy wszystkie liczby a—2, b—2 oraz c—4 sa dodatnie i podzielne
odpowiednio przez b, ¢ oraz a. Stad wniosek, ze

a—22b, b—2>c, c—4>a.

Dodajac te nieréwnosci stronami, otrzymujemy a+b+c—8> a+b+c, czyli —8>0. Uzyskana
sprzecznos¢ dowodzi, ze ¢ < 4.

Wiemy juz jednak, ze ¢ > 2, w zwiazku z tym pozostaje do rozpatrzenia przypadek
c=3. Wtedy trzeci z powyzszych warunkéw oznacza, ze liczba ¢ —4 = —1 jest podzielna
przez liczbe a, ktéra jest wieksza od 4. To oczywiscie spelnione by¢ nie moze.

Wobec powyzszego liczba ¢ musi by¢ rowna 4, co konczy rozwiazanie zadania.

5. Dany jest réwnolegtobok ABC D. Na przekatnej BD wybrano taki punkt P, ze spel-
niona jest réwnoéé AP = BD. Punkt Q jest $rodkiem odcinka CP. Wykaz, ze $BQD =90°.

Szkic rozwigzania

Sposob 1

Niech R bedzie takim punktem, ze czworokat ADRP jest réwnoleglobokiem (rys. 3).
Wéwezas PR= AD = BC oraz PR| AD || BC, wobec czego czworokat BCRP takze jest
réwnolegtobokiem.

Punkt @ jest srodkiem przekatnej C' P rownolegtoboku BC' RP, wiec jest takze srodkiem
przekatnej BR. Ponadto DR= AP = BD, wiec odcinek BR jest podstawsg tréjkata rowno-
ramiennego BDR. Wobec tego punkt @), jako srodek tej podstawy, jest takze spodkiem
wysokosci poprowadzonej z wierzchotka D. Stad wniosek, ze <BQD = 90°.

rys. 3
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Sposob 11
Niech S bedzie punktem przeciecia przekatnych rownolegloboku ABCD. Punkt S jest
wtedy Srodkiem kazdej z jego przekatnych (rys. 4). Skoro odcinek QS laczy srodki bokéw
AC' i PC tréjkata APC, to
1 1
Wobec tego punkty B, D, @Q leza na okregu o $rednicy BD, skad $BQD = 90°.

rys. 4

Uwaga

W przedstawionych rozwiazaniach kluczowe bylo uzupelnienie rysunku o pewien ele-
ment pozwalajacy uchwyci¢ niewidoczne na pierwszy rzut oka zaleznosci. Metodom roz-
wiazywania zadan geometrycznych w taki sposéb poswiecone sa artykuty Dorysujmy $rodek
odcinka, Kwadrat nr 19 (styczen 2017) oraz Dorysujmy réwnoleglobok, Kwadrat nr 20 (wrze-
sien 2017).

6. Pola szachownicy o wymiarach 14 x 14 pokolorowano w sposéb przedstawiony na
rysunku. Czy mozna wybraé¢ siedem poél czarnych i siedem pol bialych tej szachownicy
w taki sposob, aby w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie znalazto sie doktadnie jedno
wybrane pole? OdpowiedZ uzasadnij.

Szkic rozwigzania
Odpowiedz. Taki wybér pdl nie jest mozliwy.

Ponumerujmy wiersze i kolumny szachownicy i wpiszmy w kazde pole sume numeréw
wiersza oraz kolumny, jak pokazano na rysunku (rys. 5). Wéwczas w pola czarne sg wpisane
liczby nieparzyste, a w pola biate — liczby parzyste.

. . . ) . 123456 7891011121314

Suma liczb wpisanych w siedem pol czarnych jest
wiec zawsze nieparzysta, a suma liczb wpisanych w sie- | oo 2210 718 {91011 121511115
Qe zawsz parzysta, plsatly ) 2 [3]4]5]6]7]8]9]0[1t]12][13]14]15]16
dem pol biatych jest zawsze parzysta. To oznacza, ze 5 [, T516 71 s (911001l 1213 145 1617
suma liczb wpisanych w czternascie pél szachownicy, 4 [5]6[7]s|9]10fi1]12[13]14[15]16[17]18
wsrod ktorych jest siedem pdl czarnych i siedem pol 5 [ 6|78 [9|10[11)12]13]14]15|16[17|18|19
biatych, jest nieparzysta. 6 |7]s8|9]10[11]12[13]14[15]16[17]18]19]20
Tymczasem suma liczb wpisanych w czternascie . ot erofii 1218 1111516 17 181912021
Y ) i bisany . i 8 [9]10[11]12[13]14[15]16[17]| 18 ]19] 20 [21] 22
pol szachownicy o tej wlasnosci, ze w kazdym wier- ¢ o123l 145l 1617 18119120 [21] 22 [23
szu i w kazdej kolumnie znajduje si¢ doktadnie jedno 10 [11]12[13]14[15]16[17]18]19]20[21|22[23]24
z tych pdl, jest rowna sumie numeréw wszystkich wier- 11 [12]13]14]15/16[17/18]19/20|21|22|23|24|25
szy i wszystkich kolumn, czyli 12 [13]14[15] 16 [17] 18[19]20[21|22]23] 2425 26
13 [14]15]16[17]18]19]20[21] 22[23]24[25] 26 [27
2-(1+2+...+14), 14 [15] 16 [17] 18[19] 20 [21] 22[23] 24 [25] 26 [27] 28

a zatem jest liczba parzysta. rys. 5
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7. Dany jest szeScian ABCDA'B'C'D’ o krawedzi dlugosci 2 i wierzchotkach oznaczo-
nych jak na rysunku. Punkt K jest srodkiem krawedzi AB. Plaszczyzna zawierajaca punkty

B’, D', K przecina krawedz AD w punkcie L. Oblicz objeto$é ostrostupa o podstawie czwo-
rokata D'B’'K L i wierzchotku A.

Szkic rozwigzania

Odpowiedz. Objetos¢ ostrostupa jest réwna 1.

Niech M bedzie wsp6lnym punktem plaszczyzny B’ K LD’ oraz prostej AA’ (rys. 6).
Punkt M lezy oczywiScie w plaszczyznie B'K LD’. Punkt M lezy rowniez w plaszczyznie
B'KAA’, gdyz cala prosta AA’ w niej lezy. Wobec tego punkt M nalezy do cze$ci wspolnej
obu tych plaszczyzn, czyli do prostej B'K.

Analogicznie uzasadniamy, ze punkt M lezy na prostej D'L.

Poniewaz AK = K B, wiec tréjkaty prostokatne AKM i BK B’ sa przystajace (cecha
kat-bok-kat). Wobec tego AM = BB’ = DD’, skad wynika, ze trojkaty ALM i DLD’ sa
przystajace (ponownie cecha kat-bok-kat). W zwiazku z tym AL=LD.

Szukang objetosé¢ V' ostrostupa mozna wigc wyznaczy¢, odejmujac od objetosci czwo-
ro$cianu A’ B’ D’ M sume objetosci czworoscianéw A’'B'D’'A oraz AK LM:

1 AB'-A'D 1 AB'-A'D 1 AK-AL
V:—-—-A’M—(—-—-AA’+—-—-AM>:
3 2 3 2 3 2
1 2.2 1 2.2 1 1-1
:_._.4_<_._.2+_._.2>:1.
3 2 3 2 3

rys. 6

Uwaga

Podobna metode mozna wykorzysta¢ do obliczenia objetosci bryt powstatych w wyniku
przekroju szeScianu pewng ptaszczyzna. Przyklady takich zadan znajduja sie w artykule
Objetosé ostrostupa, Kwadrat nr 22 (wrzesien 2018).
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