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Rozwigzania zadan konkursowych

1. Czy wewnatrz kwadratu o boku dtugosci 20 istnieje punkt, ktérego odlegtosci od bokéw
tego kwadratu sg czterema kolejnymi liczbami catkowitymi?

Rozwigzanie

Odpowiedz: Taki punkt nie istnieje.

Sposob 1

Zauwazmy, ze suma odleglosci dowolnego punktu lezacego wewnatrz kwadratu od pary
jego przeciwleglych bokéw jest rowna 20. Wobec tego suma wszystkich czterech odlegtosci od
bokow kwadratu jest réwna 40, niezaleznie od polozenia punktu wewnatrz kwadratu.

Jezeli odleglosci pewnego punktu od bokéw kwadratu sg rowne n, n+1, n+2, n+3, to
ich suma jest rowna 4n+6. Jednak réwnosé¢ 4n+6 =40 prowadzi do wniosku, ze 4n =234, czyli
n=_§,5, a ta liczba nie jest catkowita. To oznacza, ze nie istnieje punkt spetniajacy warunki
zadania.

Sposob 11

Podobnie jak w pierwszym sposobie zauwazamy, ze suma odlegtosci kazdego punktu we-
wnatrz kwadratu od bokéw tego kwadratu jest réwna 40.

Suma czterech kolejnych liczb catkowitych jest tym wieksza, im wieksza jest najmniejsza
z nich. Ponadto

8+9+10+11=38<40<42=9+10+11+12.

To oznacza, ze suma czterech kolejnych liczb catkowitych nigdy nie jest réwna 40, czyli nie
istnieje punkt spetniajacy warunki zadania.

2. Arek ma kartke w ksztalcie rombu ABCD, w ktérym ¥BCD < 90°. Najpierw zagina
ja w taki sposob, aby odcinki C'B oraz C'D pokryly sie na prostej C'A, a nastepnie w taki
sposéb, aby otrzymac trojkat, jak pokazano na rysunku.

C C

A

Udowodnij, ze odlegtosci punktu A od wszystkich trzech wierzchotkéw otrzymanego trojkata
sg rOwne.
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Rozwigzanie

Oznaczmy dwa pozostate wierzchotki uzyskanego trojkata przez E i F', jak pokazano na
rysunku 1. W celu unikniecia niejednoznacznosci, pozostanmy przy oznaczeniach A, B, C', D
dla wierzchotkéw wyjsciowego rombu, a potozenia punktéow A, B, D po wykonaniu opisanych
zagieé¢ oznaczmy odpowiednio przez A’, B', B'.

rys. 1

Sposdb 1

Poniewaz tréjkaty BCE oraz B'CE sa przystajace, wiec YBCE = {B'CE. Poniewaz
czworokaty AEA'F oraz ABCD sa rombami, wiec proste A’E i BC' sa rownolegte i w kon-
sekwencji YA'EC = $BCE. Laczac te dwie réwnoéci, otrzymujemy JA'EC = JA'CE, co
oznacza, ze tréjkat A’CE jest réwnoramienny i A'E = A'C.

W pelni analogicznie (konfiguracja jest symetryczna wzgledem prostej AC') uzasadniamy,
e AF=AC.

Sposob 11

7 symetrii konstrukeji opisanej w tresci zadania wynika, ze tréjkaty A’EF oraz CEF sa
rOwnoramienne. Ponadto

IEA'F =4FEAF =<4BCD =24ECF.

Rozwazmy okrag w o $rodku A’ i promieniu A’E=A'F. Uzyskana réwnos¢ $ECF=1<4FEA'F
w polaczeniu z faktem, ze punkty A’ i C' leza po tej samej stronie prostej EF oznacza,
ze kat ECF jest wpisany w okrag w. W szczegdlnosci punkt C' lezy na okregu w, czyli
A'C=A"E=A'F, co bylo do udowodnienia.

Uwaga

W opisanej konfiguracji réwniez odleglosci B’ od wierzchotkéw trojkata A’E'F sa réwne.

3. Cgzy istnieja takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, ze kazda z liczb
|b—C|, |C—CL|, |a_b|

jest wieksza od 1, ale mniejsza od 27

Rozwigzanie

Odpowiedz: Takie liczby a, b, ¢ nie istnieja.

Sposob 1

Zauwazmy, ze jesli liczby spelniajace warunki zadania istnieja, to zadne dwie z nich nie
sa réwne (gdyz wéwcezas jedna z liczb |b—c¢|, |c—al, |a—b| bylaby réwna 0).
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Rozwazmy dowolne trzy rézne liczby rzeczywiste a, b, ¢ i zaznaczmy odpowiadajace im
punkty na osi liczbowej. Pewien z tych punktéw lezy na odcinku o koncach w pozostatych
dwoch — suma odlegtosci tego punktu od koncow odcinka jest réwna dtugosci catego odcinka.
Innymi stowy, posrdd liczb [b—c¢|, |c—al, |a—b|, czyli odleglosci pomiedzy parami punktéw,
jedna jest réwna sumie pozostatych dwoch. To oznacza, ze nie istnieja liczby a, b, ¢ spetniajace
warunki zadania, gdyz suma dwoch liczb wiekszych od 1 nie jest mniejsza od 2.

Sposob 11

Przypusémy, ze takie liczby a, b, c istnieja. Zalézmy, ze a <b<c¢ — w kazdym innym
przypadku rozwigzanie bedzie przebiegato analogicznie, gdyz warunki zadania sg symetryczne
ze wzgledu na a, b, ¢, tzn. nie zmieniaja sic w wyniku zamiany nazw tych niewiadomych.
Otrzymujemy wowczas sprzecznosé postaci

2>|c—al=c—a=(c—=b)+(b—a)=|b—c|+|a—b]>1+1=2.

To oznacza, ze nie istnieja liczby spelniajace warunki zadania.

4. Sto kamieni lezy w jednym rzedzie. Wéréd nich jest 50 kamieni czerwonych i 50 kamieni
niebieskich. Wykaz, ze mozna tak usuna¢ po 25 kamieni kazdego koloru, aby pomiedzy do-
wolnymi dwoma kamieniami tego samego koloru nie pozostal ani jeden kamien innego koloru.

Rozwigzanie

Sposob 1

Podzielmy rzad kamieni na dwie réwne czesci (po 50 kolejnych kamieni), ktére nazwiemy
lewa i prawg polowa. Niech ¢ oznacza liczbe kamieni czerwonych nalezacych do lewej potowy.
Wéwezas liczba kamieni czerwonych nalezacych do prawej potowy to 50 —¢. Liczby kamieni
niebieskich nalezacych do lewej i prawej polowy sga odpowiednio réwne 50 — ¢ oraz /.

Jezeli £ <25, to usuwajac wszystkie czerwone kamienie z lewej polowy oraz wszystkie
niebieskie kamienie z prawej potowy, doprowadzimy do sytuacji, w ktérej po usunieciu co
najwyzej b0 kamieni wszystkie kamienie lewej potowy beda niebieskie, a wszystkie kamienie
prawej polowy beda czerwone. Usuwajac dodatkowo dowolnie po 25—/ kamieni kazdego
koloru, uzyskujemy sytuacje opisana w tresci zadania.

Podobnie jezeli £>25, to usuwajac wszystkie niebieskie kamienie z lewej potowy, wszystkie
czerwone kamienie z prawej polowy i dowolne kamienie (tak, aby lacznie usunaé po 25 kazdego
koloru), réwniez uzyskamy odpowiednie utozenie.

Sposdob 11

Podobnie jak w poprzednim sposobie zatézmy, ze kamienie utozone sa od lewej do prawej.
Oznaczmy kolejne czerwone kamienie (od lewej do prawej) przez Cy, Cy, ..., Cso, a kolejne
niebieskie kamienie — przez N1, Na, ..., Nsg.

Jezeli kamien Cys lezy na lewo od kamienia Nog, to aby spelnié¢ warunki zadania, wystarczy
usunaé wszystkie kamienie czerwone o numerach wiekszych od 25 oraz wszystkie kamienie
niebieskie o numerach mniejszych od 26, czyli pozostawi¢ kamienie utozone nastepujaco:

Cl) 027 037 REE CY257 N267 N27; NQS, "'7N50'

Jezeli kamien Cos lezy na prawo od kamienia Nog, to réwniez kamien Cyg (lezacy na prawo
od Css) lezy na prawo od kamienia Nos (lezacego na lewo od kamienia Nog). W tym wypadku
wystarczy usunac¢ kamienie czerwone o numerach mniejszych od 26 oraz kamienie niebieskie
o numerach wiekszych od 25, czyli pozostawi¢ kamienie utozone w nastepujacy sposéb:

Nl; N27 N37 ceey N25; 0267 C’277 C'287 RS C150'
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5. Liczby catkowite a, b, ¢ sa wigksze od 1 i maja te wtasnos¢, ze liczby
a, a+b, a+b+c, b+c, c

sg pierwsze. Wykaz, ze liczba b jest podzielna przez 3.

Rozwigzanie

Sposob 1

Skoro liczby a, b, ¢ sa wicksze od 1, to liczby a+b, a+b+c, b+c sa wigksze od 2. Poniewaz
liczby te sa pierwsze i wieksze od 2, wiec sa nieparzyste. Stad wynika, ze liczby

(a+b+c)—(b+c)=a oraz (a+b+c)—(a+b)=c

sg parzyste, jako réznice liczb nieparzystych. Jedyna parzysta liczba pierwsza jest 2, wiec
a=c=2.

Z warunkoéw zadania wynika wiec, ze liczby b+ 2 oraz b+ 4 sa pierwsze. Gdyby liczba b
dawala reszte 1 przy dzieleniu przez 3, to liczba b+2 bylaby podzielna przez 3 i jednocze$nie
wieksza od 3 — nie moglaby wiec by¢ pierwsza. Podobnie gdyby liczba b dawala reszte 2
przy dzieleniu przez 3, to liczba b+4 bytaby podzielna przez 3 i wieksza od 3, czyli bylaby
ztozona. To oznacza, ze liczba b jest podzielna przez 3, co bylo do udowodnienia.

Sposob 11
Z warunkow zadania wynika, ze liczba pierwsza a+b+c posiada nastepujace przedstawienia
w postaci sumy dwoch liczb pierwszych

(a+b)+c=a+(b+c).

Suma dwoch liczb pierwszych nieparzystych jest liczba parzysta wicksza od 2, a wiec liczba
ztozona. To oznacza, ze w kazdej z par a+b, c oraz a, b+ c jedna z liczb jest rowna 2. Skoro
a+b>2oraz b+c>2,toa=c=2.

Przyjmijmy oznaczenie a+b=p. Z warunkéw zadania wynika, ze liczby p oraz p+2 sa
pierwsze oraz p>4 (gdyz a>2 oraz b>2). Zauwazmy, ze p, p+1, p+2 to trzy kolejne liczby
catkowite, wiec jedna z nich jest podzielna przez 3. Liczby p, p+2 nie sg podzielne przez 3,
gdyz sa to liczby pierwsze wieksze od 3. Wobec tego liczba p+1 jest podzielna przez 3.
W konsekwencji réwniez liczba

(p+1)—3=p—2=0b

jest podzielna przez 3.

6. Z tablicy n x n usunieto pola znajdujace sie¢ w catosci

powyzej jednej z przekatnych, otrzymujac schodkowy diagram. l L

W kazde pole diagramu nalezy wpisa¢ jedna z liczb 1 lub 2. 2alilp

Wyznacz wszystkie liczby catkowite n > 2, dla ktérych mozna dqljlj2r

to zrobi¢ w taki sposob, aby posrdéd 2n sum liczb w wierszach b2 1r

i kolumnach nie byto dwéch réownych liczb. 842|221 |1F
Rysunek przedstawia przyktadowe wypelnienie diagramu dla 10eq1]2]2)1 2

n =7 oraz rozwazane 2n sum liczb w wierszach i kolumnach. Hedj2]1]1]2]2]2 |_
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Rozwigzanie

Odpowiedz: Wszystkie n > 2, ktore sg liczbami parzystymi.

Sposob 1

Przypus$émy, ze wypelnienie diagramu spelnia warunki zadania dla pewnego n. Najwieksza
mozliwa do uzyskania suma liczb w wierszu lub kolumnie jest 2n, a najmniejsza jest 1. Jest
zatem tylko 2n catkowitych wartosci, ktore moga przyjmowaé okreslone w zadaniu sumy.
Skoro zadne dwie nie sa réwne, to kazda z liczb 1, 2, 3, ..., 2n pojawia si¢ dokladnie jeden
raz jako suma w wierszu lub kolumnie.

Rozwazmy sume 2n sum zdefiniowanych w tresci zadania. Z jednej strony wynik jest liczba
parzysta, bo jest dwukrotnoscia sumy wszystkich liczb wpisanych w pola diagramu. Z drugiej
strony, jest rowny

1+2434+...+2n—1)+2n=(14+2n)+(2+(2n—1))+ B3+ (2n—-2))+...+(n+(n+1)) =
=2n+1)+(2n+1)+(2n+1)+...+(2n+1)=n(2n+1).

Poniewaz 2n+1 jest liczba nieparzysta, wiec liczba n(2n+1) jest parzysta dokladnie wtedy,
gdy n jest liczba parzysta. To oznacza, ze dla n nieparzystych nie jest mozliwe wypetnienie
diagramu zgodnie z warunkami zadania.

Pozostaje uzasadni¢, ze jesli n jest liczba parzysta, to wypelnienie diagramu zgodnie
z warunkami zadania jest mozliwe. Niech n =2k, gdzie k jest dodatnia liczba catkowita. Wy-
réznijmy dolna polowe pdl najdluzszej przekatnej diagramu (rys. 2) i rozwazmy wypelnienie
diagramu, w ktéorym w wyr6znione pola wpisana jest liczba 1, a we wszystkie pozostate —
liczba 2. Uzasadnimy, ze to wypelnienie spelnia warunki zadania, co zakonczy rozwiazanie.

W rozwazanym wypelnieniu sumy liczb w k pierwszych (liczac od gory) wierszach diagra-
mu sa réwne 2, 4, 6, ..., 2k—2, 2k, a sumy liczb w k pierwszych (liczac od lewej) kolumnach
diagramu sg réwne 4k, 4k—2, 4k—4, ..., 2k+4, 2k+2. Posr6d wymienionych 2k sum pojawiaja
sie wszystkie liczby parzyste z zakresu od 1 do 4k.

Z kolei sumy w k ostatnich kolumnach diagramu sa réwne 2k —1, 2k—3, 2k—5, ..., 3, 1,
a sumy w k ostatnich wierszach diagramu sg rowne 2k+1, 2k+3, 2k+5, ..., 4k—3, 4k —1.
Lacznie posréd wymienionych 2k sum pojawiaja sie wszystkie liczby nieparzyste z zakresu
od 1 do 4k.

W opisanym wypelieniu diagramu kazda liczba catkowita od 1 do 4k =2n pojawia si¢
jako suma doktadnie raz, wiec rzeczywiscie spetnia ono warunki zadania.

22} 2 J2}
1422 2
642221 2
842222} 2
94212221} 2
114222221 2
13421222221} 2
sq2]2]2]2]2]2]2[1}F  2n-142]2]2]2]2]2]2]1}
rys. 2 rys. 3
Sposob 11
Podobnie jak w poprzednim sposobie zauwazamy, ze jesli wypelnienie spelnia warunki
zadania, to kazda z liczb 1, 2, 3, ..., 2n pojawia si¢ jako warto$¢ sumy doktadnie raz.
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Zaltézmy, ze pewna liczba n oraz pewne wypelnienie diagramu spelniaja warunki zadania.

Zauwazmy, ze suma co najwyzej n— 1 sktadnikéw rownych 1 lub 2 jest rowna co najwyzej
2n—2. To oznacza, ze sumy 2n—1 oraz 2n mozna uzyska¢ wytacznie w rzedach sktadajacych
sie z n pol — czyli pierwszej kolumnie i ostatnim wierszu diagramu. W konsekwencji tacz-
nie pierwsza (liczac od lewej) kolumna i ostatni (liczac od géry) wiersz diagramu zawieraja
doktadnie jedna liczbe 1.

Rozwazmy lewe goérne oraz prawe dolne pole diagramu. Gdyby w obydwa te pola wpisana
zostala liczba 2, to pierwszy wiersz diagramu oraz ostatnia kolumna diagramu mialtyby te
sama sume wpisanych liczb — réwna 2. To oznacza, ze wspomniana (jedyna) liczba 1 znaj-
dujaca si¢ w pierwszej kolumnie lub ostatnim wierszu znajduje sie¢ w jednym z tych dwéch
pél (a w drugim z nich znajduje sie 2). W szczegdlnosci oznacza to, ze wspomniane pola sa
rozne, czyli n# 1. Poniewaz zamiana miejscami liczb w tych dwoch polach nie wplywa na
sumy liczb w pozostalych rzedach, mozemy zatozy¢, ze liczba 1 znajduje si¢ w ostatnim polu
dolnego wiersza.

Do wypelnienia pozostaly n—2 wiersze oraz n—2 kolumny diagramu — w kazdym z tych
rzedéw znajduje sie juz po jednej liczbie 2, a do uzyskania pozostaly wszystkie catkowite sumy
od 3 do 2n—2. W istocie wiec do wypelnienia pozostatl analogiczny diagram o n—2 wierszach
i n—2 kolumnach, w ktérym kazda z sum od 1 do 2(n—2) chcemy uzyskaé¢ doktadnie raz
(rys. 3). Innymi stowy, wypelnienie diagramu o boku n jest mozliwe dokladnie wtedy, gdy
jest mozliwe wypelnienie diagramu o boku n — 2.

Jezeli n jest liczbg parzysta, to stosujac wielokrotnie analogiczne rozumowanie, uzyskuje-
my wypelnienie spelniajace warunki zadania (to samo, co w poprzednim sposobie). Jesli zas
n jest liczba nieparzysta, to w wyniku opisanych redukcji dochodzimy do problemu wypelnie-
nia diagramu o jednym polu, co jest niemozliwe — dla n nieparzystych nie jest wiec mozliwe
wypeltnienie diagramu zgodnie z warunkami zadania.

Uwaga

Rozumowanie przeprowadzone w drugim sposobie rozwiazania pozwala scharakteryzowac
wszystkie poprawne wypelnienia diagramu w przypadku, gdy n jest liczba parzysta. Sa to te
wypelnienia, w ktérych wszystkie liczby wpisane poza przekatna sg rowne 2, a w polach na
przekatnej znajduje si¢ po § dwdjek i jedynek, przy czym dla i=1,2,...,5 w kolumnie i-tej
od lewej znajduje sie inna liczba niz w wierszu i-tym od dotu.

7. Dany jest prostopadloscian ABCDA'B'C’'D’ o wierzchotkach oznaczonych jak na ry-
sunku, w ktérym AC’ = AB+ AD. Niech P bedzie takim punktem na odcinku AC’, ze
AP = AB oraz C'P = AD. Udowodnij, ze {BPB’'=90°.

c’ B’

— B

D A
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Rozwigzanie

Sposob 1

Oznaczmy przez M punkt przeciecia plaszczyzny prostopadiej do odcinka AC’ przecho-
dzacej przez punkt P z prosta BB’ (rys. 4). Poniewaz M PA= <M BA=90° oraz AP=AB,
wiec na mocy twierdzenia Pitagorasa

MP?=MA? - AP?=MA? - AB?*=MB?, skad MP=DMB.
Podobnie, skoro M PC’=<IM B'C’' =90° oraz PC' = B'C’, to
MP?=MC"?-PC?=MC”?—-B'C?=MB"”?, skad MP=MB'.

Uzyskane réownosci MP=MB = M B’ oznaczaja, ze punkt M jest srodkiem odcinka BB’,
a trojkat BPB' jest prostokatny i {BPB’ =90°.

c’ B’

D/

Sposob 11

Niech E bedzie takim punktem lezacym na pélprostej CB™, ze BE=AB, a G — takim
punktem lezacym na potprostej AB™, ze BG= AD (rys. 5). Niech ponadto F bedzie takim
punktem, ze czworokat BEFG jest prostokatem, a punkty E’, F’', G’ — takie, ze odcinki
BB', EE', FF', GG’ s3 réwne i réwnolegle.

W ten sposéb uzyskaliémy prostopadloécian BEFGB'E'F'G’ przystajacy do danego
w tredci zadania (gdyz ma jednakowe wymiary). Zauwazmy, ze

AC' =C'E' = E'G = GA,

skad wniosek, ze proste AE’ oraz GC’ sg prostopadle (punkty C’ oraz G sa jednakowo
oddalone od koncéw odcinka AE’, wiec leza na jego plaszczyZnie symetralnej).

Do zakonczenia rozwiazania pozostaje zauwazy¢, ze PB’ || AE" (tréjkaty rownoramienne
PB'C’ oraz AE'C" maja wspélny kat miedzy ramionami) oraz BP || GC’ (tréjkaty réwnora-
mienne PAB oraz C' AG maja wspélny kat miedzy ramionami).

Uwaga
Mozna obliczy¢, ze przy oznaczeniach a=AB= AP oraz b=AD = PC’, zachodzg réwnosci
2 2 a I p2 b
BB'*=2ab, BP°= -2ab, B'P*= -2ab.
a+b a+b

Skoro BB'? = BP? + B’ P2, to teza zadania wynika z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia
Pitagorasa.
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