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1. Punkt F lezy na boku C'D prostokata ABCD, przy czym
IDAE+YEBC =<YABE.

Wykaz, ze AB> AD.

Rozwigzanie
Sposob 1
Z réwnoéci katéw naprzemianlegtych wynika, ze SDAE+<EBC=YAEB (rys. 1). Dana

w treéci zadania réwnoéé przybiera wiec postaé YAEB = YABE, skad AB = AE.
D C

rys. 1

Nalezy wiec uzasadnié¢, ze AE> AD. To wynika na przyktad z tego, ze najdtuzszym bokiem
tréjkata prostokatnego ADFE jest jego przeciwprostokatna AF.

Uwaga

Réwnos¢ AB = AD zachodzi tylko gdy punkty E i D si¢ pokrywaja. Przy zalozeniu, ze
punkt E nie jest zadnym z koncéw odcinka C'D, zachodzi nieréwnos¢ AB > AD.

Sposob 11

Oznaczmy przez F taki punkt na przedtuzeniu odcinka C'D, ze CF=DE (rys. 2). Wéwczas
trojkaty prostokatne ADE oraz BCF sa przystajace (cecha bok—kat—bok), a zatem

IDAE +<9EBC =<CBF+<4EBC =<4EBF.
Dana réwno$é katéw oznacza wiec, ze SABE =< EBF, czyli BE jest dwusieczna kata ABF.

D E C F

A B
rys. 2
Ponadto EF=FEC+CF=EC+DE=DC=AB oraz EF|| AB, skad wynika, ze czworokat
ABF'FE jest rownoleglobokiem. Przekatna BE tego rownolegloboku jest dwusieczna jego kata
wewnetrznego ABF', wiec rownoleglobok ABF'E jest rombem. Do zakonczenia rozwiazania
pozostaje zauwazy¢, ze bok rombu ma dlugo$é¢ wieksza lub rowna wysokosci tego rombu.
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2. Kazde pole tablicy 5 x5 pomalowano albo na czerwono, albo na niebiesko. Okazalo sig,
ze w kazdym wierszu tej tablicy liczba czerwonych pdl jest taka sama, a w kazdych dwéch
kolumnach tej tablicy liczby niebieskich pél sa rézne. Wyznacz taczng liczbe niebieskich poél
w catlej tablicy. Podaj wszystkie mozliwosci.

Rozwigzanie
Odpowiedz: YL.aczna liczba niebieskich pdl jest réwna 10 lub 15.

Skoro w kazdym wierszu tablicy znajduje sie ta sama liczba czerwonych pél, to réwniez
w kazdym wierszu znajduje si¢ ta sama liczba niebieskich pél — oznaczmy te liczbe przez n.
Wéwcezas szukana taczna liczba niebieskich p6l w calej tablicy jest réwna dn.

Mozliwe liczby niebieskich pol w jednej kolumnie tablicy to 0, 1, 2, 3, 4, 5. Skoro w kaz-
dych dwéch kolumnach znajduje sie inna liczba niebieskich pdl, to liczby niebieskich pél
w kolumnach tablicy sg piecioma sposréd powyzszych szeSciu liczb. Zatem doktadnie jed-
na z powyzszych szesciu liczb nie jest liczba niebieskich p6l w zadnej kolumnie tablicy —
oznaczmy te liczbe przez . Wowczas taczna liczba niebieskich pdl w catej tablicy jest rowna

O+1+2+3+4+5—2=15—=.

Wynika z tego, ze

Sn=15—=, cayli n:3—§.

Aby uzyskana w ten sposob liczba n byla calkowita, liczba = musi by¢ podzielna przez 5,
czyli z=0 albo x=5. Dla =0 mamy n=3 1 5n =15, adla =5 mamy n=2 i 5n = 10.

Bezposrednio sprawdzamy, ze w obydwu przypadkach istnieja kolorowania pdél tablicy
spelniajace warunki zadania (rys. 3—4, przy czym zacieniowane pola to te, ktére nalezy po-
malowa¢ na niebiesko).

rys. 3 rys. 4

3. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AC'=BC i SACB=150°. Punkt A’ jest symetryczny
do punktu A wzgledem prostej BC, punkt B’ jest symetryczny do punktu B wzgledem proste;j
AC, a punkt C’ jest symetryczny do punktu C' wzgledem prostej AB. Udowodnij, ze trojkat
A'B'C’ jest réwnoboczny.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze SBAC=4ABC=15° oraz AC=BC=A'C=B'C=AC"=BC’ (rys. 5). Kat
zewnetrzny przy C w tréjkacie ABC ma miare 30°, wiec SAC A’ =2-30° =60°. W potaczeniu
z AC = A'C oznacza to, ze trojkat AA'C jest réwnoboczny i AA’ = AC. Ponadto

JA'AC' = 4A'AC+SBAC+ 4BAC’ =60° +15° +15° = 90°.

W pelni analogicznie uzasadniamy, ze BB’ = BC oraz $B'BC’ =90°.
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Zauwazmy wreszcie, ze
JA'CB' =4ACB+<4A'CB+<4ACB’ —360° = 3-150° — 360° = 90°.

A’ B’

C/
rys. 9
Z poczynionych obserwacji wynika, ze A’/CB’, A’ AC’, B’ BC' sg przystajacymi trojkatami
prostokatnymi réwnoramiennymi (cecha bok—kat—bok). W konsekwencji A'B'=A'C’'=B'C’,
co byto do udowodnienia.

4. Czy istnieja takie dodatnie liczby catkowite a oraz b, ze
Ya+ Vb= /20257

Uwaga. Symbol /x oznacza pierwiastek trzeciego stopnia z x, czyli taka liczbe rzeczywista v,
o\ 03
ze y° =x.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze 2025 = 3*.52 = 33.75. Wobec tego

V2025 = V/33 .75 =375 = V/75+ 275 = V75 + V23 - 75 = /75 + v/600.

Wystarczy wiec przyjaé¢ a =75 oraz b= 600.

Uwaga
Para {a,b} = {75,600} jest jedyna para dodatnich liczb caltkowitych spelniajaca dana
rOwWnosc.

5. Liczbe catkowita nazwiemy olimpijskq, jesli mozna ja uzyskaé¢ z liczby 1 w wyniku
wykonania pewnej liczby operacji polegajacych na zwiekszeniu liczby o jej cyfre jednosci.
Poczatkowymi liczbami olimpijskimi sa wiec 1, 2, 4, 8, 16, 22, 24, 28, 36, ... Wykaz, ze
kwadrat liczby olimpijskiej jest liczba olimpijska.

Rozwigzanie

Niech aj oznacza k-ta liczbe olimpijska, czyli a1 =1, as =2, a3 =4, ay =8, a5 =16 itd.
Zauwazmy, ze cyfry jednosci liczb olimpijskich réznych od 1 powtarzaja sie z okresem 4 i sg
rowne kolejno 2, 4, 8, 6. To oznacza, ze

apya=a+(2+4+6+8) =a +20,
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gdyz wykonujac cztery kolejne operacje, wykorzystamy w pewnej kolejnosci wszystkie cztery
sktadniki 2, 4, 8, 6. Skoro as =2, to ag =22, a19 =42, a14 =62, ... sa wszystkimi dodatnimi
liczbami catkowitymi dajacymi reszte 2 przy dzieleniu przez 20.

Analogicznie uzasadniamy, ze wsrod dodatnich liczb catkowitych

® as, ay, aiy, ais, ... to wszystkie liczby dajace reszte 4 przy dzieleniu przez 20;
® ay, as, ai2, a1g, --. to wszystkie liczby dajace reszte 8 przy dzieleniu przez 20;
® as, ag, ais, a7, -.. to wszystkie liczby dajace reszte 16 przy dzieleniu przez 20.

Tym samym uzasadniliSmy nastepujacy fakt.

Liczba wieksza od 1 jest olimpijska dokiadnie wtedy, gdy przy dzieleniu przez 20
daje jedng z reszt 2, 4, 8, 16.

Poniewaz a? =1 =a, jest liczba olimpijska, wiec pozostaje udowodnié, ze kwadraty liczb
dajacych reszte 2, 4, 8 lub 16 przy dzieleniu przez 20 réwniez daja jedna z tych reszt przy
dzieleniu przez 20. W tym celu zauwazmy, ze

e jesli a=20n+2, to a® = (20n+2)% =400n2 4 80n +4 = 20- (20n2 +4n) +4;

e jesli a=20n+4, to a® = (20n+4)% = 40002+ 160n + 16 = 20 (20n% +8n) + 16;

e jesli a=20n+38, to a% = (20n+8)? =400n2 + 320n + 64 = 20 - (20n2 + 161+ 3) + 4;

e jesli a=20n+16, to a® = (20n +16)? = 400n2 4+ 640n + 256 = 20 - (20n2 4 32n 4 12) + 16.

Poniewaz liczby dajace reszte 4 lub 16 przy dzieleniu przez 20 sa olimpijskie, wiec dowdd jest
zakonczony.

Uwaga

Druga cze$é¢ rozwigzania mozna przedstawi¢ w postaci bardziej zwartej i mniej wymaga-
jacej rachunkowo przy uzyciu kongruencji. Dla liczb catkowitych a, b oraz liczby catkowite]
m > 1 zapisujemy a=b (mod m) jezeli m jest dzielnikiem liczby a —b, czyli innymi stowy —
liczby a oraz b daja te sama reszte przy dzieleniu przez m. Stosujac wlasnosci kongruencji,
mozemy zapisac:

jesli a=2 (mod 20), to a® =22 =4 (mod 20);

jedli a=4 (mod 20), to a?=4?=16 (mod 20);

jedli a=8 (mod 20), to a?=82=64=4 (mod 20);

jedli a=16 (mod 20), to a=—4 (mod 20) i w konsekwencji a? = (—4)? =16 (mod 20).

Wiecej informacji o kongruencjach i ich wtasno$ciach mozna odnalezé na przyktad w broszurze
Matematyczne seminarium olimpijskie, cz. 1, dostepnej na stronie omj.edu.pl/uploads/
attachments/seminaria_1.pdf (strony 20-25).
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