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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Na ptaszczyznie dane sa okregi k i I przecinajace si¢ w punktach C'i D, przy czym
okrag k przechodzi przez $érodek L okregu . Prosta przechodzaca przez punkt D przecina
okregi k i | po raz drugi odpowiednio w punktach A i B w taki sposéb, ze D jest punktem
wewnetrznym odcinka AB. Wykaz, ze AB = AC.

Szkic rozwigzania

Zauwazmy, ze w okregu [ kat érodkowy DLC' i kat wpisany ABC' sa oparte na tym sa-
mym tuku CD, a zatem <DLC =24ABC. Ponadto czworokat ADLC jest wpisany w okrag
k, wiec $DLC =180°—-<DAC=4ABC+<ACB. Stad wniosek, ze $ABC =<JACB. Wobec
tego tréjkat ABC' jest réwnoramienny i AB = AC.

2. Rozwiaz w liczbach rzeczywistych réwnanie a+b+4 =44/ aV/b.

Szkic rozwigzania

Zauwazmy, ze musza zachodzié¢ nieréwnosci b> 0 oraz av/b> 0. Przypuséémy, ze b> 0.
Wéwezas z nieréwnosci av/b> 0 wynika, ze a > 0. Wobec tego zadane réwnanie mozemy
przeksztalci¢ nastepujaco

a—4\V avVb+4vVb+b—4Vb+4=0,
(Va—2Vb)*+(Vb—2)?=0.

Stad wynika, ze vVb=2, czyli b=4 oraz Va= 2vb =22, czyli a =8.
Jezeli b=0 to réwnanie przybiera posta¢ a+4 =0, czyli a = —4. Bezposrednio spraw-
dzamy, ze znalezione pary (a,b) =(—4,0) oraz (a,b) = (8,4) spelniaja warunki zadania.

3. Mamy do dyspozycji 10 jednakowych ptytek takich, jak na rysunku. Ptytki mozna ob-
racaé, ale nie odwraca¢ na drugg strone. Tablice o wymiarach 7 x 7 nalezy pokry¢ tymi ptyt-
kami w taki sposob, aby doktadnie jedno pole zostato pokryte przez dwie ptytki, a wszystkie
pozostate pola — przez jedna plytke. Wyznacz wszystkie pola, ktére moga zostaé¢ pokryte
dwiema ptytkami.

Szkic rozwigzania

Udowodnimy, ze jedynym polem o zadanej wlasnosci jest centralne pole tablicy.

Wyréznijmy niektére pola tablicy, jak pokazano na rysunku (rys. 1). Zauwazmy, ze
niezaleznie od tego, jak utozymy pojedyncza plytke, zawsze pokrywa ona dokiadnie jedno
wyroznione pole. Plytek jest 10, a wyrdznionych pdl tylko 9, wiec polem pokrytym dwiema
ptytkami musi by¢ jedno z pél wyrdznionych.

Jesli wyr6znimy inne 9 pél (rys. 2), bedziemy mogli przeprowadzi¢ podobne rozumo-
wanie. Kazda pltytka pokrywa teraz co najmniej jedno wyrdznione pole, wigc aby dane
pokrycie byto mozliwe, polem pokrytym dwiema plytkami i tym razem musi by¢ jedno
z pol wyrdznionych.
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rys. 1 rys. 2 rys. 3

Jedynym polem, ktére wyrdzniliémy w obu przypadkach, jest centralne pole tablicy.
Pozostaje wskazaé¢ przyklad takiego utozenia ptytek, w ktérym pole to jest pokryte przez
dwie plytki (rys. 3).

4. Liczba a,, jest utworzona przez napisanie po kolei, bez odstepéw, liczb 1, 2, ..., n
(na przyklad a7 =1234567891011). Znajdz najmniejsza taka liczbe ¢, ze 11| ay.

Szkic rozwigzania
Rozwazania wystarczy ograniczy¢ do reszt liczb a,, z dzielenia przez 11.
Dla 1 <7< 8 spelniona jest zaleznosc¢

ait+1=10a;+ (i+1)=1la; —a; + (i+1)=—a;+(i+1) (mod 11).
Stad wniosek, ze reszty z dzielenia przez 11 liczb aq, as, ..., ag wynoszg kolejno
1, =14+2=1, -143=2, —2+4+4=2, —245=3, ..., —4+9=5.

Zadna z tych reszt nie jest réwna 0.
Dla 9 <7 <98 spetniona jest podobna zaleznosc

Ai4+1 = 100ai+(i+1) :99ai+ai+(z’+1) Eai—i—(i—{-l) (mod 11).

Bezposrednio sprawdzamy, ze reszty z dzielenia liczb aqg, a11, ..., azg, a1 przez 11 wynosza
odpowiednio 4, 4, 5, 7, 10, 3, 8, 3, 10, 7, 5, 4. Zauwazmy, ze a1g =4 =a9; (mod 11).
Ponadto, jesli a; =a;4+11 (mod 11), to réwniez

aiv1=a;+i+1=a;411+i+12=a;412 (mod 11).

Korzystajac z powyzszej wtasnosci kolejno dla ¢ =10,11,...,87, uzyskujemy

10 =0a91 =A32 =...=0A98 =4 (mod 11),
a1] =022 =033 =...=0Q99 =4 (HlOd 11),
a12=a93=ags =...=agg =5 (mod 11),
ajg=azg=aq1 =...=age =7 (mod 11),
a20 = Aa31 EG4QE...EGQ7E5 (HlOd 11)

Zadna z liczb a; dla 10<i <99 nie jest podzielna przez 11, gdyz, jak sprawdziliémy wezesniej,
zadna z liczb a1, a1, ..., ago nie jest podzielna przez 11.
W przypadku, gdy 99 < <998, liczby a; sa powiazane zaleznoscia
a;+1=1000a; 4+ (i+1)=11-91a; —a; + (i+1)=—a;+ (i+1) (mod 11).

Bezposrednio wyznaczamy wartosci reszt z dzielenia liczb a1¢g, @101, ... przez 11, uzyskujac
kolejno 8, 5, 9, 6, 10, 7, 0. Stad wniosek, ze najmniejsza liczba ¢ taka, ze 11|a; jest t=106.
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5. Kwadrat zostal podzielony prostymi na n wielokatéw. Wyznacz najwigksza mozliwg
sume miar katéw wewnetrznych wszystkich tych wielokatow.

Szkic rozwigzania

Odcinkiem tngcym nazwiemy ten fragment kazdej z prostych dzielacych kwadrat na n
wielokatow, ktory jest zawarty wewnatrz lub na brzegu kwadratu. Kazdy punkt wspdlny co
najmniej jednego odcinka tnacego z brzegiem kwadratu nazwiemy wierzchotkiem brzegowym.
Analogicznie punkt wspélny co najmniej dwéch odcinkéw tnacych, znajdujacy sie wewnatrz
kwadratu, nazwiemy wierzchotkiem wewnetrznym.

Zauwazmy, ze kazdy wierzchotek dowolnego wielokata otrzymanego z podziatu jest brze-
gowy, wewnetrzny lub jest wierzchotkiem kwadratu. Suma miar tych katéw wewnetrznych
wielokatéw otrzymanych z podziatu, ktore leza wokét pewnego wierzchotka wewnetrznego
jest zawsze réwna 360°, wokdél wierzchotka brzegowego — 180°, a wokdt wierzchotka kwa-
dratu — 90°.

Udowodnimy, ze najwieksza mozliwa wartos¢ szukanej sumy wynosi n-360°. Przepro-
wadzimy dowodd indukcyjny wzgledem n. Dla n =1 teza oczywiscie zachodzi. Rozwazmy
podzial kwadratu prostymi na n > 2 wielokatéw i zalézmy, ze dla kazdej liczby naturalnej
k <n maksymalna suma katow przy podziale kwadratu na k wielokatéw wynosi k- 360°.

Usunmy dowolny odcinek tnacy [ oraz przypuscmy, ze liczba wielokatéw zmniejszyta
sie 0 k. Otrzymamy w ten sposob podzial kwadratu na n—k wielokatéw. W mysl zalozenia
indukcyjnego, suma katéw wewnetrznych tych wielokatéw wynosi co najwyzej (n—k)-360°.

Po przywroéceniu do podziatu odcinka [ liczba wierzchotkéw wewnetrznych wzrosnie
o co najwyzej k— 1. Rzeczywiscie, odcinek | musi zawiera¢ dokladnie k£ —1 wierzchotkow
wewnetrznych, ale niektére z nich mogly byé¢ wierzchotkami wewnetrznymi przed przywro-
ceniem /.

Ponadto po dodaniu [ liczba wierzchotkéw brzegowych wzrosnie o co najwyzej 2. Od-
cinek [ moze bowiem przechodzi¢ przez punkty, ktore juz wczesniej byly wierzchotkami
brzegowymi albo przez wierzchotki kwadratu.

7 ostatnich dwoch akapitéw plynie wniosek, ze przywrdocenie odcinka [ zwiekszy szukang
sume miar katéw wewnetrznych (réwna dotychczas co najwyzej (n—k)-360°) o co najwyzej
(k—1)-360°+2-180°. W takim razie dla wyjSciowego podzialu kwadratu na n wielokatéw
warto$¢ omawianej sumy jest nie wicksza od

(n—Fk)-360°+(k—1)-360°+2-180° =n-360°.
Pozostaje wskaza¢ podzial kwadratu na n wielokatéw, ktory realizuje wartosé n-360°. Wy-

starczy w tym celu podzieli¢ kwadrat przy uzyciu n—1 prostych rownolegtych na n prosto-
katow. To konczy dowod indukceyjny.
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