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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Wyznacz wszystkie takie liczby rzeczywiste x, dla ktérych liczby x++/3 oraz z2++/3
sa wymierne.

Szkic rozwigzania
Oznaczmy przez a i b odpowiednio liczby wymierne z++/3 oraz z?++/3. Wowczas
r=a—+/3. Stad otrzymujemy
b=(a—V3)*+vV3=(1-2a)V3+a®>+3, czyli (1-2a)V3=b—0a’>-3.

Przypusémy, ze liczba 1 —2a jest rézna od zera. Wowczas
b—a®—-3
V3=—-—"—".
1—2a

Liczba po prawej stronie ostatniej réwnosci jest wymierna, jako iloraz dwéch liczb
wymiernych. Otrzymujemy wiec sprzecznosé¢, z ktérej wynika, ze 1 —2a =0. Wobec tego
a:%, czyli a::%—\/g.

Bezposrednio sprawdzamy, ze liczba x = % — /3 spelnia warunki zadania. Na mocy
powyzszego rozumowania, jest to jedyna liczba o zadanej wlasnosci.

2. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Punkty K i L sa odpowiednio srodkami bokdw
BC'i AD. Symetralne odcinkéw AB i C'D przecinaja odcinek K L odpowiednio w punktach
P i Q. Wykaz, ze jezeli KP = LQ), to proste AB i C'D sa rownolegle.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy przez M i N odpowiednio érodki bokéw AB i C'D czworokata ABCD.
Poniewaz punkty L i N sa srodkami odpowiednio bokéw AD i CD tréjkata ACD, wiec
LN = %AC oraz prosta LN jest rownolegta do prostej AC. Analogicznie wykazujemy, ze
MK = %AC’ oraz prosta M K jest réwnolegla do prostej AC.

Wobec tego LN = MK, a ponadto proste LN i MK sa roéwnolegte. Zauwazmy, ze
wowezas QLN = SPKM, jako katy naprzemianlegle. Zatem tréjkaty MKP i NLQ sa
przystajace (cecha bok-kat-bok). Stad wniosek, ze K PM =<ILQN, czyli proste MP i NQ
sg réwnolegte. Wobec tego proste AB i C'D réwniez sa réwnolegle.

3. Dane sg takie dodatnie liczby catkowite a, b, ze iloczyn ab jest podzielny przez sume
a+b. Niech d bedzie najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb a i b. Udowodnij, ze

d>vVa+b.

Szkic rozwigzania

Niech z, y beda dodatnimi liczbami catkowitymi, dla ktorych a =dx, b=dy. Poniewaz
d jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb a i b, wiec liczby x i y sa wzglednie pierwsze.

Skoro iloczyn ab jest podzielny przez sume a+ b, to istnieje dodatnia liczba catkowita
z taka, ze (a+b)-z=ab. Stad otrzymujemy

dlz+y)-z=d*xy, czyli (z+y)-z=dzry.

To oznacza, ze liczba dzry jest podzielna przez x+y.
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Liczby x4y i x sa wzglednie pierwsze. Podobnie liczby x4y i y. Wobec tego z po-
dzielnoéci = +y | dry wynika, ze x+y|d. Stad wniosek, ze d > x+y. Po pomnozeniu tej
nieréwnoéci stronami przez d uzyskujemy d? > a+b, czyli d > Va+b.

4. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Wykaz, ze w zapisie dziesietnym liczby

V100™ +2

na n-tym miejscu po przecinku jest cyfra 0.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy liczbe /100" 42 przez a. Udowodnimy, ze w zapisie dziesietnym liczby a, na
kazdym miejscu od pierwszego do n-tego po przecinku, jest cyfra 0. W tym celu wskazemy
taka dodatnia liczbe catkowita k, ze k <a <k+ 10%.

Zauwazmy, ze a = /100" +2 > /100", czyli a > 10". Z drugiej strony

1 1 2 1
2 n n n n
=1 2 1 2 =(1 - t 1 -
a 00 +2< 00 —+ —|—1 o ( 0 +1]n> 5 azatem a<10 +1

1
Podsumowujac, 10" <a < 10™+ Ton co konczy rozwigzanie zadania.

5. Czy na powierzchni kazdego czworoscianu mozna wskazaé takie cztery punkty, ktore
sa wierzchotkami kwadratu i z ktérych zadne dwa nie leza na jednej Scianie tego czworo-
Scianu? Odpowiedz uzasadnij.

Szkic rozwigzania
Wykazemy, ze takie cztery punkty istnieja w kaZdym czworoScianie.
Rozwazmy dowolny czworoécian ABCD, w ktérym BC =a, AD =b. Na krawedziach
AB, AC, DB i DC wybierzmy odpowiednio takie punkty K, L, M, N, ze
AK AL DM DN b
KB LC MB NC a
Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wynika, ze proste KL i M N sa réwnolegte.
Wobec tego punkty K, L, M, N leza na jednej ptaszczyznie. Ponadto z twierdzenia Talesa

obliczamy
KL AK b b ab

_Aan kad KL= BC- - .
BC  AB  a+b’ atb a+b

Analogicznie wykazujemy, ze kazdy z odcinkéw LN, NM, M K ma dtugosé¢ ab/(a+b). Stad
wniosek, ze czworokat K LN M jest rombem.

Niech P bedzie srodkiem rombu K LN M. Punkty przecigcia prostych zawierajacych
dwusieczne katéw K PM i M PN z bokami rombu tworza wierzchotki czworokata. Czworo-
kat ten jest kwadratem, gdyz jego przekatne sa rowne i przecinaja sie pod katem prostym.

/T i MINISTERSTWO O$RroDEK
/Q\L/E\ Stowarzyszenie UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LU DZKI ) E\ na rzecz Edukacji EDUKACJI . Rozwoju EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOJINOSCI v Matematycznej NARODOWEJ EbUKACH FUNDUSZ SPOLECZNY
/M ———

Projekt wspétfinansowany przez Unig Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



