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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Liczby catkowite a i b sa wieksze od 1. Udowodnij, ze jezeli jedna z liczb
a a—1
b b1
jest o 1 wieksza od drugiej, to obie sa liczbami catkowitymi.

Szkic rozwigzania
7 warunkéw zadania wynika, ze liczba

a—1 a_ bla—1)—a(b—1) a-b

b—1 b b(b—1) T B2—b
jest réwna —1 lub 1. W pierwszym przypadku otrzymujemy a = 2b—b* =b(2—b) <0, co
przeczy zalozeniu, ze liczba a jest dodatnia. Z kolei w drugim przypadku dostajemy

a—b=b*—b, czyli a=0b>.

Wtedy obie liczby
a b? a—1 b*—-1
E—z—b oraz b—]__b—]_ —b+]-

sa caltkowite.

2. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD, w ktérym AC = BC. Punkt M
jest srodkiem ramienia AD. Wykaz, ze

JACM =<4CBD.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy przez E taki punkt prostej AB, ze czworokat FACD jest rownolegtobokiem
(rys. 1). Wéwczas punkt M — jako srodek odcinka AD — jest takze srodkiem odcinka EC.
Ponadto ED = AC' = BC, skad wniosek, ze trapez EBCD jest rownoramienny. W konse-
kwencji SACM = JACE =<JCED = <CBD.

rys. 1

3. Dane sa liczby rzeczywiste x, y, z, r6zne od zera, dla ktérych x+y+2=0. Wiedzac,

ze liczby
Yy oz T z oy

sa rowne, wyznacz ich wspolna wartosc.
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Szkic rozwigzania
Oznaczmy przez S wspolna warto$¢ dwdch rozpatrywanych liczb, czyli
r Y
S=—+=
Yy oz
Dodajac stronami te dwie réwnosci oraz korzystajac trzykrotnie z x+y+ 2z =0, uzyskujemy
r+y y+z z+«x

pg=2TY YT E L A T T T e 1114 1=-2.
z x Y z x Y

+E oraz S:£+E+Q+L
x z Yy x

Stad S =-—1.

Uwaga
Mozna wykazaé, ze istnieja liczby x, y, z spelniajace warunki zadania.

4. Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC. Zal6zmy, ze na odcinku C'D istnieje taki
punkt F, ze
JEAD =<AED oraz <JECB=<CEB.

Wykaz, ze AC+BC >AB+CE.

Szkic rozwigzania
7 warunkow zadania wynika, ze AD=DF oraz BC' = BE. Niech P bedzie takim punk-
tem prostej AB, ze AP =CF oraz punkt A lezy na odcinku DP (rys. 2). Wéwczas

DP=AD+AP=DE+CE=CD,

co w polaczeniu z réwnoscia AD = DFE oznacza, ze trojkaty ADC oraz EDP sa przystajace
(cecha bok—kat—bok). Wobec tego AC = EP. Stad wynika, ze

AC+BC=EP+BE>BP=AB+AP=AB+CE.

rys. 2

5. W kazde pole tablicy o wymiarach 5 x 5 wpisano jedna z liczb —1, 0 lub 1. Okazalo
sie, ze w kazdym kwadracie 2 x 2 ztozonym z pdl tablicy suma pewnych trzech sposréd czte-
rech wpisanych liczb jest rowna zero. Jaka jest najwicksza mozliwa suma wszystkich liczb
wpisanych w pola tablicy? OdpowiedZ uzasadnij.

Szkic rozwigzania
Odpowiedz. Najwigksza mozliwa suma wpisanych liczb jest rowna 11.

Rozwazmy figure zlozong z siedmiu pél tablicy przedstawiona na rysunku 3. Z warun-
kow zadania wynika, ze w kazdym kwadracie 2 x 2 suma wpisanych liczb jest nie wigksza
od 1, skad wniosek, ze

a+b+c+d<1 oraz d4e+f+g<l1.
Laczac te nieréwnosci oraz korzystajac z d > —1, uzyskujemy
a+b+ct+d+e+f+g=(a+b+tc+d)+(d+e+f+g)—d<2-d<3.
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To oznacza, ze suma liczb wpisanych w kazda z dwdch szarych figur przedstawionych na
rysunku 4 jest nie wieksza od 3. Ponadto suma liczb wpisanych w kazdy z pieciu bialtych
kwadratow jest nie wigksza od 1. Zatem suma wszystkich liczb wpisanych w pola tablicy
jest nie wigksza od 2-3+5-1=11.

a b 110|11]0]|1
1(=1f{1|-1]1
c d e 1{0f1|0]|1
1 (=11 |-1]1
U 1{of1]o]1

rys. 3 rys. 4 rys.

Pozostaje zauwazy¢, ze mozna wpisaé liczby w pola tablicy zgodnie z warunkami za-
dania tak, aby suma wszystkich wpisanych liczb byta réwna 11 (rys. 5).
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