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SZKICE ROZWIAZAN ZADAN

1. Dany jest odcinek AB, ktorego srodkiem jest punkt M. Rozwazmy zbior tréjkatow prosto-
katnych ABC' o przeciwprostokatnej AB. Oznaczmy przez D spodek wysokosci poprowadzonej
z wierzchotka C') za$ przez K i L rzuty prostokatne punktu D odpowiednio na boki BC' i AC.
Wyznacz najwieksze mozliwe pole czworokata M KC'L.

Szkic rozwigzania
Sposaob 1
Niech P bedzie punktem przeciecia odcinkéw CM i KL (rys. 1). Skoro MC = M B, to
IPCK = $MCB = 4YMBC = 4DBC.
Ponadto, czworokat C K DL jest prostokatem, wiec
JCKP=<9CKL=<4KCD= 4BCD.

Powyzsze dwie réwnosci katow oznaczaja, ze trojkaty CPK oraz BDC sa podobne (cecha

kat-—kat), a stad SOPK =90°, czyli proste KL oraz CM sa prostopadte. To oznacza, ze pole
czworokata M KC'L jest rowne

1-C]\/[-KL:1-0]\/[-6’D.

Zauwazmy, ze zachodzi nieréwnosé CD CM a zatem
AB) AB?
2 8

Pozostaje stwierdzi¢, ze rownos¢ ma mlerce gdy M =D, czyli gdy tréjkat ABC' jest rownora-
mienny. To oznacza, ze szukane najwigksze pole jest réwne %ABz.
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rys. 2

Sposob 11

Oznaczmy przez K’ i L' rzuty prostokatne odpowiednio punktéw K i L na odcinek C'D
(rys. 2). Zauwazmy, ze wowczas odcinki DK’ i DL' maja dtugosci réwne wysokosciom odpo-
wiednio trojkatéw BMK i1 AML oraz DK'+ DL'=DK'+CK'=CD. Stad

[AMLH[BMK]:;-AM-DL’+;-BM-DK’ ;AQB D= [AgC],

gdzie [F] oznacza pole figury F. W konsekwencji

[CKML]=[ABC]—[AML]—[BMK] = [ABC]

Zatem pole czworokata CK M L jest najwieksze gdy pole trojkata ABC' jest najwicksze, a to
ma miejsce dokladnie wtedy, gdy AC' = BC. Wowczas [ABC| = 1AB?, skad [CKM L] = AB?.

Odpowiedz: Najwieksze mozliwe pole czworokata ABC'D jest réwne %ABz.




2. Dane sg liczby rzeczywiste z, y, spelniajace warunek z? +y? —1 < zy. Udowodnij, ze
r+y—|r—y| <2

Szkic rozwigzania

Sposob 1

Z uwagi na symetrie mozemy bez straty ogoélnosci zatozy¢, ze x <y. Wowcezas teza zadania
przybiera posta¢ x < 1.

Zatozmy nie wprost, ze x> 1. Wowcezas rowniez y > x> 1, skad xy > 1. Ponadto, dla dowolnych
liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwno$é¢ (r —y)* > 0. Dodajac stronami ostatnie dwie
nieréwnoéci, otrzymujemy x?+1y%—xy>1 whrew zalozeniu o liczbach z, 3. Uzyskana sprzecznoéé
konczy dowdd nie wprost i rozwigzanie zadania.

Sposob 11

Przeksztatcajac warunek zadania réwnowaznie, otrzymujemy
22 +yf—1<ay,
22% 4+ 2y° — 2wy < 2,
2?2 =20+ 1+ =2+ 1+2°—2ay+1y° <4—2x—2y,
(=12 +(y—1)*+(z—y)* <22z —y).

Skoro kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemnag, to 0 <2 —x —y. Ponadto,
—|r —y| <0, gdyz warto$¢ bezwzgledna dowolnej liczby rzeczywistej jest liczba nieujemna.
Laczac powyzsze dwie nieréwnosci, uzyskujemy —|xr—y| <2—x—y, co jest réwnoznaczne z teza
zadania.

3. Wyznacz wszystkie takie liczby catkowite n> 3, ze w wierzchotkach graniastostupa prawi-
dtowego o podstawie n-katnej mozna tak umieséci¢ parami rozne dodatnie liczby catkowite, aby
wierzchotki o numerach a i b byly potaczone krawedzia wtedy i tylko wtedy, gdy a|b lub b]a.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy podstawy graniastostupa przez A1 A, ... A, oraz BB, ... B, w taki sposob, ze A; B;
jest krawedzig graniastostupa dla i =1,2,...,n. Ponadto, niech a;, b; oznaczaja odpowiednio
etykiety wierzchotkéw A;, B;.

Zauwazmy, ze skoro numery wierzchotkow sa rozne, dla kazdej pary wierzchotkéw o numerach
a i b, ktore sg polaczone krawedzia, zachodzi doktadnie jedna z podzielnosci a|b, bla. Bez straty
ogblnosci zatézmy, ze ai|by. Gdyby by|be, to réwniez a|be, wiec wierzcholki A; oraz By bylyby
polaczone krawedzia, a nie sa. Stad wniosek, ze bg|b;. Analogicznie a;|ag, gdyz w przeciwnym
przypadku zachodzitaby podzielnosé aslby, a A i B; nie sa polaczone krawedzia. Podobnie
dochodzimy do wniosku, ze bs|as.

Powtarzajac analogiczne rozumowanie dla kolejnych Scian bocznych graniastostupa, docho-
dzimy do wniosku, ze kierunki podzielnosci na krawedziach A;B; wystepuja na zmiane, tzn.
az|bs, bylay itd. To oznacza, ze n jest liczba parzysta.

Pozostaje zauwazy¢, ze jezeli n =2k, to mozna wskaza¢ takie etykietowanie wierzchotkow
graniastostupa, ze warunki zadania sa spetnione. Niech py, po, ..., par beda réznymi liczbami
pierwszymi. Przyjmijmy a; =p; dla 1=1,3,...,2k—1, b;=p; dla i =2,4,...,2k oraz kazdemu
z pozostatych wierzchotkéw przypiszmy liczbe, ktéra jest iloczynem trzech liczb pierwszych
z sasiednich wierzchotkow, tzn.

bi =b;_1a;bi11 =pi_1piPi+1 Oraz a; = aj—lbjaj—l-l =DPj-1PjPj+1
dla nieparzystych i oraz parzystych j (gdzie w razie potrzeby przyjmujemy ag = a,, a,+1 =ay,

bo=0bn, bus1 =01, Po="Dn, Pnr1=p1). Latwo zauwazy¢, ze warunki zadania sg wowczas spelione.

Odpowied?: 7Zadang wlasno$é maja wszystkie liczby parzyste n > 4.




4. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym AB < AC < BC. Na odcinkach AC' i BC'
wybrano odpowiednio takie punkty K i L, ze AB=CK =CL. Symetralne odcinkéw AK i BL
przecinaja prosta AB odpowiednio w punktach P i Q). Odcinki K P i L) przecinaja si¢ w punk-
cie M. Udowodnij, ze AK + KM =BL+ LM.

Szkic rozwigzania
Oznaczmy na pOtprostych MK~ i ML~ odpowiednio takie punkty D i E, ze KD = AC
oraz LE = BC (rys. 3). Poniewaz ¥DKC = SAKM = 4KAB, KD = AC oraz CK = AB,
wiec trojkaty KCD i ABC' sa przystajace (cecha bok—kat—bok). Analogicznie uzasadniamy, ze
trojkaty CLE i ABC' sa przystajace. Skoro
IDCK+ SKCL+ <LCE = YCBA+ <ACB+ $BAC = 180°,

to punkt C nalezy do odcinka DE. Wobec tego, skoro $KDC = SACB = SCEL, to trojkat
MDEFE jest rownoramienny i M D= MFE. Zauwazmy, ze

AK4+KM=AC+KM—-CK=KD+KM—-CK=MD-CK,
BL+ILM=BC+LM—-CL=LE+LM—-CL=MFE—-CL.
Z réwnosci MD=MFE i CK =CL wynika, ze prawe strony powyzszych zwiazkéw sa réwne.
Wobec tego ich lewe strony takze sa réwne, czyli AK+ KM = BL+ LM.
E
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5. Wyznacz najmniejsza liczbe catkowita j o tej wtasnosci, ze mozna wypetnié¢ pola tablicy
10x 10 liczbami naturalnymi od 1 do 100 w taki sposéb, ze kazde 10 kolejnych liczb naturalnych
lezy wewngtrz pewnego kwadratu j x j ztozonego z pél tablicy.

Szkic rozwigzania

Przypusémy, ze szukana najmniejsza liczba j jest nie wieksza od 4 oraz rozwazmy takie
wpisanie liczb w pola kwadratu, aby warunki zadania byty spetnione. Oznaczmy przez a, b, ¢, d
cztery liczby wpisane w narozne pola kwadratu w taki sposob, ze a <b<c<d.

Poniewaz, w mys$l warunkéw zadania, kazda z liczb a+1, a+2, ..., a+9 znajduje si¢ w tym
samym kwadracie j X j, co a, wiec b>a+ 10> 11. Analogicznie uzasadniamy, ze b < 80.

Skoro jedynym kwadratem j x j zawierajacym pole z liczba b jest pewien narozny kwadrat
tablicy, to kazda z liczb b—9, b—8, ..., b—1, b, b+1, ..., b+8, b+9 musi znajdowaé sie w tym
kwadracie. Jednak tych liczb jest 19> 16 > j2. Uzyskana sprzeczno$¢ oznacza, ze j > b.

Pozostaje podaé przyktad sposobu wpisania liczb od 1 do 100 w taki sposob, ze kazde dziesie¢
kolejnych liczb naturalnych znajduje sie wewnatrz pewnego kwadratu 5 x5 (rys. 4).

Odpowiedz: Najmniejsza liczba j o zadanej wlasnosci jest 5.
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