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SZKICE ROZWIAZAN ZADAN

1. Dany jest trojkat prostokatny ABC' o przeciwprostokatnej AB. Punkt D jest rzutem
prostokatnym punktu C' na prostg AB. Punkty P, @), R sa $rodkami odpowiednio odcinkéw
CD, AD, BD. Udowodnij, ze YAPB+ 4QCR = 180°.

Szkic rozwigzania
Zauwazmy, ze trojkaty prostokatne ABC oraz AC'D sa podobne (cecha kat—kat), gdyz maja
wspélny kat ostry SBAC. Analogicznie trojkaty ABC oraz CBD sa podobne. Zatem
AD AC CD

CD_ BC BD

Uzyskujemy stad
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skad wynika podobienstwo tréjkatow prostokatnych CQD oraz BPD (cecha bok—kat—bok).
Wobec tego $QCD = 4PBD (rys. 1).

rys. 1

W pehi analogicznie uzasadniamy podobienstwo tréjkatéw C'RD oraz APD i réwnosé
JRCOD = 4PAD. Laczac powyzsze rezultaty, otrzymujemy
JAPB+ 4QCR= SAPB+ 4QCD+ YRCD = SAPB+ ¥PBD+ SPAD = 180°.

2. Wyznacz najwigksza liczbg catkowita d o tej wlasnosci, ze istnieja parami rézne niezerowe
cyfry a, b, ¢ takie, ze d jest dzielnikiem kazdej z liczb abe, bea, cab.
Uwaga. Zapis Tyz oznacza liczbe trzycyfrowa (w zapisie dziesietnym), ktorej pierwsza cyfra jest
x, druga y, a trzecig z.

Szkic rozwigzania
Zauwazmy, ze d jest dzielnikiem liczby

10+ abc — bea = 1000a + 100b+ 10c — (100b+ 10c+a) = 999a.

Analogicznie dochodzimy do wniosku, ze d|999b oraz d|999¢. Wobec tego d jest dzielnikiem
liczby 3%-37-NWD(a,b,c). Jezeli a, b, ¢ sa réznymi cyframi to ich wspdlny dzielnik moze by¢
rowny tylko 1, 2 lub 3. Ponadto liczba d jest dzielnikiem liczby

abc+bea+cab=3-37-(a+b+c),
ktéra, wobec nieréwnosci a+b+c < 7+8+9 < 27, nie moze by¢ podzielna przez 3*. Co wiecej,
jesli 111]d, to dowolna trzycyfrowa wielokrotnosé d ma réwne cyfry. Ostatecznie dochodzimy
do wniosku, ze d jest dzielnikiem liczby 2-3%-37 i nie jest wielokrotnoécig liczby 111, a zatem
jest jedna z liczb ze zbioru

{1,2,3,6,9,18,27,37,54, 74},
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Bezposrednio sprawdzamy, ze wérod trzycyfrowych wielokrotnosci liczby 74:
148, 222, 296, 370, 444, 518, 592, 666, 740, 814, 888, 962

nie ma trzech majacych zadane wlasnosci. Z kolei wsréd trzycyfrowych wielokrotnosci liczby
54 odnajdujemy trzy, ktore spetniaja warunki zadania: 486, 864, 648.

Odpowiedz: Najwieksza liczba d o zadanej wtasnosci jest 54.

3. Na ptaszczyznie poprowadzono pewnag liczbe prostych tak, ze kazda przecina doktadnie 15
innych. Ile prostych poprowadzono? Scharakteryzuj wszystkie mozliwe konfiguracje i uzasadnij,
ze nie ma innych.

Szkic rozwigzania

Niech n bedzie szukang liczba prostych. Zauwazmy, ze dwie proste przecinaja sie wtedy
i tylko wtedy, gdy nie sg réwnolegte, tzn. gdy maja rézne kierunki. Niech d oznacza liczbe
roznych kierunkéw prostych narysowanych na plaszczyznie oraz niech ¢y, 05, ..., ¢; oznaczaja
liczby prostych majacych poszczegdlne kierunki. Z warunkéow zadania wynika, ze

dla kazdego i =1,2,...,d, a zatem liczby /1, {5, ..., {4 sa rOwne; oznaczmy ich wspolng wartoscé
przez (. Otrzymujemy wiec

n=»~0+l+...+l;=dl, skad 15=dl—{(=(d—1)L.
Wobec tego d—1 jest dzielnikiem liczby 15, a zatem (d, ) jest jedna z par (2,15), (4,5), (6,3),
(16,1). Latwo zauwazy¢, ze kazda z konfiguracji opisywanych przez te pary jest osiagalna:
wystarczy narysowa¢ po £ prostych w kazdym z ustalonych d réznych kierunkow.

Odpounedz: Na plaszczyznie narysowano 30, 20, 18 lub 16 prostych.

4. Pewna liczbe ptytek przystajacych do przedstawionej na rysunku nalezy umiesci¢ we-
wnatrz kwadratu o wymiarach 11 x 11 podzielonego na pola bedace kwadratami jednostkowymi
w taki sposob, aby kazda plytka pokrywata doktadnie 6 pol, zadna nie wystawata poza kwadrat
oraz zadne dwie nie pokrywaly tego samego pola.

(a) Wyznacz najwieksza mozliwa liczbe plytek, ktéra mozna umiesci¢ wewnatrz kwadratu
W opisany sposob.

(b) ZnajdZz wszystkie pola, ktére musza zostaé¢ przykryte przy kazdym pokryciu z uzyciem
maksymalnej liczby plytek.

Szkic rozungzania

(a) Zauwazmy, ze mozna tak wyrdzni¢ 16 pél tablicy, aby kazda poprawnie ulozona plytka
pokrywa dokltadnie jedno pole wyrdéznione pole (rys. 2). Stad wynika, ze zgodnie z warunkami
zadania mozna utozy¢ co najwyzej 16 plytek i rzeczywiscie liczba ta jest osiagalna (rys. 5-7).
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(b) Pola wyr6znione na rysunku 2 musza by¢ pokryte przy kazdym utozeniu 16 plytek.
Podobng wtasno$¢ ma analogiczne wyrdznienie 16 pol, tylko obrécone o 90° wokot srodka
kwadratu. W sumie otrzymujemy 28 pol, ktére zostaja przykryte przy kazdym maksymalnym
pokryciu (rys. 3).

Udowodnimy, ze kazde z pozostatych pol moze pozosta¢ niezakryte przy pewnym pokryciu.
7 uwagi na mozliwos¢ obracania oraz odbijania symetrycznego poprawnych utozen, mozemy
ograniczy¢ sie do sprawdzenia 16 typéw pél (rys. 4), czyli wskazania takiego zestawu pokry¢,
w ktorym kazdy z typow bedzie odstoniety. Ponizsze utozenia wystarczaja do zakonczenia do-
wodu (szara ptytka z rysunku 6 moze zostaé¢ przesunicta w lewo aby odstoni¢ pole typu ,,77).
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5. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AB: AC': BC'=5:5:6. Punkt M jest $rodkiem odcinka
BC, a punkt N jest takim punktem wnetrza odcinka BC', ze BN =5-CN. Wykaz, ze srodek
okregu opisanego na trojkacie ABN jest $rodkiem odcinka tgczgcego srodki okregdéw wpisanych
w trojkaty ABC oraz ABM.

Szkic rozwigzania

Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze obwod trojkata ABC jest rowny 16. Oznaczmy przez P
srodek odcinka AN, przez O srodek okregu opisanego na trojkacie ABN, przez I oraz J srodki
okregéw wpisanych odpowiednio w trojkaty ABC oraz ABM , przez K punkt stycznosci okregu
wpisanego w trojkat ABM z prosta BC, za$ przez L — srodek odcinka BN (rys. 8).

/BN

rys. 8

Poniewaz BN = %BC’ =5=AB, wiec trojkat ABN jest rownoramienny i odcinek B P zawiera
dwusieczng kata ABN. Wobec tego punkt [ lezy na przecieciu prostych AM oraz BP, bedacych
dwusiecznymi katéw wewnetrznych w trojkacie ABC, punkt O lezy na prostej BP, jako na
symetralnej odcinka AN, a punkt J lezy na prostej BP, jako na dwusiecznej kata ABM.

Zauwazmy, ze AM =+ AC?—MC? =4 oraz BK = %(AB + BM — AM) =2, a zatem, skoro
MN =2, punkt L jest érodkiem odcinka K M. Proste KJ, AM oraz LO — symetralna odcinka
BN — sa réwnolegtle. Z twierdzenia Talesa wynika wiec, ze

10 ML 1
OoJ LK
czyli punkt O jest srodkiem odcinka 7.J.




6. Dana jest dodatnia liczba catkowita k. ZnajdZ wszystkie trojki dodatnich liczb catkowi-
tych a, b, ¢, ktore speliaja rownosci
a+b+c=3k+1,
ab+bc+ca = 3k* + 2k.

Szkic rozwigzania
7 warunkow zadania wynika, ze
a? +0* +c=(a+b+c)?—2(ab+bc+ca) = (3k+1)* — 2(3k* +2k) = 3k* +-2k + 1.
Wobec tego
(a—b)*+(b—c)*+(c—a)*=2(a®+b*+c*) —2(ab+be+ca) =2,

czyli wérod liczb catkowitych a—b, b—c, c—a jedna jest réwna zero, a dwie maja modut rowny 1.
Bez straty ogolnosci przyjmijmy, ze a=»5b. Mamy wéwczas dwa przypadki: c=a—1 lub c=a+1.

Jezeli c=a—1, to z pierwszej z danych réwnosci wynika, ze 3k+1=a+b+c=3a—1, czyli
2=3(a—k). Jednak liczby a i k sa catkowite, wigc réwno$¢ ta nie moze mie¢ miejsca. Wobec
tegoc=a+1i3k+1=a+b+c=3a+1, skad a=k i w konsekwencji b=k, c=k-+1.

Bezposrednio sprawdzamy, ze trojka (a,b,c)=(k,k,k+1) stanowi rozwiazanie danego uktadu
dla kazdej dodatniej liczby catkowitej k. Uwalniajac sie od zatozenia a =0 otrzymujemy dodat-
kowo dwie analogiczne trojki.

Odpowied?: Rozwiazaniami uktadu sg tréjki (a,b,c): (k+1,k k), (k,k+1,k), (k,k,k+1).
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