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SZKICE ROZWIAZAN ZADAN

1. Czy dla kazdej trojki dodatnich liczb rzeczywistych x, y, z istnieje czworka liczb rzeczy-

wistych (a,b,c,d) o tej whasnosci, ze
ad+bc=z, ac+bd=y, ab+cd==z

oraz jedna z liczb a, b, ¢, d jest réwna sumie trzech pozostatych?

Szkic rozwigzania

Wykazemy, ze dla dowolnych liczb dodatnich z, y, z istnieje czworka (a,b,c,d) spehiajaca
warunki zadania, w ktérej d=a+b+c.

Podstawiajac w miejsce d wartos¢ a+b+c do kazdej z trzech danych réwnosci, mozemy je
przepisac jako

(a+b)a+c)=z, (a+b)b+d)=y, (a+c)(b+c)==.

Stad otrzymujemy
a—l—b:\/ﬁ, a—l—c:ﬂg, b+c:1/%,
z Yy x

co pozwala obliczy¢ bezposrednio wartosci a, b, ¢ oraz d:

R )
ST, 0t )

Tak wyznaczone liczby a, b, ¢, d istotnie spetniaja warunki zadania.

2. Dany jest szedciokat wypukly ABCDFEF, ktérego boki AB i DE sg rownolegte. Kazda
z przekatnych AD, BE, C'F dzieli ten szesciokat na dwa czworokaty o rownych obwodach.
Wykaz, ze te trzy przekatne przecinaja sie w jednym punkcie.

Szkic rozwigzania

Z tresci zadania wynika, ze

AB+BC+CD+AD=AD+DE+FEF+FA, czyli AB+BC+CD=DFE+FEF+FA
i podobnie BC+CD+DE=FEF+FA+AB. Odejmujac te dwie rownosci stronami, uzyskujemy

AB—DE=DFE—-AB, skad AB=DE.
Analogicznie wykazujemy, ze BC = EF oraz CD = F A.
E D

A ‘B

Poniewaz odcinki AB i DFE maja réwng dlugosé i sa rownolegte, wiec czworokat ABDE jest
réwnolegtobokiem i w konsekwencji BD = FEA. Ponadto BC'=FEF oraz CD=FA, skad wynika,
ze trojkaty BCD i EF A sy przystajace (cecha bok-bok-bok). Wobec tego $DBC = SAEF.
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Proste BD i E A sa rownolegte, a szedciokat ABCDEF jest wypukty, wiec proste BC' i E'F sg
rownoleglte. Co wiecej BC' = FF, wiec czworokat BC'EF' jest rownolegtobokiem.

Czworokaty ABDE oraz BCEF sg zatem rownolegtobokami, skad wynika, ze Srodek odcinka
BE jest takze srodkiem kazdego z odcinkéw AD i C'F. Wobec tego te trzy odcinki przecinaja
sie w jednym punkcie.

3. Nauczycielka rozdata kazdemu ze swoich 37 uczniéw po 36 kredek w réznych kolorach.
Okazato sig¢, ze kazda para uczniow otrzymata doktadnie jedna kredke tego samego koloru.
Wyznacz najmniejsza mozliwa liczbe réznych koloréw rozdanych kredek.

Szkic rozwigzania
Wykazemy, ze najmniejsza mozliwa liczba réznych kolorow kredek to %-37-36 =666.

Udowodnimy, ze jezeli przydzial kredek speinia warunki zadania, to réznych koloréw jest
co najmniej 666. Przypusémy, ze nauczycielka rozdata zestawy 36 kredek po kolei kazdemu
z uczniéw. Pierwszy uczen otrzymal kredki w 36 réznych kolorach. Drugi uczen dostat jedna
kredke koloru posiadanego przez pierwszego oraz doktadnie 35 kredek w kolorach, ktore do-
tad sie nie pojawity. Trzeci uczen otrzymat co najwyzej dwie kredki w kolorach posiadanych
przez pierwszych dwoch, a wiec co najmniej 34 kredki w nowych kolorach. Ogoélnie: k-ty uczen
otrzymat co najwyzej k—1 kredek w kolorach juz przydzielonych, a wiec co najmniej 37—k
kredek w nowych kolorach. Wobec tego taczna liczba réznych koloréw rozdanych kredek jest
nie mniejsza od

36+35—|—34—|—...+1:%-36'37:666.

Pozostaje zauwazy¢, ze jezeli kazdej parze ucznidow zostanie przydzielony unikalny kolor
kredki, a kazdy uczen dostanie kredki w kolorach odpowiadajacych wszystkim 36 parom, do
ktorych nalezy, to warunki zadania beda spetnione, a taczna liczba koloréw bedzie rowna liczbie
par uczniéow, czyli 666.

4. Wyznacz najmniejsza dodatnig liczbe catkowita A o nieparzystej liczbie cyfr i o tej
wlasnosci, ze zaréwno A, jak i liczba B powstata poprzez usuniecie srodkowej cyfry liczby A,
sg podzielne przez 2018.

Szkic rozwigzania
Oznaczmy przez 2n+1 liczbe cyfr liczby A. Wéwcezas n> 1, gdyz A > 2018. Niech ¢ bedzie
srodkowsa cyfrg liczby A — wtedy
A=10""z4+10"c+y,

gdzie liczby catkowite z, y sg takie, ze 10"~ ! < < 10" oraz 0 <y < 10". Zgodnie z warunkami
zadania mamy
B=10"x+y.

Liczby A i B sg obie wielokrotnosciami liczby 2018 wtedy i tylko wtedy, gdy liczby B oraz
A—B=9-10"z+10"c=10"(92z +¢)

sg obie wielokrotnosciami liczby 2018. Skoro 2018 =2-1009, a liczba 10™ jest parzysta, to A— B

jest wielokrotnoscig 2018 wtedy i tylko wtedy, gdy 92+ c = 1009k dla pewnej dodatniej liczby

catkowitej k. Udowodnimy, ze jezeli 1 <k <8, to tego warunku nie mozna pogodzi¢ z drugim

warunkiem 2018 | B — bedzie to oznaczalo, ze k> 9.

Przypusémy ze 1<k < 8. Z réwnosci 9x + ¢ = 1009k wynika, ze 9(x — 112k) = k — ¢, wobec
czego 9|k —c. Z uwagi na —8 <k —c <8 jest to mozliwe tylko gdy k—c=0, czyli z=112k.
Wowczas

B =112k-1000+y =111k-1009+k +v.

Poniewaz 0 <y <999, wiec 1 <k+y <1007, a zatem liczba B nie jest podzielna przez 1009
(i w konsekwencji takze przez 2018). Uzyskana sprzecznos¢ oznacza, ze k> 9.
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Skoro 9z 4 c= 1009k > 1009 -9 oraz c <9, to x > 1008, czyli n >4 oraz 1008 to najmniejsza
mozliwa wartos¢ liczby x, osiggana wtedy i tylko wtedy, gdy c=k=9. Najmniejszym przyktadem
liczby A podzielnej przez 2018, dla ktérej x =1008 oraz ¢=9 jest

A=100891928 =2018-49996; wowczas B =10081928 =2018-4996.

5. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktorym AB < AC. Punkt F lezy na boku AC
tego trojkata, przy czym AB = AFE. Odcinek AD jest érednica okregu opisanego na trojkacie
ABC, a punkt S jest Srodkiem tego tuku BC' tego okregu, do ktérego nie nalezy punkt A.
Punkt F' jest symetryczny do punktu D wzgledem punktu S. Udowodnij, ze proste F'E oraz
AC sa prostopadte.

Szkic rozwigzania
Poniewaz punkt S jest $rodkiem tuku BC, wiec $BAS = 4SAC. To w polagczeniu z réwno-
scig AB= AF implikuje, ze punkty B i E sg symetryczne wzgledem prostej AS. Z kolei odcinek
AD jest $rednicg okregu, wiec $ASD =90°. Wobec réwnosci SD = SF wnioskujemy, ze takze
punkty D i F sg symetryczne wzgledem prostej AS.
c

7 powyzszych ustalen wynika, ze kat AEF jest obrazem kata ABD w symetrii wzgledem
prostej AS, wobec czego SAEF = $ABD =90°, przy czym ostatnia réwnoéé¢ wynika z tego, ze
odcinek AD jest srednicag okregu opisanego na trojkacie ABC.
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