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SZKICE ROZWIAZAN ZADAN

1. Wyznacz wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych a, b, dla ktérych

Va+2vh=va—2vb+ Vb,

Szkic rozwigzania
Przy zalozeniu a > 2v/b dang réwnoé¢ mozna przeksztalcié réwnowaznie

Va+2vb—a—2vb= o,
(a+2vD) —2y/(a+2vb)(a—2vb) + (a—2vb) = b,
2 —b=2v/aZ —4b.

Zauwazmy, ze aby rozwigzanie istniato, liczba 2a — b musi by¢ nieujemna, a zatem b < 2a. Przy
tym zalozeniu rowno$é mozna dalej rownowaznie przeksztatci¢ do postaci

4a* — 4ab+b* = 4a® — 16,
b(16 —4a+b)=0.

Skoro b# 0, to uzyskujemy b=4a — 16, co wobec nieréwnosci 2a > b oraz b> 0 prowadzi do
wniosku, ze a <8 oraz a> 4. Bezposrednio sprawdzamy, ze nieréwnosé a > 2v/b przybiera postaé
a®—16a+64>0 czyli (a—8)*>0,

a wiec réwniez jest spelniona. Ostatecznie wszystkimi rozwigzaniami danego rownania sg pary

postaci (a,b) = (a,4a—16) dla 5 <a <8.

2. Punkt T jest srodkiem ciezkosci trojkata ABC', a punkt M jest $rodkiem boku BC.
Oznaczmy przez D taki punkt prostej AB rézny od A, ze AB= BD. Podobnie niech E bedzie
takim punktem prostej AC réznym od A, ze AC=CE. Odcinki T'D i TE przecinaja bok BC
odpowiednio w punktach P i Q). Wykaz, ze punkty P, @), M dzielg odcinek BC na cztery czesci
o rownych dtugosciach.

Szkic rozwigzania

Udowodnimy, ze punkt P jest srodkiem odcinka BM. Dowdd, ze punkt @) jest srodkiem
odcinka C'M jest w pelni analogiczny.

Skoro punkt T jest $rodkiem ciezkosci trojkata ABC, to lezy on na odcinku AM w taki
sposob, ze AT =2-TM. Oznaczmy przez S srodek odcinka AT. Wowczas AS=ST=TM.

D

Poniewaz AB = BD oraz AS = ST, wiec proste BS i DT sa rownolegte. To zas oznacza, ze
prosta DT, jako przechodzaca przez srodek T' boku SM tréjkata BSM i réwnolegta do boku
BS, przechodzi takze przez srodek boku BM. Stad wniosek, ze BP = PM.




3. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite n o tej wtasnosci, ze tablice o wymiarach
n Xn mozna wypetié¢ liczbami 1, 2 oraz —3 w taki sposéb, aby w kazdym wierszu i w kazdej
kolumnie suma wpisanych liczb byta réwna 0.

Szkic rozwigzania

Latwo sprawdzi¢, ze dla n <2 tablicy n xn nie mozna wypei¢ zgodnie z warunkami zadania.
Wykazemy, ze jest to mozliwe dla wszystkich liczb catkowitych n > 3.

Zauwazmy, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 3 liczba 0 moze by¢ przedstawiona w postaci
sumy n sktadnikéw, z ktérych kazdy jest rowny 1, 2 lub —3:

o jezelin=3k, to0=k-1+k-2+k-(—3);
o jezelin=3k+1,to 0=(k+2)-1+(k—1)-24+k-(—3);
o jerelin=3k+2, to 0=(k—1)-14 (k+2)-2+ (k+1)-(=3).

Niech a;+as+...4+a, =0, gdzie kazdy ze sktadnikow a; jest rowny 1, 2 lub —3. Wystarczy
wpisa¢ do pierwszego wiersza tablicy kolejno liczby aq, as, ..., a,, do drugiego as, as, ..., a1, do
trzeciego as, ay, ..., as itd. Wowczas w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie kazdy ze sktadnikéw
a; wystapi doktadnie raz, wiec suma bedzie réwna zero.

Uzyskane wypelnienia dla n=6,7,8 sg zilustrowane ponizej.
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4. Niech k bedzie okregiem o $rednicy AB. Punkt C' wybrano wewnatrz odcinka AB,
a punkt D na okregu k£ w taki sposob, ze trojkat BC'D jest ostrokatny. Oznaczmy Srodek
okregu opisanego na tym trojkacie przez O, a (r6zny od B) punkt przeciecia okregu k z prosta
BO przez E. Wykaz, ze tréjkaty BC'D oraz EC' A sa podobne.

Szkic rozwigzania
Oznaczmy przez F' rézny od D punkt przeciecia prostej DC' z okregiem k. Zauwazmy, ze

$BAF = $BDF = ¥BDC =1 $BOC =90° — 4OBC = {BAF,

co oznacza, ze punkty E i F' sg symetryczne wzgledem prostej AB, a w konsekwencji — trojkaty
ECA oraz FCA sa przystajace. Ponadto trojkaty F'C'A oraz BC'D sa podobne, gdyz

JAFC = YAFD = 4YABD = 4CBD oraz <CAF = 4BDC.

Laczac powyzsze obserwacje, uzyskujemy teze zadania.




5. W pewnej grupie kazdy ma doktadnie d znajomych oraz kazde dwie osoby, ktore sie nie
znaja, maja doktadnie jednego wspolnego znajomego. Wykaz, ze liczba osoOb w tej grupie nie
przekracza d?+ 1.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy dowolng osobe przez A, a jej wszystkich znajomych przez By, Bs, ..., By. Do-
wolna inna osoba C' w tej grupie, czyli pewien nieznajomy osoby A, ma z A doktadnie jednego
wspoélnego znajomego, a zatem C' jest znajomym doktadnie jednej sposréd oséb B;.

Kazda z os6b B; ma dokltadnie d—1 znajomych réznych od A, a zatem zna co najwyzej d—1
nieznajomych osoby A. Stad wniosek, ze A ma co najwyzej d(d— 1) nieznajomych i w konse-
kwencji taczna liczba 0s6b w grupie nie przekracza 1+d+d(d—1)=d?+1.

Uwaga

Mozna udowodnié, ze jesli pewna grupa spetnia warunki zadania, to albo jest (d+1)-osobowa
grupa, w ktorej wszyscy znaja sie wzajemnie, albo w tej grupie jest dokfadnie d*+1 osob. Jedyne
znane pary (n,d), dla ktorych istnieje grupa o zadanych wtasnosciach oraz n#d+1 to: (5,2),
(10,3) oraz (50,7).
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