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Wistep

Konkurs Zadaniowy stanowil nieobowiazkowa aktywno$¢ popoludniowa podczas
zdalnego Obozu Naukowego OMJ. Zlozony byt z 5 serii po trzy zadania kazda, przy
czym na rozwiazywanie kazdej serii przewidziane byly po 3 godziny. Prace uczest-
nikéw Obozu oceniane byly w skali olimpijskiej 0, 2, 5, 6. Trzy najwyzsze uzyskane
sumy punktéw to 70, 66 oraz 60. Rozklad ocen przyznanych za rozwiazania zadan
przedstawiony jest w ponizszej tabeli.
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W niniejszym opracowaniu zgromadzone sg wszystkie zadania konkursowe wraz
7 rozwigzaniami. Zachecamy do wykorzystania tych materialéw w przygotowaniach
do startow w kolejnych edycjach Olimpiady Matematycznej Junioréw. Mitej lektury!
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Tresci zadan

Zadanie 1.

Kazda dodatnig liczbe caltkowitg pomalowano na dokladnie jeden kolor: czerwony
albo niebieski, przy czym kazdego koloru uzyto co najmniej raz. Okazalo sie, ze kazde
dwie liczby, z ktorych jedna jest czerwona, a druga niebieska, majg czerwong sume
1 niebieski iloczyn. Wykaz, ze nie istniejg dwie kolejne liczby naturalne, z ktérych
kazda jest niebieska.

Zadanie 2.

Wyznacz wszystkie tréjki a, b, c liczb catkowitych nieujemnych o tej wlasnosci, ze
liczba 10% 4 10° + 10° jest podzielna przez 111.

Zadanie 3.

Dany jest zbidr 101 liczb rzeczywistych wiekszych od 1. Udowodnij, ze mozna wybraé
7z tego zbioru dwie liczby a > b, dla ktérych zachodzi nieréwnosc¢

100(a — b) < ab.

Zadanie 4.

Znajdz najwiekszg warto$¢ wyrazenia
a? + ab + be
dla liczb nieujemnych a, b, ¢, dla ktérych a + b+ ¢ = 3.

Zadanie 5.

Pigciokat foremny ABCDE oraz tréjkat réwnoboczny K LM sa ulozone w taki spo-
séb, ze punkty C i D leza na odcinku LM, punkt B lezy na odcinku K L, a punkt &
lezy na odcinku K M. Wyznacz miare kata CK D.

Zadanie 6.

W kazdym z 99 pudetek umieszczono pewna liczbe jablek i pewna liczbe pomaraniczy.
Udowodnij, ze mozna wybra¢ 50 pudetek w taki sposéb, aby w wybranych pudetkach
znalazla sie co najmniej polowa wszystkich jablek i co najmniej potowa wszystkich
pomaranczy.



Zadanie 7.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym S BAC = 90°. Punkty D, E, F leza odpowiednio
na bokach BC, CA, AB, przy czym JEDF = 90°. Wykaz, ze dtugosé odcinka EF
jest nie mniejsza od dlugosci wysokosci tréjkata ABC opuszczonej z wierzchotka A.

Zadanie 8.

W tabeli o wymiarach 3 x 7 kazde pole jest biale albo czerwone, przy czym dla kazdej
pary wierszy i kazdej pary kolumn co najmniej jedno z czterech pdl znajdujacych
sie na ich przecieciach jest biate. Wyznacz najwiekszg mozliwg liczbe czerwonych
pél w tabeli.

Zadanie 9.

Dane sg liczby calkowite a, b, ¢, dla ktérych zachodzi réwnosé
a® + b? + ¢? = 2ab + 2bc + 2ca.
Wykaz, ze ab jest kwadratem liczby catkowitej.

Zadanie 10.

Wyznacz wszystkie liczby caltkowite abcde, dla ktérych spelnione sg réwnosci

abc=9-de oraz cde ="7-ab.

Uwaga. Zapis T1Z5 ... Z,, oznacza dodatnia liczbe m-cyfrowa, ktdérej kolejnymi cy-

frami w zapisie dziesigtnym (od lewej) sg z1, Z2, ..., Tm.
Zadanie 11.
Dodatnie liczby a, b, c sa takie, ze a > 100c. Wykaz, ze
a b ¢
— 4+ -+ - >20.
b ¢ a

Zadanie 12.

Czworokat ABC D jest wpisany w okrag. Punkty M oraz N leza na odcinku AC,
przy czym SADM = 4BDC oraz AM = CN. Udowodnij, ze SCBN = J{DBA.

Zadanie 13.

Na tablicy zapisano 2021 jedynek. W kazdym ruchu mozna zastapi¢ pare liczb a, b
liczbg a? + b%. Wykazadé, ze na koncu zostanie zapisana liczba nie mniejsza niz 22020,



Zadanie 14.

Dana jest liczba pierwsza p oraz taka liczba catkowita n, ze liczby
1, 14n, 14+n+n% ..., 14+n+n2+.. . +nP!

daja parami rézne reszty przy dzieleniu przez p. Wykaz, ze liczba n daje reszte 1
przy dzieleniu przez p.

Zadanie 15.
Dany jest pieciokat wypuklty ABCDE, w ktérym

BA=BC, EA=ED oraz JBAC + JEAD = 90°.

Punkt M jest érodkiem odcinka CD. Wykaz, e IBME = 90°.



Rozwigzania zadan

Zadanie 1.

Kazda dodatnia liczbe calkowita pomalowano na dokladnie jeden kolor: czerwony
albo niebieski, przy czym kazdego koloru uzyto co najmniej raz. Okazalo sie, ze kazde
dwie liczby, z ktorych jedna jest czerwona, a druga niebieska, majg czerwonag sume
1 niebieski iloczyn. Wykaz, ze nie istniejg dwie kolejne liczby naturalne, z ktérych
kazda jest niebieska.

Rozwigzanie: Przypu$émy, ze liczba 1 jest niebieska. Niech ¢ bedzie dowolna liczbg
czerwong. Z warunkow zadania wynika, ze liczba ¢ -1 = ¢ jest niebieska. Uzyskana
sprzecznos$¢ oznacza, ze liczba 1 jest czerwona.

Niech n bedzie dowolng liczbg niebieskg. Wdwczas liczba n + 1 jest czerwona, jako
suma liczby niebieskiej i czerwonej. To oznacza, ze nie istniejg dwie kolejne liczby
naturalne, z ktérych kazda jest niebieska.

Uwaga: Zachgecamy do zastanowienia sie nad trudniejszg wersja zadania: scharak-
teryzujy wszystkie kolorowania spelniajace warunki zadania.

Zadanie 2.

Wyznacz wszystkie tréjki a, b, c liczb catkowitych nieujemnych o tej wlasnosci, ze
liczba 10% 4 10° + 10° jest podzielna przez 111.

Rozwigzanie: Wykazemy, ze warunki zadania spelniajg wszystkie tréjki liczb daja-
cych parami rézne reszty przy dzieleniu przez 3.

Sposdb 1

Zauwazmy, ze 111 = 3 - 37, a suma cyfr liczby 10 + 10° + 10¢ jest réwna 3. Do
rozwigzania zadania wystarczy wiec rozstrzygnaé, kiedy liczba 10% 4 10° + 10° jest
podzielna przez 37.

Zauwazmy, ze liczba 10" daje przy dzieleniu przez 37 reszte 1 gdy n jest liczba
podzielna przez 3, reszte 10 gdy n daje reszte 1 przy dzieleniu przez 3 oraz reszte
26 gdy n daje reszte 2 przy dzieleniu przez 3. Bezpoérednio sprawdzamy, ze jedyna
kombinacjg trzech reszt dajacych w sumie liczbe podzielng przez 37 jest 1+ 10 + 26,
co oznacza, ze liczby a, b, ¢ dajg parami rézne reszty przy dzieleniu przez 3.



Sposdb 11

Tréjka (a, b, c) spelnia dany warunek doktadnie wtedy, gdy tréjka (a+k,b+k,c+k)
spelnia ten warunek. Mozemy wiec bez straty ogdlnosci zatozy¢, ze ¢ = 0, a wszystkie
pozostale rozwigzania uzyskamy w razie potrzeby zmieniajac kolejnos¢ a, b, ¢ oraz
dodajac do wszystkich trzech liczb te sama wartosc.

Zauwazmy, ze 10% —1 = 999 = 9-111. Stad wniosek, ze dla b > 3 liczba 10% +10° +1
jest podzielna przez 111 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba

10% +10°4+1-10"3-(10° —1) = 10% + 10°3 +1

jest podzielna przez 111. To oznacza, ze tréjka (a,b,0), gdzie b > 3 spelnia warunki
zadania wtedy i tylko wtedy, gdy tréjka (a,b—3,0) spelnia warunki zadania. Podob-
na redukcje mozemy przeprowadzi¢ w przypadku a > 3. Ostatecznie wystarczy wiec
rozwazy¢ tylko przypadek, w ktérym obie liczby a, b sg mniejsze od 3. Bezposred-
nio sprawdzamy, ze wéwczas jedynie dla (a,b,c) = (2,1,0) oraz (a,b,¢c) = (1,2,0)
warunki zadania sg spelnione.

Uwaga: Mozna udowodnié¢ (za pomoca podobnego rozumowania, co w drugim spo-
sobie), ze dla a > 3 tréjka (a, b, ¢) spelnia warunki zadania wtedy i tylko wtedy, gdy
tréjka (a — 3,b, ¢) spelnia warunki zadania i podobnie dla b oraz c¢. To wystarcza do
stwierdzenia, ze o spelnianiu tych warunkéw decydujg wyltacznie reszty z dzielenia
przez 3 liczb a, b, c.

Zadanie 3.

Dany jest zbior 101 liczb rzeczywistych wiekszych od 1. Udowodnij, ze mozna wybraé
z tego zbioru dwie liczby a > b, dla ktérych zachodzi nieréwnosc

100(a — b) < ab.

Rozwigzanie: Dang nieréwnos¢ mozna przeksztalci¢ réwnowaznie do postaci

1 1 1

b a " 100

Warunek méwiacy, ze liczby a, b sg wieksze od 1, jest réwnowazny temu, ze liczby %
i % sg dodatnie i mniejsze od 1. Zadanie sprowadza si¢ do wykazania nastepujacego
faktu:

Sposrod dowolnych 101 liczb rzeczywistych z przedziatu (0, 1) da sie wybrad takie
dwie, ktore sg odlegte o mniej niz ﬁ.



Rozpatrzmy nastepujace przedziaty

o L\ (12 98 99\ (99
100/’ \100" 100/ "°"7 \ 100100/’ \ 100’ '

Skoro liczb jest 101, a przedzialéw 100, to pewne dwie nalezg do jednego przedziatu.

. s . . . P . . P 1
Wéweczas réznica migdzy wigksza a mniejsza z nich jest mniejsza od 155-

Uwaga: Istnieje zbidr 100 liczb, ktéry nie ma postulowanej witasnosci. Sg to na

przyktad liczby postaci % dla k=1,2,...,100.

Zadanie 4.
Znajdz najwiekszg warto$¢ wyrazenia
a? + ab + bc

dla liczb nieujemnych a, b, ¢, dla ktérych a + b+ ¢ = 3.

Rozungzanie: OdpowiedZ: Szukang najwieksza wartoscia jest 9.
Zauwazmy, ze a + b a+b+c=3oraz a+c < a+ b+ c = 3. Wobec tego
a>+ab+bc<a’+ab+bct+ac=(a+b)(a+c)<3-3=09.

Rownos¢ jest osiggana dlaa=3,b=0,c=0.

Zadanie 5.

Pigciokat foremny ABCDE oraz tréjkat réwnoboczny K LM sa ulozone w taki spo-
séb, ze punkty C i D leza na odcinku LM, punkt B lezy na odcinku K L, a punkt &
lezy na odcinku K M. Wyznacz miare kata CK D.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze cata konfiguracja jest symetryczna wzgledem prostej
AK, w szczegdlnosci trojkat BEK jest réwnoboczny. Ponadto odcinki BD, BE s3
réwnej diugosci, jako przekatne pieciokata foremnego. Wobec tego BD = BE = BK,
czyli tréjkat DBK jest réwnoramienny. Poniewaz

IDBK = {DBE + JEBK = 36° + 60° = 96°,

wiec
1 1
JBKD =90° — 3 JIDBK =90° — 3 96° = 42°.



7 symetrii rysunku mamy réwniez SCKE = 42°. Wobec tego

JCKD = {BKD + JCKE — SBKE = 42° + 42° — 60° = 24°.

L C D M

Uwaga: Rownos¢ BD = BE = BK oznacza, ze punkty D, E, K leza na okregu
o §rodku B. Do uzyskania wyniku innym sposobem mozna wigc wykorzystac zalezno-
éci miedzy katami wpisanym i §rodkowym. Przyktadowo {DKE = % {DBE = 18°
i symetrycznie SCKB = 18°, skad SCKD = 60° — 2 - 18° = 24°.

Zadanie 6.

W kazdym z 99 pudelek umieszczono pewng liczbe jabtek i pewng liczbe pomaranczy.
Udowodnij, ze mozna wybrac¢ 50 pudetek w taki sposéb, aby w wybranych pudetkach
znalazla sie co najmniej polowa wszystkich jablek i co najmniej potowa wszystkich
pomaranczy.

Rozwigzanie: Ponumerujmy pudetka liczbami 1,2, ..., 99 nierosnaco pod wzgledem
liczby jablek. To znaczy, jesli oznaczymy liczbe jabtek w i-tym pudetku przez z;, to

Ty > Tz > T3 2> ... 2 Tog.

Rozwazmy nastepujace dwie grupy pudelek: te o numerach 2, 4, 6, ..., 98 i te o nu-
merach 3,5, 7, ..., 99. Wybierzmy te grupe, w ktorej jest lacznie wiecej pomaranczy.
Wykazemy, ze dotaczajac do niej pudetko o numerze 1, otrzymujemy zestaw 50 pu-
detek, ktore lacznie zawieraja co najmniej potowe wszystkich jablek i co najmniej
polowe wszystkich pomaranczy.



Rzeczywiscie: to, ze pudelka te zawierajg co najmniej potowe wszystkich pomaranczy
wynika wprost z wyboru grupy pudetek. Z kolei to, ze wybrane pudetka zawieraja
co najmniej poltowe wszystkich jabtek wynika z nieréwnosci

T1+2To+Ta+...+Tgg 2 T3+Zs+...+Zgg, T1+23+Ts+...+Zgg 2 To+Za+...+2gsg,

ktore sg prawdziwe na mocy nieréwnosci 21 > o > 23 > ... 2> Tgg.

Zadanie 7.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym {BAC = 90°. Punkty D, E, F leza odpowiednio
na bokach BC, CA, AB, przy czym JEDF = 90°. Wykaz, ze dtugoéé odcinka EF
jest nie mniejsza od dtugosci wysokosci tréjkata ABC opuszczonej z wierzchotka A.

Rozwigzanie: Skoro {EAF = JEDF = 90°, to punkty A i D leza na okregu
o §rednicy EF'. Stad wniosek, ze AD < EF, bo dlugos¢ cieciwy okregu nie przekracza
dlugosci jego $rednicy. Ponadto odcinek AD laczy punkt A z pewnym punktem
prostej BC, wiec jego dlugos¢ jest nie mniejsza od odleglosSci punktu A od tej
prostej, czyli odpowiedniej wysokosci tréjkata ABC.

Zadanie 8.

W tabeli o wymiarach 3 x 7 kazde pole jest biale albo czerwone, przy czym dla kazdej
pary wierszy i kazdej pary kolumn co najmniej jedno z czterech pdl znajdujacych
sie na ich przecieciach jest bialte. Wyznacz najwieksza mozliwg liczbe czerwonych
pél w tabeli.

Rozwigzanie: Udowodnimy, ze w tabeli moze znajdowac sie maksymalnie 10 czerwo-
nych pdl. Przyklad rozmieszczenia dokladnie 10 czerwonych pdl jest przedstawiony
na rysunku (pola czerwone zaznaczono kolorem).

Przypus$émy, ze tabela o 7 kolumnach i 3 wierszach zawiera co najmniej 11 czerwo-
nych podl.
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Zauwazmy, ze jezeli pewna kolumna k; tabeli ma czerwone pola we wszystkich trzech
wierszach, to kazda z pozostalych szesciu kolumn moze mieé¢ co najwyzej jedno
czerwone pole. Rzeczywiscie, gdyby pewna kolumna k, miata czerwone pola w dwdéch
wierszach w; i wa, to wszystkie pola na przecieciach kolumn k;, ko oraz wierszy
w1, Wo bylyby czerwone, wbrew zalozeniu. W tym przypadku uzyskujemy wigc co
najwyzej 3+6-1 = 9 czerwonych pdl w calej tabeli, co przeczy temu, ze czerwonych
pdl jest co najmniej 11.

Jezeli kazda kolumna tabeli ma co najwyzej dwa czerwone pola, to co najmniej cztery
kolumny majg dokladnie dwa czerwone pola (w przeciwnym przypadku w tabeli
byloby co najwyzej 3-2+ 4 -1 = 10 czerwonych pdl). Wynika stad, ze co najmniej
dwie z tych czterech kolumn maja czerwone pola w tych samych dwdch wierszach
— sprzecznosC.

Zadanie 9.

Dane sg liczby calkowite a, b, ¢, dla ktorych zachodzi réwnosé
a? 4+ b2 + ¢? = 2ab + 2bc + 2ca.

Wykaz, ze ab jest kwadratem liczby catkowitej.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze
(@a+b—c)® =a®+b*+c® + 2ab — 2bc — 2ca = 4ab,
skad wniosek, ze a + b — ¢ jest liczbg parzysta, a wiec ab jest kwadratem liczby

catkowitej (a + b — c).

Zadanie 10.

Wyznacz wszystkie liczby catkowite abcde, dla ktérych spelnione sg réwnosci

abc=9-de oraz cde="7-ab.

Uwaga. Zapis Z125 - - . T, oznacza dodatnia liczbe m-cyfrowa, ktorej kolejnymi cy-
frami w zapisie dziesigtnym (od lewej) sa z1, Z2, ..., Tm.

11



Rozwigzanie: Z warunkéw zadania wynika, ze

63-ab=9-cde = 900c + 9 - de = 900c + abc = 901c + 10 - ab,
skad wniosek, ze 53 - ab = 901c, czyli ab = 17c. Podobnie

63-de =17 -abc="Tc+ 70 ab=Tc+ 10 - cde = 1007c + 10 - de,

skad wniosek, ze 53 - de = 1007c, czyli de = 19¢c. Liczby 17c oraz 19¢ sa dwucyfrowe
tylko dla 1 < ¢ < 5. Uzyskujemy wiec piec liczb pieciocyfrowych spetniajacych
warunki zadania:

17119, 34238, 51357, 68476, 85595.

Zadanie 11.
Dodatnie liczby a, b, c sa takie, ze a > 100c. Wykaz, ze
b
24245500
b ¢ a

Rozwigzanie: 7 nieréwno$ci miedzy Srednimi arytmetyczng i geometryczng zasto-

sowanej dla liczb ¢ i % oraz warunku % > 100 wynika, ze

(SIS

a
—+

+C>2f+c>2o+c>2o.
b a c a a

Uwaga: Mozna udowodni nieco silniejszg nieréwnos$¢, mianowicie, ze lewa strona
dowodzonej nieréwnosci jest wigksza od 20,01. Wynika to na przyklad z faktu, ze
funkcja f(z) = 2/ — i jest dla z > 100 $cisle rosnaca.

Zadanie 12.

Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Punkty M oraz N leza na odcinku AC,
przy czym SADM = {BDC oraz AM = CN. Udowodnij, ze YCBN = JDBA.

Rozwigzanie: Oznaczmy okrag opisany na czworokacie ABC D przez o, a wspolna
symetralng odcinkéw AC i M N — przez k. Niech K bedzie réznym od D punktem
przeciecia prostej] DM z okregiem o, a L — réznym od B punktem przeciecia prostej
BN 1z okregiem o.
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Réwnoé¢ SADK = SBDC oznacza, ze tuki AK i BC okregu o, na ktérych oparte
sg te katy, sg przystajace. W szczegdlnosci wynika z tego, ze punkty K i B sg syme-
tryczne wzgledem k. W konsekwencji proste KM i BN sa symetryczne wzgledem
prostej k, czyli takze punkty L i D sa wzgledem niej symetryczne. To za$ oznacza, ze
huki CL i AD, na ktérych oparte sg katy CBL i DBA, sa przystajace, skad wynika
postulowana réwnosc.

Zadanie 13.

Na tablicy zapisano 2021 jedynek. W kazdym ruchu mozna zastapi¢ pare liczb a, b
liczba a? +b%. Wykazaé, ze na koicu zostanie zapisana liczba nie mniejsza niz 2202°,

Rozwigzanie: Poniewaz a? + b® > 2ab, wiec iloczyn wszystkich liczb napisanych na
tablicy po kazdym ruchu zwieksza sie co najmniej dwukrotnie. W zwigzku z tym,
skoro poczatkowo wynosi 1, to po 2020 ruchach bedzie réwny co najmniej 22020,

Uwaga: Ostatnia liczba bedzie nawet ciéle wieksza od 22929, gdyz w pewnym ruchu

beda musialy zosta¢ wybrane dwie rézne liczby, co oznacza, ze w tym ruchu iloczyn
zwiekszy sie wiecej niz dwukrotnie.
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Zadanie 14.

Dana jest liczba pierwsza p oraz taka liczba catkowita n, ze liczby
1, 14n, 14+n+n% ..., 14+n+n2+.. . +nP!

daja parami rézne reszty przy dzieleniu przez p. Wykaz, ze liczba n daje reszte 1
przy dzieleniu przez p.

Rozwigzanie: Sposdb 1

Przypusémy nie wprost, ze p nie jest dzielnikiem liczby n—1. Wéwczas liczby postaci
(n—1D(1+n+n>+... +n)=n"*t 1

dla:=0,1,...,p — 1 na mocy warunkéw zadania dajg parami rézne reszty przy
dzieleniu przez p. Wobec tego dla pewnego i liczba n*™' — 1 daje reszte p — 1
z dzielenia przez p, co oznacza, ze n jest liczba podzielng przez p. Wéwczas jednak
wszystkie dane w zadaniu liczby daja reszte 1 przy dzieleniu przez p — uzyskana
sprzeczno$¢ konczy dowdd.

Sposob 11

Oznaczmy liczbe 1 +n +n? + ... +n’ przez A; dlai=0,1,...,p— 1.

Skoro reszty przy dzieleniu przez p liczb A; s parami rézne, a jest ich p, to dla
pewnego 1 mamy reszte zero, czyli p | A;. JeSlii #p— 1, to 4,11 = nA; + 1 daje
reszte 1 przy dzieleniu przez p, czyli te sama reszte, co Ag — sprzecznos$¢. Wobec
tego 1 = p — 1, czyli liczba A,_; jest podzielna przez p. W konsekwencji liczba

(n—1)Ap1=nP -1

dzieli si¢ przez p. Tymczasem z matego twierdzenia Fermata wynika, ze n? daje te
sama reszte co n przy dzieleniu przez p i w konsekwencji — liczba n — 1 dzieli sie
przez p, co nalezato udowodnié.

Zadanie 15.
Dany jest pieciokat wypukty ABCDE, w ktérym

BA=BC, EA=ED oraz <JBAC + JEAD = 90°.

Punkt M jest érodkiem odcinka CD. Wykaz, ze YBME = 90°.
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Rozwigzanie: Zauwazmy, ze dana w tredci zadania réwnos$¢ katéw oznacza, ze
YABC + YAED = (180° — 24 BAC) + (180° — 2JEAD) = 180°,

a w konsekwencji YEAB + SBCD + JCDE = 360°.

Oznaczmy przez P punkt symetryczny do B wzgledem M, czyli taki punkt, ze
czworokat BCPD jest réwnolegtobokiem. Wéwczas DP = BC = AB, DE = AE,

YPDE = 360° — YCDE — ¥PDC = 360° — SCDE — ¥BCD = JEAB,

skad wniosek, ze tréjkaty DEP oraz AEB sa przystajace (cecha bok—kat-bok).
W konsekwencji BE = PE. Punkt M jest Srodkiem podstawy BP tréjkata réwno-
ramiennego BEP, wiec {BME = 90°, co nalezalo udowodni¢.
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