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Konkurs Zadaniowy stanowil nieobowiazkowa aktywno$¢ popoludniowa podczas
zdalnego Obozu Naukowego OMJ. Zlozony byt z 5 serii po trzy zadania kazda, przy
czym na rozwiazywanie kazdej serii przewidziane byly po 3 godziny. Prace uczest-
nikéw Obozu oceniane byly w skali olimpijskiej 0, 2, 5, 6. Trzy najwyzsze uzyskane
sumy punktéw to 74, 66 oraz 61. Rozklad ocen przyznanych za rozwiazania zadan
przedstawiony jest w ponizszej tabeli.

6p.|8|6|0|6|1[3|9|6]5]10 2 7 6 5 2
5p.{0o|1|0|2|0|0|1]0]|1 0 1 1 0 0 0
2p.|1|2]0|4|0]1]|1|2]2 0 2 1 1 0 0
Op.|0|2|6]0|0|2]|0]0]1 0 2 0 1 0 3

W niniejszym opracowaniu zgromadzone sg wszystkie zadania konkursowe wraz
7 rozwigzaniami. Zachecamy do wykorzystania tych materialéw w przygotowaniach
do startow w kolejnych edycjach Olimpiady Matematycznej Junioréw. Mitej lektury!

Kadra Obozu

Uczniowie: Szymon Anders, Blazej Dratwa, Lukasz Ganczarek, Zuzanna Gierej,
Nina Kicinska, Alexey Koshevoy, Ignacy Kus, Oliwier Kwiatkowski, Aleksander
Maliszewski, Antoni Mazur, Filip Mezykowski, Jan Nasieniewski, Tymon
Nowakowski, Aleksander Olszewski, Mateusz Pawlata, Stanistaw Pekrul, Tadeusz
Rylski, Szymon Urban, Szymon Wréblewski.

Kadra: Tomasz Szymczyk (kierownik), Lukasz Bozyk, Tomasz Ciefla, Mateusz
Debowski, Pawel Gadzinski, Arkadiusz Mecel, Waldemar Pompe, Bartlomiej
Zawalski, Radostaw Zak.



Dany jest réwnolegtobok ABC D. Punkt O lezy na przekatnej BD, wewnatrz trdj-
kata AC'D. Udowodnij, ze

[0AB] = [0AC] + [OAD],

gdzie [F] oznacza pole figury F.

Wyznacz wszystkie pary dodatnich liczb rzeczywistych a, b, dla ktérych spelniona
jest rownosc

Va+2+vb+2=+va+b+2.

Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n liczby 16™ i 16™ + 2™ maja
tyle samo cyfr w zapisie dziesietnym.

Edward chce zasadzi¢ w rzedzie 20 drzew — lipy i klony. Chce to zrobi¢ tak, aby
liczba drzew miedzy kazdymi dwoma klonami byta rézna od 3. Ile co najwyzej
klonéw moze zasadzi¢ Edward?

Wykaz, ze jesli czworokat wypukly ma prostopadle przekatne, to rzuty prostokatne
Srodkéw jego bokéw na proste zawierajace przeciwlegle boki lezg na jednym okregu.

Wykaz, ze jesli liczby rzeczywiste z, y spelniaja réwnos¢ zy = 1, to

% +y? > 2V/2(z — ).



Dodatnig liczbe catkowitg nazwiemy piekng, jesli mozna jg przedstawi¢ w postaci
iloczynu dwdéch réznych liczb pierwszych. Wyznacz najwieksza liczbe catkowita n
o tej wlasnosci, ze istnieje n kolejnych dodatnich liczb catkowitych, z ktoérych kazda
jest piekna.

W tabeli o wymiarach 3 x 7 kazde pole jest biale albo czerwone. Udowodnij, ze
mozna tak wybra¢ dwa wiersze i dwie kolumny tej tabeli, ze cztery pola znajdujace
sie na ich przecieciach majg ten sam kolor.

Dany jest dziesieciokat foremny ABCDEFGHIJ. Wykaz, ze AB + %AF = AD.

Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 2 zachodzi nieréwnosc

Ly r Lt o
2 3 4 7' m—=1 mn 3 4 5 7 2n—1 2n’

Udowodnij, ze sposréd dowolnych 16 liczb calkowitych mozna wybrac takie trzy
liczby a, b, ¢, ze liczba a(b — c) jest podzielna przez 30.

Poczatkowo w rzedzie utozona jest nieparzysta liczba monet. Kazda z nich z jednej
strony ma orla, a z drugiej — reszke. Ruch polega na wybraniu dwéch sasiednich
monet i odwrdceniu kazdej z nich na druga strone. Wykonujac kolejno ruchy chcemy
doprowadzi¢ do sytuacji, w ktdérej wszystkie monety leza ta sama strong do gory.
Czy zawsze (niezaleznie od poczatkowego ustawienia monet) mozna osiggnaé taka
sytuacje? Odpowiedz uzasadnij.

Dane sa liczby rzeczywiste a > 1, b > 2, ¢ > 3. Wykaz, ze abc > a + b+ c.



Na bokach BC' i AC tréjkata ABC zbudowano po jego zewnetrznej stronie prosto-
katy BCDE i ACHG, przy czym AC = CD i BC = CH. Punkt M jest srodkiem
odcinka AB. Wykaz, ze 2- CM = DH.

Wyznacz liczbg podzbioréw zbioru {1,2,3,...,10}, w ktérych suma elementéw jest
réwna co najmniej 28.



Dany jest réwnolegtobok ABC D. Punkt O lezy na przekatnej BD, wewnatrz trdj-
kata AC' D. Udowodnij, ze

[OAB] = [OAC] + [OAD],
gdzie [F] oznacza pole figury F.

Rozuwigzanie: Zauwazmy, ze [ABD] = 2[ABC D] = [AC D], wobec czego
[OAB] = [ABD] — [OAD] = [ACD] — [OAD] = [OAC] + [OCD].

Ponadto [OC D] = [OAD], gdyz tréjkaty te maja wspdlng podstawe OD oraz réwne
wysokosci opuszczone na te podstawe (punkty A i C sa jednakowo oddalone od
przekatnej BD).

Uwaga: W ostatniej czedci rozwigzania wykorzystaliSmy nastepujacy ogdlny i przy-
datny fakt: Jesl punkty X 1Y lezg po przeciwnych stronach prostej AB, to pola
trojkgtow ABX 1 ABY sg rowne wtedy 1 tylko wtedy, gdy Srodek odcinka XY
lezy na prostej AB.

Wyznacz wszystkie pary dodatnich liczb rzeczywistych a, b, dla ktérych speilniona
jest réwnosé

Va+2+vb+2=+va+b+2.

Rozurgzante: Podnoszac dang réwnos¢ stronami do kwadratu, upraszczajac i znéw
podnoszac stronami do kwadratu, otrzymujemy kolejno

a+2+2y/(a+2)(b+2)+b+2=a+b+4Va+b+4,
V(e+2)(b+2)=2vVa+b,
(a+2)(b+2) = 4(a +b).




Ostatnig réwnos¢ mozna z kolei przeksztalci¢ réwnowaznie do postaci

ab+ 2a + 2b + 4 = 4a + 4b,
ab—2a—-2b+4 =0,
(a—2)(b—2) =0,

z ktérej uzyskujemy (a,b) = (2,t) lub (a,b) = (¢,2) dla pewnego ¢t > 0. Bezposrednie
sprawdzenie pokazuje, ze znalezione pary speiniajg wyjsciowe réwnanie.

Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n liczby 16™ i 16™ + 2™ maja
tyle samo cyfr w zapisie dziesietnym.

Rozwigzanie: Przypuéémy, ze dane liczby majg rézne liczby cyfr, tzn.
16™ < 10™ < 16™ 4+ 2™

dla pewnej liczby naturalnej m — powyzsze nieréwnosdci oznaczaja, ze liczba 16™
ma co najwyzej m cyfr, a liczba 16™ + 2™ ma wiecej niz m cyfr. Zauwazmy, ze skoro
10™ > 16™ > 10™, to m > n. Po podzieleniu powyzszych nieréwnosci przez 27,
uzyskujemy

8" < 2T B L 8™ 41,

czyli 2~ ™ . 5™ = 8" 4 1. OtrzymaliSmy sprzecznos¢, gdyz lewa strona tej réwnosci
jest liczbg parzysta, a prawa — nieparzysta.

Edward chce zasadzi¢ w rzedzie 20 drzew — lipy i klony. Chce to zrobi¢ tak, aby
liczba drzew miedzy kazdymi dwoma klonami byta rézna od 3. Ile co najwyzej
klonéw moze zasadzi¢ Edward?

Rozwigzanie: Pokolorujmy miejsca na drzewa czterema kolorami w sposéb przed-
stawiony na rysunku, czyli tak, aby miedzy kolejnymi pozycjami w tym samym
kolorze liczba drzew byta réwna 3.

Q0000000000 OLOOOOOOO0



Zauwazmy, ze na pieciu miejscach tego samego koloru mozna posadzi¢ co najwyzej
trzy klony (w przeciwnym razie miedzy pewnymi dwoma klonami znalaztyby sie
dokladnie trzy drzewa). W zwigzku z tym tacznie Edward moze posadzié co najwyzej
4 -3 = 12 klonéw. Ponizszy obrazek ilustruje sposéb sadzenia 12 klonéw zgodnie
z warunkami zadania (litery K oznaczaja klony, a litery L — lipy).

OOOOLOOOOOOOHOOOOOOOO

Wykaz, ze jesli czworokat wypukly ma prostopadle przekatne, to rzuty prostokatne
Srodkéw jego bokdw na proste zawierajace przeciwlegte boki leza na jednym okregu.

Rozwigzanie: Oznaczmy dany czworokat przez ABC D, a $rodki bokéw AB, BC,
CD, DA odpowiednio przez K, L, M, N. Wéwczas KL || AC, gdyz KL jest linig
$rodkowg tréjkata ABC. Podobnie uzasadniamy, ze MN || AC, LM || BD oraz
NK || BD, skad wynika, ze czworokat K LM N jest réwnoleglobokiem. Ponadto na
mocy zalozenia AC | BD otrzymujemy, ze czworokat K LM N jest prostokatem.

Oznaczmy okrag opisany na prostokacie K LM N przez o. Wykazemy, ze rzuty punk-
téw K, L, M, N na przeciwlegte boki czworokata ABC D leza na okregu o, skad
wyniknie teza zadania. Dowdd zaprezentujemy dla rzutu punktu K na bok CD —
w pozostalych przypadkach rozumowanie jest w pelni analogiczne.

Niech P bedzie rzutem prostokatnym punktu K na prostg C'D. Jesli punkt P pokry-
wa si¢ z punktem M, to oczywiscie lezy na okregu o. Z kolei jeéli punkt P jest rézny
od M, to kat KPM jest prosty, wobec czego punkt P lezy na okregu o $rednicy
KM, czyli na okregu o.



Wykaz, ze jesli liczby rzeczywiste z, y spelniajg réwnosé zy = 1, to

% +y? > 2V/2(z — ).

Rozwigzanie: Sposdb 1

Korzystajac dwukrotnie z tozsamosci
a® +b% = (a—b)% +2ab

oraz uwzgledniajac zalozenie zy = 1, uzyskujemy
2 +y® = (z-y)° +22y = (2-y)° +2 = (z—9)*+(v2)* = (z—y—v2)’ +2V2(z—y)
1 wobec tego

2 +y’ = (¢ -y - V2 +2V2(z —y) > 2V2(z — y),
gdyz kwadrat liczby rzeczywistej jest liczbag nieujemna.
Sposob 11

Przyjmijmy t =z —y = ¢ — 1. Wéwczas

2
1 1 1
t2:<x—m> :1’2—2-$~E+m—2:m2—|—y2—2.

Dowodzona nieréwno$¢ przybiera wiec postac
2
2 +2>2V2t, cayli (t - ﬂ) >0,
co konczy rozwigzanie.

Uwaga: Réwnos¢ w udowodnionej nieréwnosci jest spetniona, gdy z = v + /2, co
wobec zy = 1 oznacza, ze

[(VE+V2 VE—2 (VB +V2 —V/6—+2
(:v,y)—( > lub (:B,y)—< , )

2 ' 2 2 2



Dodatnig liczbe catkowitg nazwiemy piekng, jesli mozna jg przedstawi¢ w postaci
iloczynu dwdéch réznych liczb pierwszych. Wyznacz najwieksza liczbe catkowita n
o tej wlasnosci, ze istnieje n kolejnych dodatnich liczb catkowitych, z ktoérych kazda
jest piekna.

Rozungzanie: Zauwazmy, ze posréd dowolnych czterech kolejnych liczb catkowitych
znajduje sie liczba podzielna przez 4. Taka liczba nie jest iloczynem dwdch réznych
liczb pierwszych, gdyz w jej rozkladzie na czynniki pierwsze wystepuja co najmniej
dwie dwojki. Wynika z tego, ze n < 4.

Z drugiej strony, istnieja tréjki kolejnych liczb catkowitych, z ktérych kazda jest
iloczynem dwoch réznych liczb pierwszych — np. 33 =3:11,34=2.17,35=5-7.
To oznacza, ze szukana najwieksza wartos¢ to n = 3.

W tabeli o wymiarach 3 x 7 kazde pole jest biate albo czerwone. Udowodnij, ze
mozna tak wybra¢ dwa wiersze i dwie kolumny tej tabeli, ze cztery pola znajdujace
sie na ich przecieciach majg ten sam kolor.

Rozwigzante: Przypu$émy, ze tabela ma 7 kolumn (i 3 wiersze).

Zauwazmy, ze kazda kolumna zawiera co najmniej dwa pola tego samego koloru —
nazwijmy ten kolor dominujgcym. Zastonmy w kazdej kolumnie jedno pole w taki
sposéb, aby widoczne zostaly tylko dwa pola w dominujacym kolorze.

Z | Z

Z | Z

Skoro jest 7 kolumn, to pewien kolor dominuje w co najmniej 4 z nich. Rozwazmy
4 kolumny o tym samym kolorze dominujacym. Skoro sa 3 wiersze, to pewne dwie
z rozwazanych kolumn maja zastoniete pola w tym samym wierszu. Cztery pola na
przecieciu tych kolumn i dwéch pozostatych wierszy majg wszystkie ten sam kolor.
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Dany jest dziesieciokat foremny ABCDEFGHIJ. Wykaz, ze AB + %AF = AD.

Rozungzanie: Oznaczmy przez O Srodek symetrii danego dziesieciokata, czyli Srodek
odcinka AF', a przez X — punkt przeciecia przekatnych AD i CJ. Kazdy z odcinkéw
laczacych punkt O z wierzcholkiem danego dziesieciokata ma dlugosc %AF.

Poniewaz dziesieciokat jest foremny, wiec proste BC, AD, JE sa réwnolegte oraz
podobnie proste AB, JC, ID sa réwnolegte. Stad wniosek, ze czworokaty ABCX
oraz X DOJ to réwnolegtoboki, a poniewaz AB = BC oraz OD = OJ, wiec sg to
romby. Wobec tego

AD =AX +XD=AB+0D = AB + ;AF

Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 2 zachodzi nieréwnosc

I S NV L
2 3 4 77 m—=1 n 3 4 5 7 2n—1 2n’

Rozwigzanie: Sposéb 1

Odejmujac od obu stron postulowanej nieréwnosci liczbe %4— % +...+ %, otrzymamy
rownowazng nieréwnosc

1 1 1

1
§<7n+1+7n+2+”'+%'
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Zauwazmy, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej ¢+ < n zachodzi nieréwnosé

1 < 1
2n  n+1
Stad mamy
1 < 1 1 P 1
—=n-—< — 4+ —— e
2 2n n4+1 n+2 o2n’
co byto do wykazania.
Sposéb 11
Mamy dla dowolnego £ = 2,3,...,n
1 1 1 1 1

F ok ok Sok—1 ok

Po zsumowaniu tych nieréwnosci otrzymujemy teze zadania.

Udowodnij, ze sposréd dowolnych 16 liczb catkowitych mozna wybra takie trzy
liczby a, b, ¢, ze liczba a(b — ¢) jest podzielna przez 30.

Rozungzanie: Jesli wérdd pewnych 16 liczb jest liczba podzielna przez 15, to wy-
starczy wzigé jg jako a, a jako b i ¢ — dowolne dwie z pozostatych liczb, ktére sg tej
samej parzystodci (tzn. obie parzyste lub obie nieparzyste). Wéwczas a(b — c) jest
liczbg podzielng przez 30.

W przeciwnym razie wéréd tych 16 liczb pojawiaja sie wytacznie liczby niepodzielne
przez 15. JeSli wérdd nich jest liczba parzysta, to wybierzmy dowolng taka liczbe
jako a. Posrdéd pozostatych 15 liczb pewne dwie daja te sama reszte przy dzieleniu
przez 15 (bo zadna nie jest podzielna przez 15) — wybierzmy je jako b i c. Wowczas
a(b — ¢) jest liczba podzielng przez 30.

Pozostal do rozwazenia przypadek, w ktorym wszystkie 16 liczb to liczby nieparzyste
(i niepodzielne przez 15). To oznacza, ze liczby te daja przy dzieleniu przez 30
nieparzystg reszte (rézng od 15) — mozliwych reszt jest wiec 14, skad wniosek, ze
pewne dwie liczby daja te sama reszte przy dzieleniu przez 30. Wystarczy wzigé je
za bic, aliczbe a dobra¢ dowolnie — wdwczas a(b—c) jest liczba podzielng przez 30.
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Poczatkowo w rzedzie ulozona jest nieparzysta liczba monet. Kazda z nich z jednej
strony ma orla, a z drugiej — reszke. Ruch polega na wybraniu dwéch sasiednich
monet i odwrdceniu kazdej z nich na drugg strone. Wykonujac kolejno ruchy chcemy
doprowadzi¢ do sytuacji, w ktdérej wszystkie monety leza ta sama strona do gdry.
Czy zawsze (niezaleznie od poczatkowego ustawienia monet) mozna osiagnaé taka
sytuacje? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie: Udowodnimy, ze zawsze mozna doprowadzi¢ do opisanej sytuacji.

Przypus$émy, ze poczatkowo nieparzysta liczba monet pokazuje orta, a parzysta —
reszke (rozumowanie w przeciwnym przypadku jest w pelni analogiczne, wystarczy
zamieni¢ role orta i reszki). Jesli wszystkie monety pokazujg orla, to nie trzeba wy-
konywac¢ ani jednego ruchu. Zatézmy, ze co najmniej jedna moneta pokazuje reszke.

Ponumerujmy monety w rzedzie kolejno od 1 do n i niech ¢ oznacza najmniejszy
numer monety pokazujacej reszke. Zauwazmy, ze © # n, gdyz liczba monet pokazuja-
cych reszke jest parzysta. Wykonujac ruch z uzyciem monet o numerach ¢ oraz 7 + 1
doprowadzamy do sytuacji, w ktérej liczba reszek nie ulega zmianie lub zmniejsza
sie o dwa — pozostaje wiec parzysta. Jesli wciaz pewne monety pokazuja reszke,
to najmniejszy numer monety pokazujacej reszke jest teraz wiekszy od .

Powtarzajac wielokrotnie opisany wyzej ruch (odwracajacy pierwsza reszke od lewej
oraz nastepna monete) ostatecznie dojdziemy do sytuacji, w ktérej wszystkie monety
pokazujg orta.

Uwaga: Przeprowadzone rozumowanie pokazuje, ze do uzyskania zgdanej konfigu-
racji wystarczy ciag co najwyzej n — 1 ruchéw. Okazuje sie, ze czasem tylu wlasnie

ruchéw potrzeba — Swiadczy o tym przyktad, w ktérym tylko pierwsza i ostatnia
moneta pokazuja reszke (a wszystkie pozostate — orla).

Dane sg liczby rzeczywiste a > 1, b > 2, ¢ > 3. Wykagz, ze abc > a + b+ c.

Rozungzanie: Sposob 1

Z danych nieréwnosci wynika, ze 2 < 1, § < 1, 2 < 1, skad uzyskujemy
1 1 1 1 1 1 1
T S T T N R |
ab bc ca > 2 + 2 3 + 3

Mnozac powyzsza nieréwnosé stronami przez liczbe dodatnia abc, uzyskujemy teze.

13



Sposéb 11
Wykorzystujac zatozenia a > 1, b > 2, ¢ > 3, mamy kolejno
abc—a—-b—c=a(bc—1)—-b—c >
> bc—1 —-b—c=blc—1)—c—12
>2(c—1)—c—1=c-32
>3-3=0,

skad abc > a+b+c.

Na bokach BC' i AC tréjkata ABC zbudowano po jego zewnetrznej stronie prosto-
katy BCDE i ACHG, przy czym AC = CD i BC = CH. Punkt M jest srodkiem
odcinka AB. Wykaz, ze 2-CM = DH.

Rozungzanie: Niech F' bedzie takim punktem, ze czworokat AFBC jest réwnole-
gtobokiem. Wéwczas AC = CD, AF = BC = CH oraz

JDCH = 360° —2-90° — SACB = 180° — SACB = JCAF,

skad wniosek, ze tréjkaty ACF oraz CDH sa przystajace (cecha bok—kat—bok).
W zwigzku z tym DH = CF = 2 - CM, co bylto do udowodnienia.
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Wyznacz liczbe podzbioréw zbioru {1,2,3,...,10}, w ktérych suma elementdéw jest
réwna co najmniej 28.

Rozungzanie: Niech A bedzie dowolnym podzbiorem danego zbioru liczb, a B —
podzbiorem zlozonym z wszystkich pozostalych elementéw. Oznaczmy przez a i b
sumy elementéw odpowiednio w A i B. Wéwczas skoro A i B lacznie wyczerpuja
caly dany zbidr, to

a+b=14+2+3+...4 10 =55,

skad wniosek, ze a > 28 wtedy i tylko wtedy, gdy b = 55 — a < 27. Innymi stowy:
posréd zbioréw A i B doktadnie jeden spelnia warunek zadania.

To oznacza, ze dla kazdego podziatlu danego zbioru na dwa podzbiory, dokladnie je-
den z nich spelnia warunki zadania. Ostatecznie wigc dokladnie potowa wszystkich
podzbioréw zbioru {1,2,3,...,10} ma sume elementéw réwng co najmniej 28. Po-
zostaje zauwazy¢, ze wszystkich podzbioréw jest 2'°, wiec odpowieds na postawione
w zadaniu pytanie to 1 -2 = 512.
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