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Obé6z Naukowy OMJ (poziom OMJ)

Ob6z Naukowy OMJ (poziom OMJ)
odbyt sie¢ w dniach 3 — 9 czerwca 2018 r.
w Szczyrku.

Przez pierwsze cztery dni obozu ro-
zegrane zostaly zawody indywidualne,
w ktorych uczestnicy rozwiazywali 25 za-
dan (punktowanych w skali 0, 2, 5, 6).
Trzy najwicksze uzyskane sumy punktéw
to 128, 123 i1 112 punktéw (na 150 mozli-
wych). Piatego dnia odbyl sie mecz mate-
matyczny, w ktérym do rozwigzania byto
11 zadan.

Niniejszy plik zawiera tresci wszyst-
kich zadan oraz wskazéwki do rozwiazan.
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Tresci zadan

Pierwsze zawody indywidualne
1. Odcinki AC i BD przecinaja si¢ w punkcie P. Wykaz, ze

VIABCD] > \/[ABP] +,/[CDP),
gdzie [F] oznacza pole figury F.

2. Kwadrat o boku 150 podzielono na prostokaty o wymiarach 1 x 20
oraz kwadraty jednostkowe. Wykaz, ze kwadratow jednostkowych jest co naj-
mniej 100.

3. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Punkt E lezy na pdlprostej
AC™ ispeklia warunek BE || AD. Punkt F' lezy na polprostej BD ™ i spelnia
warunck AF || BC. Udowodnij, ze EF | CD.

4. Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x, y zachodzi

nieréwnosé 32y (x4—|—y4) <2. (x6+$3y3 +y6) .

5. Dana jest liczba pierwsza p o nastepujacych wlasnosciach:
e istnieja takie dodatnie liczby calkowite a, b niepodzielne przez p,
ze liczba a® +2b jest podzielna przez p;
e istnieja takie dodatnie liczby caltkowite ¢, d niepodzielne przez p,
ze liczba ¢ +3d? jest podzielna przez p;
e istnieja takie dodatnie liczby catkowite e, f niepodzielne przez p,
ze liczba e3 4+ 5f2 jest podzielna przez p.
Udowodnij, ze istnieja takie dodatnie liczby catkowite m, n niepodzielne
przez p, ze liczba m3 +30n3 jest podzielna przez p.

Drugie zawody indywidualne

6. Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktérym SACB=90°. Punkt
Aj lezy na boku AB, a punkt As na boku BC, przy czym AC = AA; oraz
BA;=BAs. Punkt By lezy na boku AB, a punkt By na boku AC, przy czym
BC=BBj oraz AB;=ABs. Punkt M jest érodkiem odcinka A By. Wyznacz
miare kata A; M B;.

7. Zmajdz wszystkie takie liczby pierwsze p, ze liczby
p>+4 oraz p*+6

sq pierwsze.



4 Tresci zadan

8. Dana jest taka liczba rzeczywista a, ze réwnanie
3 —6224+9r=a
ma trzy rozwiazania w liczbach rzeczywistych. Wyznacz, w zaleznoéci od a,
sume kwadratow tych trzech rozwiazan.

9. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym bok AB jest najkrét-
szy. Punkty K i L leza odpowiednio na bokach AC i BC, przy czym
AB=AC—-BL=BC-AK.
Niech M bedzie takim punktem wnetrza trojkata ABC, ze
IMKC=34BAC oraz $MLC=33ABC.
Udowodnij, ze proste AB i C'M sa prostopadie.

10. Kazdy punkt kratowy na plaszczyznie pomalowano na zielono albo
czerwono, przy czym kazdy z tych dwdch koloréw zostal uzyty do pomalowa-
nia co najmniej jednego punktu. Udowodnij, ze istnieja dwa punkty odlegte
0 5 pomalowane réznymi kolorami.

Uwaga. Punkt kratowy to punkt o obu wspoétrzednych catkowitych.
Trzecie zawody indywidualne

11. Udowodnij, ze punkty plaszczyzny mozna tak pokolorowaé¢ dziewie-
cioma kolorami, aby zadne dwa punkty odlegte o 1 nie byly tego samego
koloru.

12. Punkt P lezy na boku AB trdjkata ABC. Wykaz, ze prosta syme-
tryczna do prostej C'P wzgledem prostej przechodzacej przez srodki okregow
wpisanych w trojkaty ACP i BC' P przechodzi przez pewien punkt niezalezny
od polozenia punktu P.

13. Dana jest liczba naturalna k > 1 oraz liczby pierwsze p1, pa, ..., Pk,
q wigksze od 3 spelniajace warunek

Pi+pi+...+pi=q>.

Udowodnij, ze k> 24.

14. Dana jest liczba naturalna k > 1 oraz liczby pierwsze p1, pa, ..., Pk,
q wigksze od 5 spelniajace warunek
4

PPyt p=q"
Udowodnij, ze k> 240.
15. Liczby rzeczywiste z1, xo, ..., xgp spelniajg réwnosci
r1+x2+.. . +x90=0, x%—f—x%—{—...—i—azg():QO, J:‘ll—l—x§+...+x30:90.

Wyznacz wszystkie mozliwe wartoéci sumy 3 +x3 +... +z3.
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Czwarte zawody indywidualne
16. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢
zachodzi nierownosé
4-(a+btc)<a’+ b+ +12.

17. W Wislandii jest 5 miast. Dwa najwieksze miasta maja potacze-
nie drogowe i kolejowe. Kazda inna para miast ma potaczenie tylko jednego
rodzaju: drogowe albo kolejowe. Wykaz, ze istnieja trzy miasta, z ktérych
miedzy kazdymi dwoma istnieje potaczenie tego samego rodzaju.

18. Odcinek C'D jest wysokodcia trojkata ostrokatnego ABC. Punkty
E i F sa rzutami prostokatnymi punktu D odpowiednio na boki AC' i BC,
a punkty M i N sg érodkami odpowiednio bokéw AC i BC'. Wykaz, ze punkty
E, F, M, N leza na jednym okregu.

19. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnejn>1 liczba 14"—9 jest ztozona.

20. Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n liczba 47" 4122
jest ztozona.

Piagte zawody indywidualne

21. Na tablicy napisano plusy i minusy. W jednym ruchu wymazujemy
dwa znaki: jesli sa takie same, to zamiast nich na tablicy piszemy +, a je-
§li nie, to piszemy —. Ruchy wykonujemy dowolnie, az zostanie jeden znak.
Udowodnij, ze nie zalezy on od kolejnoéci wymazywania znakow.

22. Dane sg takie dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, ze

a+b=c+d oraz o+ =c3+d>.
Udowodnij, ze a®+b° = ¢ 4 d°.

23. Dany jest réznoboczny tréjkat ABC, w ktérym SACB =60°. Wy-
kaz, ze proste zawierajace wysokosci tego trojkata opuszczone z wierzchotkow
A i B oraz symetralne bokow AC' i BC wyznaczajg pewien romb.

24. Udowodnij, ze réwnanie

3a® +b* =5¢2
nie ma rozwiazan w dodatnich liczbach calkowitych a, b, c.
25. Udowodnij, ze réwnanie
4at + b 4t =d?
ma nieskonczenie wiele rozwiazan w dodatnich liczbach catkowitych a, b, ¢, d
spelniajacych warunek NWD(a,b,c,d) = 1.



6 Tresci zadan

Mecz matematyczny

26. Na wyspie Kombinatorion znajduja sie 72 palmy, wyznaczajace
wierzchotki wielokata foremnego. Na poczatku na jednej z nich siedzg 72
malpy. Jezeli na jakims$ drzewie siedza co najmniej dwie malpy, to moga
przeskoczy¢: jedna na sasiednie drzewo po lewej, a druga na sasiednie po
prawej. Czy mozliwe jest, aby w pewnym momencie na kazdej palmie sie-
dziata doktadnie jedna malpa?

27. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt H jest ortocentrum, a punkt K
jest érodkiem odcinka C'H. Punkty A’ i B’ sa symetryczne odpowiednio do
punktéw A i B wzgledem punktu K. Punkty M i N sg $rodkami odpowiednio
bokéw AC' i BC. Udowodnij, ze proste A’N i B’M przecinaja sie na okregu
opisanym na tréjkacie ABC.

28. Trzynascie wierzchotkéw 77-kata foremnego pomalowano na czerwo-
no. Udowodnij, ze pewne cztery czerwone punkty sa wierzchotkami trapezu.

29. Liczbami trojkgtnyminazywamy liczby T, =1+2+...4n. Udowodnij,
ze istnieje nieskonczenie wiele liczb tréjkatnych, ktérych dwukrotnosé tez jest
liczba trojkatna.

30. W ostrokatnym trdjkacie ABC punkt O jest $rodkiem okregu opi-
sanego w, odcinek CL jest dwusieczng kata AC B, a prosta prostopadia do
AB, przechodzaca przez punkt C' przecina okrag w po raz drugi w punkcie D.
Wykaz, ze jesli SACB =60°, to punkty C, O, L, D leza na jednym okregu.

31. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, c,
spelniajacych warunek a+ b+ c=1, zachodzi nieréwnos¢

1 1 1

>1
2+3a+2—|—3b+2+3c

32. Wyznacz najwicksza mozliwa wartosé¢ sumy
a1by +asbs +agbs+. ..+ agabey,
gdzie dodatnie liczby rzeczywiste a1, b1, ag, b, ..., as4, bgs spelniaja warunki
ad+adtai+.. tad,=b b3 Fbi . b, =1,
33. Dany jest czworokat ABC D wpisany w okrag. Punkty K, L, M, N

sa srodkami okregéw wpisanych odpowiednio w trojkaty ABC, BCD, CDA,
DAB. Udowodnij, ze czworokat K LM N jest prostokatem.
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34. Na tablicy napisano kolejne liczby catkowite od 1 do 24. W jednym
ruchu mozemy wymazaé¢ dowolne dwie liczby x i y, a zamiast nich napisaé
liczby

3z +4y dx —3y
oraz
5 5
Udowodnij, ze na tablicy nie moze si¢ pojawi¢ liczba wicksza od 70.

35. Udowodnij, ze dla kazdej liczby pierwszej p istnieje taka dodatnia
liczba calkowita n, ze liczba n™ — 13 jest podzielna przez p.

36. W trojkacie prostokatnym ABC o kacie prostym przy wierzchotku C'
poprowadzono wysoko$é¢ C'D. Odlegto$é¢ miedzy srodkami okregéw wpisanych
w tréjkaty ACD i BCD jest réwna 1. Oblicz dltugos$é promienia okregu wpi-
sanego w trojkat ABC.



Wskazowki

Pierwsze zawody indywidualne

1. Zapisz teze zadania przy pomocy pol
tréjkatow ABP, BCP, CDP, DAP i sko-
rzystaj z [ABP]-[CDP]=[ADP]-[BCP].
2. Pokoloruj plansze w szachownice o po-
lach 10 x 10. Zauwaz, ze pdl jednego koloru
jest o 100 wiecej niz drugiego.

3. Oznacz przez P punkt przecigcia odcin-
kéw AC i BD i korzystajac z twierdzenia
Talesa uzasadnij, ze

AP _DP - BP_CP
PE  PB PP PA’
4. Wykaz, ze

3x5y <22° +Jc3y3, 3my5 < 2y6 +x3y3.

5. Przyjmij m = ace oraz n =bdf.

Drugie zawody indywidualne

6. Udowodnij, ze punkty Aq, A2, B1, Bs
lezg na okregu o srodku w punkcie M.

7. Odpowiedz: p=5.

Uzasadnij, ze jedna z liczb p, p® +4, p>+6
jest podzielna przez 5.

8. Odpowiedz: 18.

Niech z1, x2, 3 beda rozwiazaniami dane-
go réwnania. Uzasadnij, ze x1 +x2+x3 =06
ixix2+2x203+ 2123 =9.

9. Oznacz punkty przecigcia AB z KM
i LM odpowiednio przez P i (). Wykaz, ze
punkt M jest ortocentrum tréojkata PCQ.
10. PrzeprowadZ rozumowanie nie wprost
i uzasadnij, ze wtedy kazde dwa punkty od-
legte o 1 maja ten sam kolor.

Trzecie zawody indywidualne

11. Rozwaz kolorowanie ptaszczyzny w krat-
ke, ktoérej kazde pole ma przekatna réwna 1.
12. Oznacz punkty przeciecia danej prostej
z bokiem AB i odcinkiem CP odpowied-
nio przez D i E. Skorzystaj z warunku wpi-
sywalnosci okregéw w czworokaty ACDE
i BCDE i uzasadnij, ze D to szukany punkt
niezalezny od potozenia punktu P.

13. Zbadaj jakie reszty przy dzieleniu przez
3 i 8 daja kwadraty liczb nieparzystych.

14. Zbadaj jakie reszty przy dzieleniu przez
3, 51 16 daja czwarte potegi liczb nieparzy-
stych.

15. Rozwaz sume

(z1 =225 +1)+... + (250 — 2z50 +1).

Czwarte zawody indywidualne

16. Udowodnij, ze 4z < 2244 i zastosuj te
nierowno$é¢ dla r=a, x=5b, r=c.

17. Zauwaz, ze z jednego z dwoch najwiek-
szych miast wychodzg trzy potaczenia tego
samego rodzaju.

18. Zauwaz, ze na czworokacie CEDF moz-
na opisaé¢ okrag. Nastepnie udowodnij, ze

JCMN = 4CAD = JCDE = 4CFE.

19. Rozwaz dwa przypadki w zaleznosci od
parzystosci liczby n.

20. Rozpatrz cztery przypadki w zalezno-
$ci od reszty z dzielenia liczby n przez 4.
W kazdym z nich znajdz liczbe pierwsza,
ktéra dzieli dane wyrazenie.

Pigte zawody indywidualne

21. Zauwaz, ze niezaleznie od wykonywa-
nych ruchéw parzystosé liczby minuséw sie
nie zmienia.

22. Uzasadnij, ze

ab=cd oraz a’+b>=c*+d>.
23. Oznacz przez M i N odpowiednio $rodki
odcinkéw AC' i BC, aprzez D i E spodki wy-
sokosci opuszczonych odpowiednio z wierz-
chotkéw A i B. Wykaz, ze EM = DN.

24. Zal6z nie wprost, ze réwnanie ma roz-
wiazanie i uzasadnij, ze liczby a i b sa po-
dzielne przez 5. Rozwaz najwigksza potege
liczby 5, ktéra dzieli lewa i prawa strone da-
nego réwnania.

25. Przyjmij, ze c=n—1 oraz d=n-+1 dla
pewnego n i dobierz odpowiednie wartosci
a, b (na przyktad biorac n= 2m* dla pewne-
go m).
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Mecz matematyczny
26. Odpowiedz: Nie.

Ponumeruj palmy kolejnymi liczbami od 1
do 72. Zauwaz, ze suma numeréw palm zaj-
mowanych przez malpy daje stala reszte
przy dzieleniu przez 8.

27. Wykaz, ze punkt symetryczny do A’
wzgledem N lezy na okregu opisanym na
tréjkacie ABC.

28. Czerwone punkty wyznaczaja (123) =78
odcinkéw. Uzasadnij, ze dwa z nich sa réw-
nolegte.

29. Przepisz 2T, =T, jako
(2m+1)*>—2(2n+1)>=-1

i skorzystaj z faktu, ze réwnanie a®—2b*=—1
ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach
nieparzystych a, b.

30. Wykaz, ze BO=BH i SOBL=<LBH,
a nastepnie skorzystaj z faktu, ze w trojkacie
dwusieczna kata wewnetrznego i symetralna
przeciwlegtego boku przecinaja sie na okre-
gu opisanym.

31. Skorzystaj z nieréwnoéci miedzy $redni-
mi arytmetyczna i harmoniczna.

32. Odpowiedz: 2.
Uzasadnij, ze 3a;b; < 3aZ +2b3 + 1/64.
33. Skorzystaj z lematu o tréjlisciu (zadanie

7. z artykutlu ,Blizniacze zadania”, Gazetka
OMJ Kwadrat nr 16, lipiec 2015).

34. Zauwaz, ze suma kwadratéw liczb znaj-
dujacych sie na tablicy jest stala.

35. Zauwaz, ze na mocy chinskiego twier-
dzenia o resztach istnieje takie n, ze

pln—13 oraz p—1|n—1.

Nastepnie skorzystaj z matego twierdzenia
Fermata.

36. Odpowied?: 1//2.

Oznacz przez O i Oz $rodki, a przez r
iro promienie okregdéw wpisanych odpowied-
nio w tréjkaty ACD i BC'D. Wykorzystu-
jac podobienstwo trojkatéw, udowodnij, ze
ri+r2=r?, gdzie r to promien okregu wpi-
sanego w tréjkat ABC, a nastepnie rozwaz
tréjkat DO, 0.



