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Wstep

Komitet Glowny OMG postanowil zorganizowa¢ Obéz Naukowy Olim-
piady Matematycznej Gimnazjalistéw po raz pierwszy w roku 2011, po zakon-
czeniu VI edycji Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw. Zakwalifikowano
na niego najlepszych laureatéw VI OMG (2010/2011) z mtodszych klas gim-
nazjum. Celem Obozu bylo pobudzenie uczniéw do wzmozonej aktywnosci
naukowej, dzieki czemu mogliby oni, jeszcze jako uczniowie gimnazjum, spré-
bowaé swoich sit w Olimpiadzie Matematycznej (dla uczniéw szk6t ponadgim-
nazjalnych) — najstarszej olimpiadzie przedmiotowej w Polsce, a takze jednej
z najstarszych na Swiecie, dajacej szereg uprawnien w rekrutacji na uczelnie
WYyzsze.

Kazdego dnia uczestnicy Obozu rywalizowali ze soba w zawodach indy-
widualnych. Popotudnia byly poswiecone na oméwienie zadan oraz odczyty
o tematyce olimpijskiej. Pod koniec Obozu uczniowie rozegrali mecz matema-
tyczny (regulamin meczu znajduje si¢ na koncu niniejszej broszury).

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania (wraz z pelnymi rozwiaza-
niami) z pierwszego Obozu Naukowego OMG. Odby! sie on w dniach od 29
maja do 4 czerwca 2011 roku w miejscowosci Perzanowo (woj. mazowieckie),
w gospodarstwie agroturystycznym Relax. Wzieto w nim udzial nastepujacych
20 uczniow:

Dominika Bakalarz, Szymon Batdg, Anna Czerwinska, Piotr Godlewski, Pa-
tryk Kruszynicki, Michal Kuzba, Konrad Majewski, Marcin Michorzewski, Jan
Mirkiewicz, Marta Moscicka, Adam Nalecz-Jawecki, Szymon Pajzert, Konrad
Paluszek, Piotr Pawlak, Michat Proviczuk, Leszek Sotdan, Beniamin Stecula,
Oskar Szymanski, Fwa Wieczorek oraz Ewa Zielinska.

Kadre Obozu stanowili:

Jerzy Bednarczuk, Jakub Oc¢wieja, Waldemar Pompe, Urszula Swianiewicz
oraz Tomasz Szymczyk.

Mamy nadzieje, ze publikacja zadan z Obozu wraz z pelnymi rozwiaza-
niami pozwoli wiekszej liczbie uczniow zapoznaé sie z nimi i bedzie stanowié
cenny material w przygotowaniach do Olimpiady.

Komitet Glowny Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow






TresSci zadan
Zawody indywidualne

1. Wyznacz wszystkie pary (z,y) liczb rzeczywistych spelniajace réwnanie

4y’ + 2+ zy+4=2y.

2. Dany jest czworokat wypukty ABC'D. Punkty K i L leza odpowiednio
na odcinkach AB i AD, przy czym czworokat AKCL jest rownolegltobokiem.
Odcinki DK i BL przecinaja si¢ w punkcie M. Wykaz, ze pola czworokatow
AKML i BCDM sg réwne.

3. Liczby k i m mozna przedstawi¢ w postaci a®+2b%, gdzie a, b sa liczbami
catkowitymi. Udowodnij, ze takze liczbe km mozna przedstawi¢ w tej postaci.

4. Dany jest tréjkat prostokatny ABC, w ktérym SBAC =90°, AB=a,
AC =b. Rézne punkty D, E, F leza odpowiednio na bokach BC, CA, AB.
Wykaz, ze obwdd trojkata DEF jest wiekszy od
2ab

5. Liczba A >1 jest catkowita, przy czym nie jest ona ani liczbg pierwsza,
ani potegg liczby 2. Wykaz, ze liczbe A mozna przedstawié w postaci sumy co
najmniej trzech kolejnych liczb catkowitych dodatnich.

6. Wykaz, ze dla kazdych dodatnich liczb a, b spetniona jest nieréwnosé
a n b < 1
at+02  bi+a? ab’

7. Prostokat rozcieto na pewna liczbe czeéci, z ktorych kazda jest kwa-
dratem o wymiarach 2 x 2 lub prostokatem o wymiarach 1 x 4. Nastepnie jeden
kwadrat 2 x 2 wymieniono na jeden prostokat 1 x 4. Wykaz, ze z otrzymanych
czeSci nie mozna utozyé wyjdciowego prostokata.

8. W trapezie ABCD punkt S lezy na podstawie AB, a punkt R lezy na
podstawie C'D. Odcinki DS i AR przecinaja sie w punkcie K, a odcinki C'S
i BR przecinaja sie w punkcie L. Wykaz, ze suma pél tréjkatow ADK i1 BLC
jest réwna polu czworokata K. SLR.

9. Dane sg takie liczby catkowite a, b, rézne od zera, ze liczba ab jest
dzielnikiem liczby a? —b?. Udowodnij, ze |a| = |b|.

10. Dany jest kwadrat ABCD o boku dlugosci 1. Wyznacz wszystkie
takie pary punktéw (P,Q), lezace wewnatrz tego kwadratu, dla ktérych

AP+DP+PQ+BQ+CQ=1+3.

11. Rozwigz réwnanie 22 — a2 —4+8=0.
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12. Jesli szeroko$é pewnego prostokata powickszymy o 50%, to jego szero-
ko$¢é powiekszy sie o 25%. O ile procent zmniejszy sie dtugosé tego prostokata,
jesli jego dtugo$é zmniejszymy o 50% ?

13. Przekatne pewnego trapezu maja dlugosci 15 oraz 20, a wysokosé
tego trapezu wynosi 12. Oblicz pole tego trapezu.

14. Czy kwadrat o wymiarach 100 x 100 mozna rozciaé¢ ]

na czesci przystajace do tej na rysunku? (Kazda cze$é sklada
sie z pieciu kwadratéw jednostkowych.) OdpowiedZ uzasadnij. | | |

15. Dany jest taki ostrostup czworokatny SABCD o podstawie ABCD,
w ktérym AS=BS=DS oraz

24ASB=<94BSC, 24BSC=<4CSD, 24CSD=<DSA.
Wiadomo takze, ze $SAB =24SAD. Wyznacz miare kata SAB.

16. Wewnatrz kota o promieniu 1 wybrano sze$¢ punktéow. Wykaz, ze
pewne dwa z tych punktéw sa odlegle o co najwyzej 1.

17. Czy liczbe 1 mozna przedstawié¢ jako sume odwrotnosci oémiu réznych
liczb naturalnych?

18. Wyznacz wszystkie tréjki (a,b,c) nieujemnych liczb rzeczywistych,
dla ktérych spelnione sa réwnosci

Va+vVb+e=Vb+veta=e+Va+b.

19. Okrag w jest wpisany w romb ABCD. Prosta k, styczna do okregu w,
przecina odcinki BC i CD odpowiednio w punktach P i (). Wykaz, ze wartosé
iloczynu BP-DQ nie zalezy od wyboru stycznej k.

20. W pewnym turnieju wzieto udziat n graczy. Kazdy rozgegrat jeden
mecz z kazdym i nie byto remiséw. Udowodnij, ze po zakofczeniu turnieju
wszystkich zawodnikéw mozna tak ustawi¢ w kolejce, aby kazdy z nich, z wy-
jatkiem pierwszego, stal bezposrednio za zawodnikiem, z ktérym wygratl.

21. Dany jest szeScian ABCD A’B'C'D’ o krawedzi dlugoséci 1. Oblicz
odleglo$é pomiedzy prostymi A'B i B'C.

Mecz matematyczny

22. Wyznacz wszystkie pary (p,q) liczb pierwszych, dla ktérych
p+q=(p—aq)°’.

23. Dana jest szachownica 32 x 32. Po usunieciu pewnego pola —
okazalo sie, ze pozostala czes¢ tej szachownicy mozna pokryé kloc-
kami zbudowanymi z trzech kwadratéow jednostkowych, jak na ry-
sunku. Ktére pole usunigto?
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24. Czy istnieje dziesie¢ takich liczb naturalnych, ze zadna z tych liczb
nie dzieli sie przez zadna z pozostalych, a kwadrat kazdej z tych liczb dzieli
sie przez kazda z pozostatych?

25. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkty D, E, F leza odpowiednio
na bokach BC, CA, AB, przy czym <FDE = <IBAC oraz YDEF = JABC.
Wykaz, ze punkt przeciecia wysokosci tréjkata DEF pokrywa sie ze srodkiem
okregu opisanego na tréjkacie ABC.

26. Dany jest trojkat ostrokatny ABC' oraz jego wysokosci AD i BE.
Punkty P i @ sa rzutami prostokatnymi odpowiednio punktéw A i B na prosta
DE. Wykaz, ze PE=QD.

27. Rozstrzygnij, czy istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, dla ktérej
liczba 7" —1 jest podzielna przez liczbe 6™ — 1.

28. Na przyjeciu spotkato sie n oséb. Okazalo sie, ze zadnych dwéch zna-
jomych nie ma wspolnego znajomego. Ponadto kazdych dwéch nieznajomych
ma dokladnie dwoéch wspdlnych znajomych. Udowodnij, ze wszystkie osoby
obecne na tym przyjeciu maja taka sama liczbe znajomych.

29. Wykaz, ze dla kazdych dodatnich liczb a, b, ¢ spelniona jest nieréw-
nosé

V2a+V20+v2c <Va+b+Vb+c+veta.

30. Punkty K, L, M, N leza odpowiednio na bokach CD, DA, AB,
BC czworokata wypuklego ABCD, przy czym zaden z tych punktéw nie po-
krywa si¢ z wierzchotkiem czworokata. Wykaz, ze jezeli [AK B]=[C DM] oraz
[BCL]=[DAN], to [ABK|=[BCL)].

Uwaga: Symbol [XY Z] oznacza pole tréjkata XY Z.

31. Rozstrzygnij, czy istnieje taki ostrostup czworokatny o krawedziach
bocznych réznej dlugosci, ktory mozna podzieli¢ na trzy przystajace czworo-
Sciany.

32. Piotrek i Marcin zostali wyrzuceni z zajeé. Otrzymali dlugopis i kart-
ke z napisang liczba 2. Co minute wykonujg nastepujaca operacje: mnoza
wszystkie liczby znajdujace sie na kartce, dodaja liczbe 1, a nastepnie wpi-
suja na kartke najwickszy dzielnik pierwszy otrzymanej liczby. Moga wrocié
na zajecia dopiero wtedy, gdy na kartce pojawi sie liczba 5. Czy kiedykolwiek
to nastapi? Jesli tak, to po ilu minutach?






Rozwiazania zadan

Zawody indywidualne

Zadanie 1. Wyznacz wszystkie pary (z,y) liczb rzeczywistych spelniajace réw-
nanie
x2+y2 +2x+axy+4=2y.

Rozwiazanie

Sposob 1

Po pomnozeniu danego réwnania stronami przez 2 i przeniesieniu wszyst-
kich sktadnikéw na jedna strone, otrzymujemy

222 +29% + 4 + 2wy +8 — 4y = 0.
Przeksztalcajac réwnowaznie, dostajemy kolejno
22 +Ar+4+1y? —dy+4+ 2%+ 2y +14° =0,
(@+2)*+(y=2)* + (2 +y)* =0.
Poniewaz kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest nieujemny, z powyz-
szej zaleznoéci uzyskujemy z+2=0, y—2=0 oraz z+y =0. Stad jedynym
rozwigzaniem jest x = -2, y=2.

Sposob 11
Potraktujmy wyrazenie 22+ 2 + 2z + xy+4 — 2y lub réwnowaznie

22+ (y+2)z+y* —2y+4
jako funkcje zmiennej z z parametrem y. Mamy wéwczas
A=(y+2)*—4(y* —2y+4)=-3y* +12y—12=—-3(y—2)°.

Rozwigzanie danego réwnania istnieje gdy A >0, czyli w tym wypadku
jedynie dla y =2. Wéwczas réwnanie przybiera postaé x24 4z +4 =0, czyli
(r+2)?=0, skad z = —2.

Wobec tego jedynym rozwiazaniem réwnania jest para x =—2, y=2.

Zadanie 2. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Punkty K i L lezg odpo-
wiednio na odcinkach AB i AD, przy czym czworokat AKCL jest
réwnolegtobokiem. Odcinki KD i BL przecinajg sie w punkcie M.
Wykaz, ze pola czworokatéw AKML i BCDM sa réwne.

Rozwigzanie

Niech [F] oznacza pole figury F.

Tréjkaty ABL i ABC maja wspdlng podstawe AB oraz jednakowe wyso-
koSci opuszczone na te podstawe (gdyz proste AB i C'L sa réwnolegle). Wobec
tego trojkaty te maja réwne pola. Podobnie, trojkaty ACK i DCK maja
rowne pola, poniewaz odcinek C'K jest ich wspdlng podstawa, a proste CK
i AD sa réwnolegle.
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rys. 1

Korzystajac uzyskanych rownosci pél, otrzymujemy
[AKML]+[BMK]=[ABL|=[ABC]=[ACK]|+[CKB]|=
=[DCK|+|CKB]|=[DKBC|=[BCDM]+[BMK],
czyli [AKM L) =[BCDM], co nalezalo udowodnié.

Zadanie 3. Liczby k i m mozna przedstawi¢ w postaci a® +2b%, gdzie a, b sa
liczbami catkowitymi. Udowodnij, ze takze liczbe km mozna przed-
stawi¢ w tej postaci.

Rozwigzanie

Niech a, b, ¢, d beda takimi liczbami catkowitymi, ze

k=a?420* oraz m=c>+2d>
Wéwezas otrzymujemy
Em = (a® +2b%)(c? +2d?) = a®c* +2a2d? + 2% ¢* + 4b*d* =

= a?c? — 4abed + 4b*d* + 2622 + dabed + 262 d? = (ac— 2bd)? 4 2(be + ad)?.
Liczby ac—2bd i bc+ ad sa catkowite, wiec dowdd jest zakoniczony.

Uwaga 1.

Mozliwe jest réwniez inne przedstawienie: km = (ac+ 2bd)? +2(ad — be)?.

Uwaga 2.

Wiecej na temat tozsamosci wyprowadzonej w rozwiazaniu zadania mozna
przeczyta¢ w artykule Tozsamo$é Diofantosa, gazetka OMG Kwadrat nr 2,
grudzien 2011 r.

Zadanie 4. Dany jest tréjkat prostokatny ABC, w ktérym < A=90° oraz AB=a,
AC=b. Rézne punkty D, E, F leza odpowiednio na bokach BC, C A,
AB. Wykaz, ze obwéd tréjkata DEF jest wiekszy od
2ab
VT
Rozwigzanie

Niech D’ bedzie obrazem punktu D w symetrii wzgledem prostej AC.
Podobnie niech D” bedzie obrazem punktu D w symetrii wzgledem prostej
AB (rys. 2). Mamy wéwczas

ID'AC+<SCAB+<YBAD" =JCAD+90° +<JDAB =180°,
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skad wynika, ze punkty D', A, D" leza na jednej prostej.

rys. 2

7 nieréwnosci tréjkata wynika, ze
DE+EF+FD=D'E+EF+FD">D'D=2-AD.
Wystraczy wiec wykazaé nieréwnosé
ab
Poniewaz punkt D lezy na boku BC, wiec dlugosé odcinka AD jest nie
mniejsza od wysokoéci AH tréjkata ABC. Ponadto

AH-BC=2-[ABC|=AB-AC,
gdzie [ABC|] oznacza pole tréjkata ABC. Stad
AB-AC b
AD> AH = =
BC Va2 + b2
Zadanie 5. Liczba A >1 jest catkowita, przy czym nie jest ona ani liczba pierw-
sza, ani potega liczby 2. Wykaz, ze liczbe A mozna przedstawi¢ w po-
staci sumy co najmniej trzech kolejnych liczb catkowitych dodatnich.
Rozwiazanie
Sposob 1
Liczbe A mozna przedstawi¢ w postaci sumy n (n > 3) kolejnych liczb
catkowitych dodatnich wtedy i tylko wtedy, gdy

AD >

A:k+(k+1)+...+(k+n—1):kn—i—(n21)n
dla pewnej liczby naturalnej k > 1.

Jesli n=2m (m>1) jest liczba parzysta, to ta zaleznosé¢ sprowadza sie do
A= (2k+2m—1)m, natomiast jesli n=2m+1 (m >1) jest liczba nieparzysta,
to réwnosé ta przybiera postaé A= (2m—+1)(k+m).

Przypusémy, ze liczba A nie jest ani liczba pierwsza, ani potega dwdjki.
Wtedy A=a-b, gdzie a > 3 jest liczbg nieparzysta, natomiast b> 2 jest liczba
naturalna.
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Jesli 2b > a, to przyjmijmy
1 1
kzi(Zb—a—i-l) oraz m:§(a—1).

Wtedy A= (2m+1)(k+m), co na mocy przeprowadzonego rozumowania ozna-
cza, ze liczbe A mozna przedstawi¢ w postaci sumy 2m + 1 kolejnych liczb
naturalnych.

Jedli natomiast 2b < a, to przyjmijmy

1
k::§(a—2b+1) oraz m=b.

Wéwezas A= (2k+2m—1)m, co podobnie jak wyzej oznacza, ze liczba A jest
suma 2m kolejnych liczb naturalnych.

Sposob 11

Liczba A nie jest pierwsza i nie jest potega dwdjki, wiec mozemy ja zapisaé
w postaci A=2".(2m+1) dla pewnych liczb catkowitych k, m, przy czym k>0,
m > 1.

Przyjmijmy najpierw, ze k > 1. Liczbe A mozemy zapisa¢ w postaci

A=2"—m)+ 2  —(m—-1)+.. 2 - +2F 2P+ +
+ (28 (m=1))+ (2" +m). (*)

Zauwazmy, ze jesli 28 —m >0, to po prawej stronie réwnoéci (*) stoja co
najmniej trzy dodatnie sktadniki. Istotnie, liczba tych sktadnikéw jest réwna

2F+m)— (2 —m)+1=2m+1>3.

Jezeli natomiast 2 —m <0, to m—2* ujemnych sktadnikéw stojacych po prawej
stronie réwnosci (x) zredukuje sie z odpowiednimi skladnikami dodatnimi.
W rezultacie po redukcji tej zostanie

(28 +m)—(m—2F) =21 >4

sktadnikéw dodatnich. W obu przypadkach liczba A zostala przedstawiona
jako suma co najmniej trzech kolejnych liczb catkowitych dodatnich.
Pozostatl do rozpatrzenia przypadek k=0. Wowczas A=2m+1. Poniewaz
liczba A jest nieparzysta liczba zlozong, wiec mozemy przedstawié ja jako
iloczyn dwéch liczb nieparzystych p, ¢ wiekszych od 1. Bez straty ogélnosci
przyjmijmy, ze p< q oraz p=2r+1 dla pewnej liczby catkowitej r > 1. Wowczas

A=(q—r)+...+@-1D+q+(g+1)+...+(g+r).
Poniewaz r > 1 oraz ¢—r >0, wiec powyzsza suma zawiera co najmniej 3

sktadniki, z ktorych kazdy jest dodatni. To koniczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 6. Wykaz, ze dla kazdych dodatnich liczb a, b spelniona jest nieréwnoéé
a b 1
ST A
at+ b2 + b*+a2 " ab
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Rozwiagzanie

Dla dowolnych liczb dodatnich z, y zachodzi nieréwnos$é x2 +y? > 2xy.
Stad

L
at+b2 " 2a2b 2ab’
Analogicznie otrzymujemy
b b 1
— < ——
b*+a2  2ab%2  2ab

Po dodaniu obu nieréwnosci stronami dostajemy teze.

Zadanie 7. Prostokat rozcieto na pewng liczbe czesci, z ktérych kazda jest kwa-
dratem o wymiarach 2 x 2 lub prostokatem o wymiarach 1 x 4. Na-
stepnie jeden kwadrat 2 X 2 wymieniono na jeden prostokat 1 x 4.
Wykaz, ze z otrzymanych czeéci nie mozna ulozy¢ wyjsciowego pro-
stokata.

Rozwigzanie

Sposdb 1

Podzielmy nasz prostokat na kwadraty 1x 1 (zwane dalej polami) i poko-
lorujmy niektore z nich, jak pokazano na rysunku 3. Zatézmy, ze po pocieciu
danego prostokata otrzymalismy k kwadratéw 2x2 i [ prostokatéw 1 x4. Wow-
czas kazdy z uzyskanych kawatkow zawiera cztery pola, przy czym kwadrat
2 x 2 zawiera dokladnie jedno pole zamalowane, a kazdy prostokat 1 x4 za-
wiera 0 lub 2 pola zamalowane. W takim razie liczba wszystkich zamalowanych
pol jest tej samej parzystosci co liczba k.

N | |W[N| =
WIN [~ Ww| N
W= W
R W N =]~
N[~ WIN| -
WIN [ lW|N

rys. 3 rys. 4

Przypusémy, ze po zamianie jednego kwadratu na prostokat 1 x4 udato
nam si¢ utozy¢ wyjsciowy prostokat. Przeprowadzajac analogiczne rozumowa-
nie dla nowego podzialu prostokata, otrzymujemy, ze liczba wszystkich zama-
lowanych pdl jest tej samej parzystosci co liczba k—1. W konsekwencji, liczby k
i k—1 sa tej samej parzystosci, co jest sprzeczne. W takim razie z otrzymanych
czedci nie mozna utozy¢ wyjsciowego prostokata.
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Sposdb 11

Podobnie jak w sposobie I podzielmy nasz prostokat na pola 1x1 i ponu-
merujmy je jak na rysunku 4. Poniewaz pole prostokata jest liczba naturalna
podzielna przez 4, wiec mamy dwa przypadki: dlugoéé¢ co najmniej jednego
z jego bokow dzieli sie przez 4 lub dtugosci obu bokéw sa parzyste, ale niepo-
dzielne przez 4.

Rozwazmy przypadek, w ktorym jeden z wymiaréw prostokata jest po-
dzielny przez 4. Wéwczas prostokat ma tyle samo pél z kazdym numerem.

112121313414
203113141411 ]]1]2

rys. 5

Kazdy prostokat 1x4 przykrywa po jednym polu z kazdym numerem. Na-
tomiast mamy cztery rodzaje kwadratéw 2x2 (rys. 5). Niech a, b, ¢, d beda licz-
bami kwadratéw, ktore przykrywaja odpowiednio dwie jedynki, dwie dwdjki,
dwie tréjki i dwie czworki.

Woéwcezas otrzymujemy, ze kwadraty przykrywaja 2a+b+d pdél z numerem
jeden, a+2b+c pdl z numerem dwa, b+ 2c+d pdl z numerem trzy i a+c+2d
pol z numerem d. W szczegdlnosci, skoro pokrywaja tyle samo pél z kazdym
numerem, mamy 2a+b+d=>b+2c+d, skad a =c. Analogicznie b=d. Zatem
w sumie musimy mieé parzysta liczbe kwadratéw.

Po zamianie jednego kwadratu na prostokat, liczba kwadratéw stanie sie
nieparzysta, wiec kwadraty nie beda mogly pokrywaé po tyle samo pél z kaz-
dym numerem.

W drugim przypadku przy analogicznych oznaczeniach otrzymujemy

2a+b+d=b+2c+d=a+2b+c—1=a+c+2d+1,

tzn. pdl z numerem 2 jest o jedno wiecej, a pol z numerem 4 o jedno mniej,
niz pél z numerami 1 i 3.

Otrzymujemy stad a =c oraz b=d+1, a wiec liczba kwadratéw jest nie-
parzysta. Analogicznie jak w pierwszym przypadku mozemy uzasadnié, ze po
zamianie jednego kwadratu na prostokat, nie uda nam sie pokry¢ catej planszy.

Zadanie 8. W trapezie ABC'D punkt S lezy na podstawie AB, a punkt R lezy
na podstawie C'D. Odcinki DS i AR przecinaja sie w punkcie K,
a odcinki C'S i BR przecinaja sie w punkcie L. Wykaz, ze suma pdl
tréjkatow AKD i BLC' jest réwna polu czworokata KSLR.
Rozwigzanie
Niech [F] oznacza pole figury F.
Tréjkaty ASD i ASR maja wspdlna podstawe AS oraz réwne wysokosci
poprawadzone na te podstawe (rys. 6). Wobec tego [ASD]=[ASR)]. Po odjeciu
od obu stron tej réwnoéci pola tréjkata ASK, uzyskujemy

[AKD]=[SKR).
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Analogicznie dowodzimy, ze

[BLC)=[SLR].
Dodajac stronami dwie ostatnie zaleznosci, uzyskujemy teze.
D R c

rys. 6

Zadanie 9. Dane sg takie liczby catkowite a, b (rézne od zera), ze liczba ab jest
dzielnikiem liczby a® —b?. Udowodnij, ze |a| = |b|.

Rozwigzanie

Niech d bedzie najwiekszym wspdélnym dzielnikiem liczb a i b. Wow-
czas mamy a=dai, b=db; dla pewnych wzglednie pierwszych liczb a; i b;.
Z warunkéw zadania wynika, ze liczba a1b;d? = ab jest dzielnikiem liczby
a?—b2=d?*(a? —b?), a stad a1b; jest dzielnikiem liczby a? —b?. Skoro a; dzieli
liczbe a? —b?, to a; musi byé réwniez dzielnikiem liczby b2. W takim razie
|ai| =1, poniewaz ay i by sa wzglednie pierwsze. Analogicznie |by|=1, co daje
ostatecznie |a| =|d| =1b|.

Zadanie 10. Dany jest kwadrat ABCD o boku dlugosci 1. Wyznacz wszystkie
takie pary punktéw (P,Q), lezace wewnatrz tego kwadratu, dla kt6-

rych
AP+DP+PQ+BQ+CQ=1+/3.
Rozwiazanie
D C
D G -—-- L Q\ [T Y
A B
rys. 7

Na bokach kwadratu ABC D, po jego zewnetrznej stronie, zbudujmy tréj-
katy réwnoboczne ADX i CBY (rys. 7). Wéwczas spelnione sa nieréwnosci
DP+AP> XP oraz BQ+CQ >YQ, przy czym réwnosci zachodza wtedy
i tylko wtedy, gdy $APD =120° = <CQB. Dowdd tego faktu mozna zna-
lezé w artykule Nierdwnosé trojkqta (zadanie 4), gazetka OMG Kwadrat nr 2,
grudzien 2011 r.
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Stad otrzymujemy
AP+DP+PQ+BQ+CQ>XP+PQ+YQ>XY =1+3.

W takim razie punkty P i ) spelniaja warunki zadania wtedy i tylko wtedy,
gdy leza wewnatrz kwadratu ABC D, na odcinku XY oraz

JAPD =120° = ¥CQB.

Zadanie 11. Rozwiaz réownanie z° — /22 —4 +8=0.

Rozwigzanie

Na poczatku zauwazmy, ze musi zachodzié nieréwnoéé x% —4 >0, ktéra
jest réwnowazna warunkowi |z| > 2.

Przypus$émy, ze x > 2. Wowczas

P 48>ad > > V214,

stad w tym przypadku zadane réwnanie nie ma rozwiazan.
Rozwazmy przypadek z < —2. Mamy wtedy 23 < —8, skad

2> —Va2—4+8<0,

wiec 1 w tym przypadku dane rownanie nie ma rozwigzan.

Pozostal przypadek z = —2. Bezposrednio sprawdzamy, ze © = —2 jest
rozwigzaniem. Na mocy przeprowadzonego rozumowania, jest to jedyne roz-
wigzanie danego réwnania.

Odpowiedz

Jedynym rozwiazaniem danego réwnania jest liczba x = —2.

Zadanie 12. Jesli szeroko$é pewnego prostokata powigkszymy o 50%, to jego sze-
roko$é powiekszy sie o 25%. O ile procent zmniejszy sie dtugosé tego
prostokata, jesli jego dtugo$é zmniejszymy o 50% 7

Rozwigzanie

Oznaczmy dtugosci bokéw prostokata przez x iy, przy czym x <y. Wtedy
x jest szerokosScig, a y — dtugosciag danego prostokata.

Po powiekszeniu szerokosci o 50% otrzymujemy prostokat o wymiarach
1,5x x y. Zgodnie z warunkami zadania, szerokos¢ prostokata wynosi teraz
1,25z, a zatem y=1,252x. Wobec tego 1,5x jest dlugoscia nowego prostokata.

Jesli zmniejszymy dlugosé naszego prostokata o 50%, to otrzymamy pro-
stokat o bokach x i 1,25x-0,5=0,625x. Wobec tego dlugoscia stanie si¢ bok
o dlugosci z, a to oznacza, ze dtugosé zmniejszy sie o 20% (z 1,25z do x).

Zadanie 13. Przekatne pewnego trapezu maja dtugosci 15 oraz 20, a wysokosé
tego trapezu wynosi 12. Oblicz pole tego trapezu.

Rozwiagzanie

Oznaczmy dany trapez przez ABCD, w taki sposéb, ze AB i C'D to
podstawy oraz AC =15, BD = 20.

Niech CDBE bedzie réwnoleglobokiem. Wéwczas pole trapezu ABCD
jest réwne polu trojkata AEC. Zadanie sprowadza sie wigc do znalezienia
pola tréjkata AEC o bokach AC =151 CE =20 oraz wysokosci CH = 12.
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D

A

rys. 8 rys. 9

Takie tréjkaty AEC sa dwa, z dokladnosciag do przystawania. Mianowicie,
korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, obliczamy

H=vVAC?-CH?=9 oraz EH=+CE?2—-CH?=16.

W zaleznosci od tego, czy punkt H lezy na odcinku AE (rys. 8), czy poza tym
odcinkiem (rys. 9), otrzymujemy

AE=AH+FH=25 lub AE=FH-AH=T".
Stad szukane pole wynosi 150 lub 42.

Zadanie 14. Czy kwadrat o wymiarach 100x 100 mozna rozciaé na czesci przysta-
jace do tej na rysunku? (Kazda cze$é sktada sie z pieciu kwadratow
jednostkowych.) OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie

Czesciami, o ktorych mowa w zadaniu, mozna pokry¢ prostokat o wymia-
rach 5x 10 (rys. 10), wiec mozna nimi pokryé réwniez kwadrat o wymiarach
100 x 100.

rys. 10
Zadanie 15. Dany jest taki ostrostup czworokatny SABCD o podstawie ABCD,
w ktorym AS = BS = DS oraz
29ASB=94BSC, 24BSC=<9CSD, 24CSD=<DSA.
Wiadomo tez, ze LSAB =24SAD. Wyznacz miare kata SAB.
Rozwigzanie

Oznaczmy JASB = a.

7 warunkéw zadania wynika, ze

IBSC =20, <CSD=4a, IDSA=S8a.
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Stad otrzymujemy
IDSA=8a>Ta=IASB+IBSC+<4CSD.

Otrzymalismy sprzeczno$é. W takim razie ostrostup o wlasnosciach opisanych
w tredci zadania nie istnieje.

Zadanie 16. Wewnatrz kota o promieniu 1 wybrano sze$é¢ punktéw. Wykaz, ze
pewne dwa z tych punktéw sa odlegte o co najwyzej 1.
Rozwigzanie

Najpierw wykazemy, ze jesli dwa punkty A i B lezg w jednym wycinku
o kacie 60° kota o promieniu 1, to sa odlegte o co najwyzej 1.

Niech O oznacza $rodek kota (rys. 11). Wowezas LAOB<60°, wiec w trdj-
kacie AOB istnieje inny kat o mierze nie mniejszej od miary kata AOB. Bez
straty ogdlnoéci przyjmijmy, ze jest to kat O AB. Korzystajac z faktu, ze w troj-
kacie dtuzszy bok lezy naprzeciw wigkszego kata, otrzymujemy AB< OB < 1.

O

rys. 11

Podzielmy dane kolo na szes¢ jednakowych wycinkéw tak, by jeden z wy-
branych punktéw, nazwijmy go X, lezal na granicy dwéch wycinkdw.

Jedli pewien punkt lezy w tym samym wycinku co X, otrzymujemy teze.
W przeciwnym przypadku 5 punktéw musimy umiesci¢é w pozostatych 4 wy-
cinkach, wiec pewne dwa znajda sie w jednym wycinku, co réwniez daje teze.

Zadanie 17. Czy liczbe 1 mozna przedstawié¢ jako sume odwrotnosci o$miu réz-
nych liczb naturalnych?

Rozwigzanie
Wykazemy, ze takie przedstawienie jest mozliwe. Zauwazmy, ze
111
2 3 6

Korzystajac z tej réwnosci, otrzymujemy
1:1+1-1:1+1-(1+1+1> 7+1+ +i
2 2 2 2
Wykonujac analogiczne rachunki, uzyskujemy kolejno

1_1+1 <1+1+1+1> 1+1+1+1+1
2 2 \2 4 6 2 4 8 24’
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11 /1 1 1 1 1y 1.1 1 1 1 1
—2+2'(2+4+8+12+24)—2+4 ERETAEYRPTE

TR NETR TR TR R WL O UL U0 WL O B
2 2 \2 4 8 16 24 48) 2 4 8 16 32 48 96’
2 2 \2 4 8 16 32 48 96

1111 1 1 1 1
—§+Z+§+E+§+674+%+@.

Uwaga

Istnieje wiele innych przedstawien jedynki jako sumy odwrotnosci osSmiu
roznych liczb naturalnych, zachecamy Czytelnika do znalezienia innego.

Zadanie 18. Wyznacz wszystkie trojki (a,b,c) nieujemnych liczb rzeczywistych,
dla ktorych spelnione sg réwnosci

Va+vVbte=vVb++veta=+vec+Vatb.

Rozwiazanie
Przeksztalcajac réwnowaznie pierwsza rownos$é, otrzymujemy kolejno

Va+Vb+e=vVb+eta,

a+2y/a(b+c) +b+c=b+2y/b(c+a) +c+a,

Valbte) = \/b(cta),
ab+ac=bc+ba,
c(a—b)=0.

Uzyskujemy stad c=0 lub a=5.

Analogicznie otrzymujemy b=0 lub a =c oraz a =0 lub b=c.

Rozpatrzmy przypadek ¢ =0 (przypadki a =0 i b=0 sg analogiczne).
Wowezas z wyjsciowej réwnosci dostajemy /a +v/b =+/a+0b. Po podniesieniu
do kwadratu i redukeji wyrazéw podobnych otrzymujemy vab =0, a stad a=0
lub b=0. Uzyskujemy wiec tréjki postaci (0,5,0) i (a,0,0), ktére faktycznie
spelniaja réwnanie z zadania, podobnie jak tréjka (0,0,c).

W przypadku gdy wszystkie liczby sa rézne od 0 otrzymujemy a=0b=c,
co rowniez okazuje sie rozwiazaniem réwnania.

Odpowied?

Tréjka (a,b,c) spelnia warunki zadania wtedy i tylko wtedy, gdy jest jed-
nej z postaci (a,0,0), (0,6,0), (0,0,¢) lub (d,d,d), gdzie a, b, ¢, d sa liczbami

nieujemnymi.

Zadanie 19. Okrag w jest wpisany w romb ABCD. Prosta k, styczna do okregu w,
przecina odcinki BC' i C'D odpowiednio w punktach P i Q. Wykaz,
ze wartosé iloczynu BP - D@ nie zalezy od wyboru stycznej k.
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Rozwiagzanie
Niech O oznacza $rodek okregu w (rys. 12). Punkt ten jest jednoczesnie
punktem przecigcia przekatnych rombu.

D Q C

A B
rys. 12
Poniewaz proste D@ i PQ sa styczne do okregu w, wiec
IDQO = YPQO =

Analogicznie

IBPO=<4QPO=.

Z réwnoéci BC = CD otrzymujemy réwniez, ze SPBO = QDO =+.
Sumujac katy czworokata PQ DB, otrzymujemy 2a+23+2~v=360°, skad
a+B+~v=180°. W takim razie

ID0OQ =180° - 4QDO —IDQRO =180° —vy—a =/
7 réwnosci odpowiednich katéw otrzymujemy, ze trojkaty DOQ i BPO
sa podobne (cecha kat—kat), skad
DO BP
DQ ~ BO'
W takim razie iloczyn DQ-B P wynosi DO-BQO, czyli jest niezalezny od wyboru
prostej k.

Zadanie 20. W pewnym turnieju bierze udzial n graczy. Kazdy rozgrywa jeden
mecz z kazdym i nie ma remiséw. Udowodnij, ze po zakonczeniu
turnieju wszystkich zawodnikéw mozna tak ustawi¢ w kolejce, aby
kazdy z nich, z wyjatkiem pierwszego, stal bezposrednio za zawod-
nikiem, z ktéorym wygral.

Rozwigzanie

Rozpatrzmy kolejke spetniajaca warunek z zadania, o najdtuzszej mozli-
wej dlugodci k (jezeli takich kolejek jest wiecej niz jedna, wybieramy dowolna

z nich). Oznaczmy zawodnikéw stojacych w kolejce przez Aj, Aa,..., Ay, przy

czym A;p stoi na koncu kolejki, a A na poczatku. Przypuéémy, ze k <n, czyli

rozpatrywana kolejka nie zawiera wszystkich zawodnikéw. Niech B bedzie pew-
nym zawodnikiem nie stojacym w kolejce.
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Jezeli zawodnik B przegral ze wszystkimi zawodnikami stojacymi w ko-
lejce, to w szczegdlnosci przegrat z Ax. W takim razie mozemy go dostawié
na poczatku kolejki przed Ag, tym samym ja wydtuzajac. Uzyskujemy kolejke
dtugosci k41, co przeczy definicji liczby k.

Przyjmijmy wiec, ze zawodnik B wygral z pewnym zawodnikiem stojacym
w kolejce. Niech i bedzie najmniejszg liczba, taka, ze B wygral z zawodnikiem
A;. Jedli i=1, to B wygral z A; i wéwczas mozemy ustawié¢ zawodnika B na
koncu kolejki, za Ay, ponownie ja wydtuzajac.

Jedli natomiast > 1, to z okredlenia liczby ¢ wynika, ze B przegral z zawod-
nikiem A;_;. W takim razie mozemy zawodnika B ustawi¢ w kolejce pomiedzy
zawodnikami A;_1 a A;. Zatem i w tym przypadku kolejke mozemy wydtuzyé.

OtrzymaliSmy sprzecznosé z zatozeniem k < n, wiec k =n, czyli wybrana
kolejka musiata zawiera¢ wszystkich zawodnikow.

Zadanie 21. Dany jest szescian ABCD A'B'C’'D’ o krawedzi dlugosci 1. Oblicz
odlegtoéé pomiedzy prostymi A’B i B'C.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze proste A’B i B'C nie sg réwnolegle, gdyz punkty A’, B,
B’, C nie leza na jednej plaszczyznie. Zatem odleglo$é miedzy rozpatrywanymi
prostymi jest rowna odlegtosci dwoch ptaszczyzn réwnolegltych zawierajacych
te proste. Takimi plaszczyznami sa plaszczyzny k i | zawierajace odpowiednio
tréjkaty A’DB 1 D'CB’ (rys. 13). Plaszczyzny te sa réwnolegle, poniewaz sa
symetryczne wzgledem $rodka sze$cianu.
D

A/

A B A C

rys. 13 rys. 14

Zauwazmy, ze przy obrocie szeScianu wokol przekatnej AC” o 120°, punkt
A’ przechodzi na B, punkt B na D, a punkt D na A’. Wobec tego plaszczyzna
A’ BD przechodzi przy tym obrocie na siebie, skad wynika, ze prosta AC” jest
prostopadla do tej plaszczyzny. Analogicznie, prosta AC” jest prostopadla do
plaszczyzny B'CD’.

Niech X 1Y oznaczaja odpowiednio punkty przeciecia prostej AC” z plasz-
czyznami k il. Niech ponadto K bedzie punktem przeciecia prostej AC z plasz-
czyzna k (jest to srodek odcinka AC).
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Rozpatrzmy przekréj szeScianu plaszczyzna ACC'A’ (rys. 14). Wéwcezas
z réwnoleglodci ptaszczyzn k i | wynika, ze proste XK i YC sa réwnolegte.
Stad z réwnosci AK = KA’ otrzymujemy AX = XY. Analogicznie dostajemy
XY =Y C'. Wobec tego szukana odlegto$é wynosi
V3

1
XY =-AC = —.
3 3

Mecz matematyczny

Zadanie 22. Wyznacz wszystkie pary (p,q) liczb pierwszych, dla ktérych
p+a=(p-q)°.
Rozwigzanie
Sposob 1
Poniewaz (p—q)®=p+q>0, wiec p>q. Oznaczmy n=p—q. Wtedy n jest
liczbg calkowita, n>1 oraz p+q=n3. W takim razie
2¢=(p+q)—(p—q)=n’—n=(n-1)n(n+1).
Prawa strona uzyskanej réwnosci jest iloczynem trzech kolejnych liczb natu-
ralnych, wiec jest liczba podzielng przez 3. Wobec tego lewa strona réwniez
musi by¢ liczbg podzielng przez 3. Stad, poniewaz q jest liczba pierwsza, wiec
q=3. Z réwnoéci 6= (n—1)n(n+1), otrzymujemy n =2, a zatem p=3+2=25.
Bezposrednio sprawdzamy, ze para (p,q) = (5,3) istotnie spelnia warunki
zadania.

Sposdb 11

Zauwazmy najpierw, ze (p—q)> =p-+q >0, a stad p>q.

Skoro 2qg = (p+q)—(p—q) = (p—q)> — (p—q), to p—q dzieli 2q. Poniewaz
p i g sa réznymi liczbami pierwszymi, wiec na mocy algorytmu Fuklidesa
NWD(p—q,q) =NWD(p,q) = 1. Wobec tego p—q jest dzielnikiem liczby 2.

Gdyby p—q=1, to mielibyémy p+q=13=1, a ta réwnos¢ nie moze mieé
miejsca. W takim razie p—q=2, a stad p+q =23 =8 i w konsekwencji

(P—a)+(p+9) (P+a)—(p—q)

p:—2 =5 oraz q= 5

Podobnie jak w sposobie I bezposrednio sprawdzamy, ze uzyskana para
(p,q) = (5,3) istotnie spelnia warunki zadania.

=3.

Zadanie 23. Dana jest szachownica 32 x 32. Po usunig¢ciu pewnego pola okazato
sie, ze pozostaly czesé tej szachownicy mozna pokryé¢ klockami zbu-
dowanymi z trzech kwadratow jednostkowych, jak na rysunku. Ktére
pole usunieto?




Obéz Naukowy OMG, 2011 r. 23

Rozwiagzanie

Udowodnimy indukcyjnie, ze szachownice 2" x 2 mozna pokry¢ klockami
po usunieciu dowolnego pola. Dla n =1 jest to oczywiste.

Rozpatrzmy teraz szachownice dla n > 1 i utézmy jeden klocek na érodku
szachownicy (rys. 15). Z zalozenia indukcyjnego wiemy, ze trzy czesci szachow-
nicy jesteSmy w stanie pokry¢ klockami (w kazdej przykryte jest dokladnie
jedno, narozne pole). Czwarta czes¢ mozemy pokryé¢ pozostawiajac wolne do-
wolne pole, a stad umiemy pokryé caly szachownice pozostawiajac niezakryte

dowolne pole czwartej czesci.
2n—1 2n—1

217,71

271—1

rys. 15
Analogicznie wykazujemy, ze niezakryte moze pozosta¢ dowolne pole w in-
nych czeéciach szachownicy.

Zadanie 24. Cgzy istnieje dziesie¢ takich liczb naturalnych, ze zadna z tych liczb
nie dzieli si¢ przez zadng z pozostalych, a kwadrat kazdej z tych liczb
dzieli sie przez kazda z pozostalych?

Rozwigzanie

Takie liczby istnieja. Niech p1, p2, ..., p1o beda réznymi liczbami pierw-
szymi. Rozpatrzmy liczby:

alzpf'Pz'P?w---'pm,

azzprpg'p:’,'---‘pw,

aipo =pi1-p2-p3--.. 'p%o-
Wtedy zadna z tych liczb nie dzieli sie przez zadng z pozostaltych, lecz kwadrat
kazdej z tych liczb dzieli si¢ przez kazda z pozostalych.

Zadanie 25. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkty D, E, F leza odpo-
wiednio na bokach BC, CA, AB, przy czym YFDE = JBAC oraz
JIDEF = JABC. Wykaz, ze punkt przeciecia wysokoéci tréjkata
DEF pokrywa sie ze srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Rozwigzanie
Oznaczmy przez D', E’, F’ spodki wysoko$ci poprowadzonych odpowied-
nio z wierzchotkéw D, E, F trojkata DEF, a przez H — punkt przeciecia
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wysokosci tego trojkata (rys. 16).
Z sumy katéw wewnetrznych w tréjkatach D'HF 1 FEF' mamy
ID'HF =90° —JEFF' =<4F' EF = SABC.
Stad wynika, ze na czworokacie BDHF mozna opisa¢ okrag. Analogicznie
okrag mozna opisaé na czworokoacie EHDC.

rys. 16

Otrzymujemy stad
IDCH =<4DEE'=90° -~ <4EDF =<4F'FD=<YHBD,
co daje CH = BH. Analogicznie otrzymujemy AH = BH, a stad teze.

Uwaga

Warto zastanowié sie, czy tréjkaty DEF o wlasnoéci opisanej w tresci
zadania istnieja (poza przypadkiem, gdy D, E, F sa srodkami odpowiednich
bokéw tréjkata ABC).

Niech H bedzie srodkiem okregu opisanego na trdjkacie ostrokatnym
ABC oraz niech E bedzie pewnym punktem na boku AC. Przypusémy, ze
okrag opisany na trojkacie AHE przecina bok AB w punkcie F', a okrag opi-
sany na trojkacie BF H przecina bok BC' w punkcie D. Wowczas trojkat DEF
spelnia warunki zadania. Dowdd pozostawiamy Czytelnikowi.

Zadanie 26. Dany jest trojkat ostrokatny ABC oraz jego wysokosci AD i BE.
Punkty P i @ sg rzutami prostokatnymi odpowiednio punktéw A i B
na prosta DE. Wykaz, ze PE=QD.

Rozwiagzanie

Niech M bedzie érodkiem odcinka AB, a R — rzutem prostokatnym

punktu M na prosta DE (rys. 17).

Poniewaz punkty D i E leza na okregu o $rednicy AB, wiec MD=ME.

Prosta M R jest wiec wysokoscia w trojkacie réwnoramiennym DEM , a zatem

dzieli podstawe DE na dwa odcinki rownej dtugosci. Wobec tego RE = RD.
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rys. 17

Proste AP, MR i BQ sa réownolegte oraz AM = BM. Stad wniosek, ze
PR=(QR. Ostatecznie otrzymujemy

PE=PR-RE=QR—-RD=QD.

Zadanie 27. Rozstrzygnij, czy istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, dla ktérej
liczba 7™ —1 jest podzielna przez liczbe 6™ — 1.
Rozwigzanie
Zaltézmy, ze taka liczba catkowita dodatnia n istnieje. Poniewaz liczba
6" —1 jest podzielna przez 5, wigc rowniez liczba 7" —1 jest podzielna przez 5.
Sprawdzmy, jakie reszty z dzielenia przez 5 daja potegi liczby 7:

7=2 (mod 5), 7°=4 (mod5), 7°=3 (mod5), 7*=1 (mod5).
Wobec tego dla dowolnej liczby catkowitej nieujemnej k uzyskujemy
7T =92 (mod 5), 7*T2=4 (mod 5), 7*"3=3 (mod 5), 7*T*=1 (mod 5).

Stad wniosek, ze jezeli 5|7 —1, to liczba n musi by¢ podzielna przez 4.
Zauwazmy jednak, ze liczba 6™ —1 jest dla liczb parzystych n podzielna
przez 7. Istotnie, jesli n =2k, to

6" =62=36"=1"=1 (mod 7).
7 drugiej strony, liczba 7™ —1 nie jest podzielna przez 7 dla dodatnich n. Stad

wniosek, ze liczba n musi by¢ nieparzysta.
OtrzymaliSmy sprzecznosé, wiec nie istnieje taka liczba n.

Zadanie 28. Na przyjeciu spotkalo si¢ m os6b. Okazalo sie, ze zadnych dwdch
znajomych nie ma wspoélnego znajomego. Ponadto kazdych dwoch
nieznajomych ma dokltadnie dwéch wspdlnych znajomych. Udowod-
nij, ze wszystkie osoby obecne na tym przyjeciu maja taka sama
liczbe znajomych.

Rozwigzanie
Niech A i B bedzie dowolng para znajomych. Wykazemy najpierw, ze
osoby A i B maja wsrod pozostalych taka samag liczbe znajomych.
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Oznaczmy przez A, As,..., A wszystkich znajomych osoby A réznych
od B oraz wybierzmy spoérdéd nich dowolng osobe A;. Przyporzadkujemy tej
osobie pewnego znajomego B; osoby B w nastepujacy sposéb.

Osoba A; nie zna osoby B, gdyz w przeciwnym razie para znajomych A,
B miataby wspdlnego znajomego A;. Wobec tego para nieznajomych A;, B ma
dokladnie dwéch wspdélnych znajomych. Jednym z niech jest osoba A, drugiego
za$ oznaczmy przez B;. Zauwazmy, ze osoba B; jest nieznajomg osoby A;
w przeciwnym razie para znajomych A, B miataby wspdlnego znajomego B;.

Opisane przyporzadkowanie, ktére przypisuje osobie A; osobe B; jest réz-
nowartosciowe. Istotnie, gdyby osobom A; oraz A; (i# j) zostala przypo-
rzadkowana (zgodnie w powyzsza regula) ta sama osoba B;, to woéwczas para
nieznajomych A, B; mialaby trzech wspélnych znajomych: A;, A; oraz B.
Stad wniosek, ze liczba znajomych osoby A nie przekracza liczby znajomych
osoby B.

Zamieniajac osoby A i B rolami, uzasadniamy analogicznie jak wyzej, ze
liczba znajomych osoby B nie przekracza liczby znajomych osoby A. Wobec
tego osoby A i B maja taka sama liczbe znajomych.

Niech teraz A i B beda dowolnymi osobami. Jesli sie znaja, to maja
tyle samo znajomych, co wykazaliSmy wyzej. Jesli natomiast sie nie znaja, to
istnieje ich wspélny znajomy C'. Zgodnie z powyzszym rozumowaniem osoby
Ai C maja tyle samo znajomych oraz osoby C'i B maja tyle samo znajomych.
Wobec tego osoby A i B tez maja taks sama liczbe znajomych.

W takim razie kazde dwie osoby obecne na przyjeciu maja taka sama
liczbe znajomych, co nalezato wykazad.

Zadanie 29. Wykaz, ze dla kazdych dodatnich liczb a, b, ¢ spelniona jest nieréw-

nosé
V2a4vV2b+vV2c <Va+b+Vb+c+vVeta.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze nierownoscé

2 2
a:+y< e +y
2 2

jest prawdziwa dla kazdych liczb rzeczywistych x i y. Rzeczywiscie, przeksztal-
cajac te nieréwnosé réwnowaznie, uzyskujemy 2(z—y)?>0. Korzystajac z przy-
toczonej nieréwnosci, otrzymujemy

\/2a-2m/% . 2a—2|—2b _ Vit

Analogicznie

2b 2 2c++/2
w<\/b+c oraz \E;agx/wa.

Dodajac stronami otrzymane nieréwnoéci, dostajemy teze zadania.
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Zadanie 30. Punkty K, L, M, N leza odpowiednio na bokach CD, DA, AB, BC
czworokata wypuktego ABC D, przy czym zaden z tych punktéw nie
pokrywa sie z wierzchotkiem czworokata. Wykaz, ze jezeli

[ABK]|=[CDM] oraz [BCL]=[DAN],

to [ABK]=[BCL].
Uwaga: Symbol [XY Z] oznacza pole tréjkata XY Z.
Rozwiagzanie

Lemat
Dany jest czworokat wypukly ABCD oraz liczba dodatnia a mniejsza
od pola ABCD. Wéwczas zbiorem takich punktéw X wewnatrz czworokata
ABCD, ze
[ABX]|+[CDX]|=a

jest odcinek lub zbiér pusty. Ponadto kierunek takich odcinkéw nie zalezy od
stalej a.

Dowaod lematu
Zatézmy, ze proste AB i C'D nie sa réwnolegle i przecinaja sie w punkcie S.
Niech P bedzie takim punktem na polprostej SA, ze SP = AB. Analogicznie,
niech @ bedzie takim punktem na pdlprostej SD, ze SQ=CD (rys. 18).
Wéwezas
a=[ABX|+[CDX]|=[SPX]+[SQX]|=[PSQX].

Zal6zmy, ze a > [PSQ)] (drugi przypadek rozwazamy analogicznie). Wéwczas
punkt X lezy po przeciwnej stronie prostej P@ niz punkt S oraz zachodzi
réwnosé [PQX|=a—[PSQ]. Zbiér wszystkich punktéw spelniajacych te dwa
warunki jest prosta rownolegta do prostej PQ, ktérej polozenie nie zalezy od
wyboru liczby a. Przeciecie tej prostej z wnetrzem czworokata ABCD jest
odcinkiem lub zbiorem pustym.

D

rys. 18

Jezeli proste AB i C'D sa réwnolegle, to proste AD i BC przecinaja sie
w punkcie T (zalozylidémy, ze czworokat ABCD nie jest réwnoleglobokiem).
Korzystajac z udowodnionej juz czesci lematu, wnioskujemy, ze zbiér punktéw
X, dla ktérych [ADX]|+[BCX]=[ABCD]—a (liczba po prawej stronie jest
stala), jest odcinkiem lub zbiorem pustym. Dodajac do obu stron powyzszej
réwnosci wielkosé [ABX]|+ [CDX], otrzymujemy a = [ABX]|+ [CDX], czyli
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w tym przypadku réwniez szukany zbiér jest odcinkiem réwnoleglym do prostej
PQ lub zbiorem pustym.
Dowdd lematu jest wiec zakonczony.

Przechodzimy do rozwiazania zadania. Wykazemy, ze czworokat spelnia-
jacy warunki zadania jest rownolegtobokiem.

Przypuéémy przeciwnie, ze czworokat ABC D nie jest rownoleglobokiem.
Poniewaz

[ABK]+[CDK] = [ABK] = [CDM)] = [ABM]+[CDM)]

[ADL]+[BCL] = [BCL) = [ADN] = [ADN] + [BCN],

to na mocy lematu otrzymujemy KM || LN, co jest sprzeczne z zalozeniem
o wypuktosci czworokata ABCD. W takim razie czworokat ABCD jest réw-
noleglobokiem. Stad otrzymujemy [ABK]= 3[ABCD]=[BCL].

Zadanie 31. Rozstrzygnij, czy istnieje taki ostrostup czworokatny o krawedziach
bocznych réznej dlugosci, ktéry mozna podzieli¢ na trzy przystajace
CzZzworosclany.

Rozwigzanie

Taki ostrostup istnieje, podamy jego konstrukcje.

Niech ABC bedzie tréjkatem prostokatnym, w ktérym SACB =90° oraz
JABC = 60°. Niech ponadto BD bedzie dwusieczng kata ABC, a punkt F
— $rodkiem boku AB (rys. 19). Wéwczas tréjkaty BCD, BED i AED sa
przystajace i maja kat 60° przy wierzchotku D.

rys. 19

Niech k bedzie prosta prostopadla do ptaszczyzny ABC, przechodzaca
przez punkt D. Wybierzmy na prostej k, po réznych stronach plaszczyzny
ABC, takie punkty X, Y, ze ostrostup o podstawie AXCY i wierzchotku B ma
krawedzie réznej dtugosci. Po rozcieciu go ptaszczynami zawierajacymi prosta
k oraz odpowiednio punkty E i B otrzymujemy trzy czworosciany przystajace.
W takim razie ostrostup o podstawie AXCY i wierzcholku B spelnia warunki
zadania.



Obéz Naukowy OMG, 2011 r. 29

Zadanie 32. Piotrek i Marcin zostali wyrzuceni z zajeé. Otrzymali dtugopis i kart-
ke z napisana liczba 2. Co minute wykonujg nastepujaca operacje:
mnoza wszystkie liczby znajdujace si¢ na kartce, dodaja liczbe 1,
a nastepnie wpisuja na kartke najwiekszy dzielnik pierwszy otrzy-
manej liczby. Moga wrécié¢ na zajecia dopiero wtedy, gdy na kartce
pojawi sie liczba 5. Czy kiedykolwiek to nastapi? Jedli tak, to po ilu
minutach?

Rozwigzanie

W powstajacym na kartce ciagu pierwszymi wyrazami beda 2 i 3. Rozpa-
trzmy obliczanie pewnego dalszego elementu ciggu. Po pomnozeniu wyrazdw
znajdujacych sie na kartce, Piotrek i Marcin otrzymuja liczbe podzielng przez
6, a nastepnie dodaja jeden. Stad dzielnikiem otrzymanej liczby nie moze by¢
2 ani 3 (w szczegblnosci 2 nie pojawi sie wiecej na kartce).

W takim razie, aby na kartce pojawila sie liczba 5, wynikiem mnozenia
powigkszonym o 1 musi wiec by¢ liczba 5™ dla pewnego naturalnego n. Nie jest
to jednak mozliwe, poniewaz wéwczas wynik mnozenia liczb na kartce bylby
rowny 5" —1, a wiec podzielny przez 4. Wiemy jednak, Ze na kartce sa napisane
tylko liczby pierwsze i dokladnie jedna z nich jest réwna 2.

OtrzymaliSmy zatem, ze liczba 5 nigdy nie pojawi sie na kartce, a Piotrek
i Marcin nie beda mogli wréci¢ na zajecia.






Regulamin meczu matematycznego

Ustalenia wstepne

1. W meczu biora udziat dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swo-
jego grona Kapitana.

2. W pierwszej fazie meczu obie druzyny rozwigzujg 11 zadan dostarczo-
nych przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwiazan przy tablicy.
Druga faza meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

3. Ekipy na przemian wywoluja druzyne przeciwna do zreferowania przy
tablicy rozwiazania jednego z niewybranych dotad zadan. Numer zadania jest
wybierany przez druzyne wywolujaca. Wywolywanie rozpoczyna druzyna wy-
losowana tuz przed rozgrywka.

4. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje
zadanie. Dalszy przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywolane;j.

Jesli druzyna wywolana przyjmuje zadanie...

5. Druzyna wywolana staje sie druzyna referujaca.

6. Zawodnika druzyny referujacej, ktéry przedstawia rozwiazanie przy
tablicy, wyznacza Kapitan druzyny przeciwnej.

7. Zawodnik moze byé¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik
z jego druzyny zakonczyt referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie mozna
wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego samego zadania. Jezeli do refero-
wania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod tablica swego
zastepce.

8. Osoba referujaca nie moze korzysta¢ z notatek, ani konsultowaé sie
ze swoja druzyng. Druzyna przeciwna nie moze przeszkadzaé¢ lub przerywaé
referujacemu.

9. Kapitan druzyny referujacej moze odwolywaé osoby referujace dowolng
liczbe razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowaé z referowania. Wéowcezas
Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje kolejna osobe druzyny referujacej do
kontynuowania rozwiazania przy tablicy na zasadach opisanych w punktach
7 i 8. Druzyna zmieniajaca referujacego traci n punktéw przy swojej n-tej
zmianie w czasie meczu.

10. Laczny czas na zreferowanie rozwigzania przez druzyne referujaca
wynosi 10 minut. Po uplywie tego czasu Jury moze przerwaé referowanie,
poprosié¢ o streszczenie dalszej czesci rozwiazania lub pozwoli¢ na dalsze refe-
rowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje nadzieje
na poprawnos¢ i zbliza sie do konca.

11. Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwigzania zostalo
zakonczone, druzyna przeciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do poprawnosci
rozwigzania, a nastepnie referujacy odpowiada na te zastrzezenia.



12. Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrocita uwage na bledy
lub luki dyskwalifikujace rozwiazanie, ma ona prawo do zreferowania brakuja-
cych czedci rozwiazania na zasadach okreslonych w punktach 6 — 11.

13. Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przy-
znaje obu druzynom nieujemne liczby punktow o sumie nie przekraczajacej 10
punktéw. Druzyna, ktéra przedstawita poprawne rozwiazanie, otrzymuje co
najmniej 7 punktéw.

Jesli druzyna wywolana nie przyjmuje zadania...

14. Druzyna wywolujaca staje sie druzyng referujaca i prezentuje rozwig-
zanie zgodnie z zasadami okreslonymi w punktach 6 — 11.

15. Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktéw,
jezeli zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesied)
punktéw w przeciwnym przypadku. Jury moze réwniez przydzieli¢ druzynie
przeciwnej punkty za wskazanie luk lub btedéw w przedstawionym rozwiaza-
niu.

Ustalenia koncowe

16. Rozgrywka konczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku remisu
wywoluje si¢ dodatkowo 2 zadania.

17. Przewodniczacy Jury moze naltozyé kare punktowa na druzyne za
niezgodne z niniejszym regulaminem zachowania jej zawodnikdw.

18. Interpretacja regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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