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Wstep

Obdz Naukowy Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow odbyt sie po
raz pierwszy w 2011 r. Zakwalifikowano na niego 20 najlepszych laureatéw
VI edycji OMG (2010/2011) z mtodszych klas gimnazjum. Uczestnicy Obozu
rywalizowali ze sobg w codziennych zawodach indywidualnych, rozegrali mecz
matematyczny (regulamin meczu znajduje sie na koncu niniejszej broszury),
a takze mieli okazje wystuchaé¢ wielu odczytéw o tematyce olimpijskie;j.

Od 2012 roku Komitet Gtéwny OMG organizuje dwa Obozy Naukowe.
Pierwszy z nich (poziom OM) przeznaczony jest dla laureatéw OMG z klas
trzecich gimnazjum, ktorzy koncza swoje zmagania z OMG, a rozpoczynaja
z OM, czyli Olimpiada Matematyczng na poziomie ponadgimnazjalnym. Drugi
Obéz (poziom OMG) przeznaczony jest dla mlodszych gimnazjalistow. Kazdy
z Obozéw trwa tydzien, a kwalifikacja przeprowadzana jest na podstawie wy-
nikéw uzyskanych na finale OMG.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania (wraz z rozwigzaniami) z Obo-

zu na poziomie OMG, ktéry odbyl si¢ w dniach 10-16 czerwca 2012 roku
w miejscowosci Perzanowo (woj. mazowieckie), w gospodarstwie agrotury-
stycznym Relax. Wzigto w nim udzial nastepujacych 20 uczniéw — mlodszych
klas gimnazjum, wytonionych na podstawie wynikow uzyskanych na finale VII
edycji OMG (2011/2012):
Grzegorz Diuzewski, Karolina Grzelka, Adam Klukowski, Wiktoria Koény, Pa-
tryk Mazgaj, Piotr Mitosek, Karol Niczyj, Pawel Piekarz, Rafal Pragacz, To-
masz Przybytowski, Wojciech Przybyszewski, Artur Puzio, Blazej Rozwoda,
Marcel Rychlewski, Marcin Sidorowicz, Jan Tabaszewski, Diana Trokowska,
Wojciech Wawréw, Eukasz Wnuk oraz Szymon Zwara.

Kadre obozu stanowili:

Jerzy Bednarczuk, Szymon Kanonowicz, Urszula Swianiewicz oraz Jarostaw

Wroblewsk:.

Mamy nadzieje, ze publikacja zadan z Obozu wraz z pelnymi rozwiaza-
niami pozwoli wiekszej liczbie uczniow zapoznaé sie z nimi i bedzie stanowié
cenny material w przygotowaniach do Olimpiady.

Komitet Glowny Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow






TresSci zadan
Zawody indywidualne

1. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw BC, CAi AB
odpowiednio w punktach D, E, F. Prosta réwnoleglta do AB, przechodzaca
przez punkt C, przecina proste F'E i F'D odpowiednio w punktach K i L.
Wykaz, ze na czworokacie K E DL mozna opisaé okrag.

2. Dany jest taki tréjkat ostrokatny ABC, ze YACB = 45°. Wysokosci
tego trojkata przecinaja sie w punkcie H. Wykaz, ze AB=CH.

3. Dany jest taki czworokat wypukty ABC D, ze wierzchotki A i C', érodek
przekatnej BD oraz $rodki okregdéw opisanych na trojkatach ABD i CBD leza
na jednej prostej. Udowodnij, ze

ABQOlZ +BC2012 — AD2012 +DC2012 .

4. Ile zer znajduje si¢ na konicu liczby 2012! zapisanej w systemie dzie-
sietnym?

5. Wujek Jarek ma 20 torebek z cukierkami. Liczba cukierkéw w kazdej
torebce jest dodatnia i nie wieksza od 2012. Udowodnij, ze wujek Jarek moze
tak obdarowaé Zuzie i Jasminke, aby kazda z dziewczynek dostalta taks samag
liczbe torebek, zawierajacych tacznie taka sama liczbe cukierkow.

6. Na wyspach Bergamutach podobno jest 2010 kotow w butach, 2011
uczonych tososiéw, 2012 kur samograjek i 2015 starych wielorybow. Gdy spo-
tykaja sie dwa zwierzeta nalezace do réznych gatunkow, to zamieniaja sie
w dwa zwierzeta nalezace do dwéch pozostalych gatunkéw. Rozstrzygnij, czy
moze sie zdarzy¢, ze po pewnym czasie na wyspach Bergamutach bedzie po
2012 przedstawicieli kazdego gatunku.

7. Wyznacz wszystkie pary niezerowych liczb rzeczywistych (a,b) spel-
niajace réwnanie

1 b
>+ +—+-=V3.
a a

8. Czy szachownice 2014 x 2014 z usunietym jednym naroznym polem
mozna pokry¢ klockami 5 x 1 i klockami w ksztalcie krzyzyka jak na rysunku?

l |

9. W tréjkacie prostokatnym o bokach ditugosci catkowitej suma ésmych
poteg dlugosci bokéw jest podzielna przez 127. Dowiesé, ze jest ona podzielna
przez 1272
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10. Dane sa takie liczby z, vy, z, ze x+y+2z=0 oraz 2 +y? + 2 = 16.
Wykaz, ze x* +y* 4+ 2% > 127.

11. Na okregu opisano 127-kat A;AsAs... Aja7, ktérego kazdy bok ma
dtugosé bedaca liczba catkowita. Bok A;A; ma dlugosé 1 i jest styczny do
okregu w punkcie P. Udowodnij, ze

63 64

— <A P<—.
127 127

12. Czy istnieje ostrostup 127-katny, ktérego wszystkie Sciany boczne sa
tréjkatami prostokatnymi?

13. Wujek Szymon ma 170 torebek z cukierkami. Chce obdarowaé
13 dziewczynek tak, by kazda otrzymata co najmniej dwie torebki. Udowod-
nij, ze moze to zrobié¢ tak, by liczby cukierkéw otrzymanych przez dziewczynki
byty podzielne przez 13.

14. Dane sg takie liczby catkowite dodatnie a, b, ¢, n, ze liczby a -+ b3,
b+ct i c+a® sa podzielne przez n. Udowodnij, ze liczba a''® —a réwniez jest
podzielna przez n.

15. Na szachownicy 20 x 20 umieszczono 48 kwadratow 2 x 2 tak, ze kazdy
pokrywa 4 pola. Wykaz, ze na szachownicy mozna umiesci¢ jeszcze jeden kwa-
drat 2 x 2 tak, by pokrywal 4 wolne pola.

16. Okregi 01 i 09 sa styczne zewnetrznie w punkcie B. Prosta przecho-
dzaca przez punkt B przecina okregi 01 i 0 odpowiednio w punktach A i C,
réznych od B. Okrag o przechodzi przez punkty A i C i przecina okrag o;
w punkcie D. Prosta DB przecina okrag o w punkcie F. Odcinek EC przecina
okrag oo w punkcie F'. Udowodnij, ze trojkat BC'F jest réGwnoramienny.

17. Niech p, g beda réznymi liczbami pierwszymi wiekszymi od 2. Ile jest
liczb catkowitych dodatnich n mniejszych od pq, dla ktérych liczba n® —n jest
podzielna przez pq?

18. Liczby a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw pewnego tréjkata. Wykaz, ze
(a+b—c)(b+c—a)(c+a—0b)<abc.

19. Ile co najwyzej skoczké4w mozna ustawi¢ na szachownicy o wymiarach
100 x 100 tak, by zadne dwa sobie nie zagrazaly?

Uwaga: Dwa skoczki zagrazaja sobie, gdy stoja na przeciwleglych naroz-
nych polach pewnego prostokata o wymiarach 2 x 3.
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20. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o. Punkt M jest Srodkiem
okregu wpisanego w trojkat ABC' i pélprosta AM przecina okrag o w punk-
cie E. Punkt N jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ADC' i polprosta
AN przecina okrag o w punkcie F. Wykaz, ze jezeli odcinki ME i NF sa
réwnej dtugoéci, to SBAC = SDAC.

Mecz matematyczny

21. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej = istnieje taka
dodatnia liczba catkowita n <1000, ze liczba nx ma w zapisie dziesietnym na
trzech pierwszych miejscach po przecinku same dziewiatki lub same zera.

22. W kole o promieniu 18 wybrano 2267 punktéw. Wykaz, ze istnieje
pierscien o promieniach 1 i 2, ktory zawiera nie mniej niz 18 sposrdd tych
punktow.

23. Okrag wpisany w tréjkat ABC' jest styczny do bokéw BC, CA, AB
odpowiednio w punktach K, L, M. Punkty P, @), R sa $srodkami okregdéw
wpisanych odpowiednio w tréjkaty ALM, BMK, CKL. Wykaz, ze proste
KP, LQ, MR przecinaja sie w jednym punkcie.

24. Dany jest trojkat ABC. Punkt X nalezy do boku AB tego tréjkata.
Wspélna zewnetrzna styczna do okregdéw wpisanych w tréjkaty AXC 1 BXC,
rozna od prostej AB, przecina odcinek C'X w punkcie Y. Wykaz, ze dtugosé
odcinka C'Y nie zalezy od wyboru punktu X.

25. Podstawsg ostrostupa ABCD jest trojkat prostokatny BCD o kacie
prostym przy wierzchotku D. Punkt B jest spodkiem wysokosci tego ostro-
stupa. Dane sa BD =p, CD=q, AB =s. Oblicz promien sfery wpisanej w ten
ostrostup.

26. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych a, b, ¢ spelniajacych
warunek a4+ b+ c > 0 zachodzi nieréwnosé

ad+b3+c3

3 > abc.

27. W kazde pole szachownicy 13 x 13 wkrecono zaréwke. W jednym ru-
chu mozna zmieni¢ stan (zapalona/zgaszona) 4 zaréwek zajmujacych kwadrat
2x 2 lub 81 zaréwek zajmujacych kwadrat 9 x 9. Czy zaczynajac od dowolnego
uktadu mozna za pomocsg takich ruchow zgasi¢ wszystkie zaréwki?
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28. Na okregu znajduje sie n >4 lamp. Przy kazdej z nich znajduje sie
przetacznik, ktéry zmienia stan (zapalona/zgaszona) tej lampy i jej dwoch
sasiadow. Na poczatku jedna lampa jest zapalona, a pozostate sa zgaszone. Dla
ktérych n mozna za pomoca przetacznikéw doprowadzi¢ do tego, by wszystkie
lampy byty zgaszone?

29. Rozstrzygnij, czy jest wymierna liczba 0,11235831459.. ., ktérej kazda
cyfra, poczawszy od trzeciej po przecinku, jest cyfra jednosci sumy dwdéch cyfr
poprzednich.

30. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n liczba (n?)!
jest podzielna przez (n!)"*1.

31. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba n* 4+ 4" jest
ztozona.



Rozwiazania zadan
Zawody indywidualne

Zadanie 1. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw BC, CAi AB
odpowiednio w punktach D, E, F. Prosta réwnolegta do AB, prze-
chodzaca przez punkt C, przecina proste FE i FD odpowiednio
w punktach K i L. Wykaz, ze na czworokacie K E DL mozna opisa¢
okrag.

Rozwigzanie

Proste AB i KL sg réwnolegle, wiec z twierdzenia o kacie miedzy styczna

i cieciwg otrzymujemy

JLKE=<YAFE=<YFDE=180°—-<J4LDE.
To oznacza, ze na czworokacie K EDL mozna opisa¢ okrag (rys. 1).

K C L

A F B
rys. 1
Uwaga
Mozna udowodnié, ze srodkiem tego okregu jest punkt C.

Zadanie 2. Dany jest taki tréjkat ostrokatny ABC, ze $AC B =45°. Wysokoéci
tego tréjkata przecinaja sie w punkcie H. Wykaz, ze AB=CH.

Rozwigzanie
c

rys. 2

Niech D bedzie spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka B (rys. 2).
Z réwnoéci SACB = 45° wynika SCBD = 45°, zatem BD = CD. Ponadto
punkt D lezy na odcinku AC, gdyz trojkat ABC jest ostrokatny, skad mamy

IDBA=90°—-<4DAB=<YACH =<DCH .
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Tréjkaty prostokatne BDA i CDH sa wiec przystajace (cecha kat—bok—kat),
skad dostajemy AB=CH.

Zadanie 3. Dany jest taki czworokat wypukly ABCD, ze wierzchotki A i C,
$rodek przekatnej BD oraz $rodki okregéw opisanych na tréjkatach
ABD i CBD lezg na jednej prostej. Udowodnij, ze

AB2012 +BCQ()12 —_ AD2012 +D02012 )
Rozwigzanie

Oznaczmy przez M $érodek odcinka BD, a przez X i Y odpowiednio érodki
okregéw opisanych na tréjkatach ABD i CBD.

rys. 3

Zalézmy najpierw, ze punkty X, Y oraz M pokrywaja sie (rys. 3). Wéw-
czas katy przy wierzchotkach A i C sa proste. Ponadto AM =BM =CM, co
wraz ze wspétliniowoscig punktéw A, M, C dowodzi, ze M jest takze $rod-
kiem odcinka AC. Czworokat ABCD jest wiec réwnoleglobokiem majacym
katy proste przy wierzchotkach A i C, zatem musi by¢ prostokatem. To ozna-
cza, ze AB=CD i AD = BC, skad natychmiast wynika teza.

C

rys. 4

Przyjmijmy teraz, ze co najmniej jeden z punktéw X i Y nie pokrywa sie
z punktem M (rys. 4). Wowcezas te trzy punkty leza na symetralnej odcinka
BD, a wiec naleze¢ do niej muszg takze punkty A i C. To za$ prowadzi do
wniosku, ze AB=AD i CB=CD, co daje teze.
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Zadanie 4. Ile zer znajduje si¢ na konicu liczby 2012! zapisanej w systemie dzie-
sietnym?
Rozwigzanie
Zadanie sprowadza si¢ do wyznaczenia najwigkszej takiej liczby catkowitej
dodatniej n, ze liczba 2012! dzieli si¢ przez 10™.
Obliczmy najpierw liczbe piatek w rozktadzie na czynniki pierwsze ilo-
czynu

1-2-3-...-2011-2012.

W tym celu wyréznijmy dokladnie jedna piatke w kazdej liczbie podzielnej
przez 5. W sumie otrzymamy 402 piatki. Nastepnie zauwazmy, ze kazda liczba
podzielna przez 25 wnosi do rozkladu jeszcze co najmniej jedng piatke, ktora
nie zostala wyrdzniona. W drugim kroku wyréznijmy dokladnie jedna piatke
w kazdej liczbie podzielnej przez 25 — otrzymamy dodatkowo 80 piatek. Po-
dobnie postepujemy z liczbami podzielnymi przez 125, a nastepnie przez 625
otrzymujac odpowiednio 16 i 3 dodatkowe piagtki. W rozwazanym iloczynie
nie ma liczb podzielnych przez 3125, skad wniosek, ze wykltadnik najwiekszej
potegi 5 dzielacej liczbe 2012! jest réwny liczbie wyrdznionych dotad piatek,
czyli
4024+80+16+3=501.

7 drugiej strony liczba dwojek w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby 2012!
jest nie mniejsza niz 1006, co oznacza, ze szukana wartos¢ liczby n jest
réwna 501.

Ostatecznie otrzymujemy, ze liczba 2012! konczy si¢ 501 zerami.

Zadanie 5. Wujek Jarek ma 20 torebek z cukierkami. Liczba cukierkéw w kazdej
torebce jest dodatnia i nie wigksza od 2012. Udowodnij, ze wujek Ja-
rek moze tak obdarowaé¢ Zuzie i Jasminke, aby kazda z dziewczynek
dostata takg sama liczbe torebek, zawierajacych tacznie taks sama
liczbe cukierkéw.

Rozwigzanie

Sposréd dwudziestu torebek mozemy wybraé¢ dziesiecioelementowy pod-
zbiér na (?8) sposobéw. Yiaczna liczba znajdujacych sie w nim cukierkéw nie
przekracza 10-2012. Poniewaz

10

to na mocy zasady szufladkowej Dirichleta istniejg dwa rézne podzbiory o jed-
nakowej liczbie cukierkow. Jedli nie sa one rozlaczne, to mozemy z kazdego
z nich wylaczy¢ ich czes¢ wspdlng. Wowezas otrzymamy dwa roztaczne pod-
zbiory o jednakowej liczbie torebek i jednakowej liczbie cukierkéw, ktérymi
wujek Jarek moze obdarowaé obie dziewczynki.

(20> = 184756 > 20120,
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Zadanie 6. Na wyspach Bergamutach podobno jest 2010 kotéw w butach, 2011
uczonych tososiow, 2012 kur samograjek i 2015 starych wielorybow.
Gdy spotykaja sie dwa zwierzeta nalezace do rbéznych gatunkow,
to zamieniaja sie w dwa zwierzeta nalezace do dwdoch pozostalych
gatunkéw. Rozstrzygnij, czy moze si¢ zdarzyé¢, ze po pewnym czasie
na wyspach Bergamutach bedzie po 2012 przedstawicieli kazdego
gatunku.

Rozwiazanie

Odpowiedz: Nie moze.

Zauwazmy, ze przy kazdym spotkaniu liczebno$é kazdego z czterech ga-
tunkéw zmienia si¢ o jeden, a zatem zmienia sie jej parzystosé. W szczegdlnosci
jesli przed spotkaniem byly dwa gatunki o parzystej liczebnosci i dwa o niepa-
rzystej, to po spotkaniu takze beda dwa gatunki o parzystej liczebnosci i dwa
0 nieparzyste;j.

Poniewaz na poczatku mamy dwa gatunki o nieparzystej liczebnosci i dwa
gatunki o parzystej liczebnosci, to po kazdym spotkaniu taki stan bedzie za-
chowany. Nie dojdzie zatem nigdy do sytuacji, w ktérej jest parzysta liczba
zwierzat kazdego z gatunkéow — po 2012.

Zadanie 7. Wyznacz wszystkie pary niezerowych liczb rzeczywistych (a,b) spet-
niajace réwnanie
1 b
a’+b’+— +-=V3.
a?  a
Rozwigzanie
Dane réwnanie mozemy przeksztalci¢ do postaci
b 1 3
b2++) + <a2—x/§+> =0,
( a 4a? 4a?
co z kolei mozna takze zapisaé jako

<b+21a)2+<a—\2/5>2:0

Ostatnie rownanie jest spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy oba sktadniki stojace
po lewej stronie sa rowne zeru, czyli
1 V3
b=—— oraz a=—.
2a 2a
7 drugiego z powyzszych rownan wnioskujemy, ze

3
2 _
a _\/77

skad a= %/% luba=— %/g . Korzystajac teraz z pierwszego z réwnan (x), dosta-

(%)

jemy odpowiednio b= — 11—2 lub b= 1—12 Jedynymi rozwiazaniami réwnania

danego w tresci zadania sa wiec pary (%/g, — %/g) i (— %/g, %/g)
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Zadanie 8. Czy szachownicg 2014 x 2014 z usunigtym jednym naroznym polem
mozna pokry¢ klockami 5 x 1 i klockami w ksztalcie krzyzyka jak na
rysunku?

Rozwiazanie

Odpowiedz: Nie mozna.

Mozemy zalozy¢ bez straty dla ogdlnoéci, ze usunieto pole znajdujace sie
w lewym gérnym rogu. Ponumerujmy pola szachownicy liczbami 1, 2, 3, 4, 5
w sposéb pokazany na rysunku (rys. 5).

Zauwazmy, ze kazdy klocek podany w treéci zadania pokrywa pie¢ pdl
z réznymi liczbami. Gdyby wiec istniato zadane pokrycie, to kazda z liczb 1,
2, 3, 4, 5 wystepowataby tyle samo razy.

7 drugiej strony bezposrednio sprawdzamy, ze tak nie jest. Mianowicie
rozwazang szachownice mozemy podzieli¢ na kwadrat o wymiarach 4 x 4 bez
naroznego pola oraz dwa prostokaty: o wymiarach 4 x 2010 i 2010 x 2014.
W kwadracie 4 x 4 po usunieciu naroznego pola liczby 1, 2, 3, 4, 5 wyste-
puja odpowiednio 2, 3, 4, 3, 3 razy. Kazdy z prostokatéw mozna za$ podzielié¢
na prostokaty 5 x 1, wiec kazda z liczb 1, 2, 3, 4, 5 wystepuje w nich tyle samo
razy.

1|23 |45 |1]|2[3|4]5]|1
3145 (1123|451 |2]3
5112 (3145|123 })4]|5
2 (3451|2314 ]5]|1]2
4151|2345 |1]2]|3]|4
1123145112134 ]|5]1
314|512 314|5|1|2]3
5012345123415
2 (3|45 |1 |2|3]|4]|5]|1]2
rys. 5

W takim razie poszukiwane pokrycie nie jest mozliwe.

Zadanie 9. W tréjkacie prostokatnym o bokach dlugosci calkowitej suma
6smych poteg dlugosci bokéw jest podzielna przez 127. Dowiesé, ze
jest ona podzielna przez 1272.
Rozwigzanie
Niech v/z, \/y, v/% beda dlugosciami bokéw danego tréjkata, przy czym
przeciwprostokatna ma dlugo$é /z. Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy
woéwezas ¢ +y = z. Wobec tego suma 6smych poteg dlugosci bokéw jest rowna

gyt b2t =t gt ()t =220 4 20t F Ay 4 Aoy 4 622y2 =
=2(z* +yt + 223y + 229 + 32%y?) = 2(2? + 9% + xy)?.
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Poniewaz 127 jest nieparzysta liczba pierwsza, to z powyzszej réwnosci wynika,
ze 127 | 22 +y? +xy. W takim razie liczba % +y* + 24 = 2(2? + y? + 2y)? jest
podzielna przez 1272.

Zadanie 10. Dane sa takie liczby z, vy, 2, ze x+y+2=0 oraz x> +y*+ 22 = 16.
Wykaz, ze z* +y*+ 2% > 127.
Rozwigzanie
Wykazemy znacznie wiecej. Udowodnimy mianowicie, ze z*+y* 424 =128,
co oczywiscie daje teze.
7 pierwszej réwnosci otrzymujemy z = —x —y. Zatem

oy 2 =2ty + (—a—y)® =207+ 27 + 20y
Stad otrzymujemy
wryt 2t =2ty (—r—y)t =200+ 2 4ty day® + 627y =
=2(z" +yt +22%y + 22y° 4+ 32%y?) =
=2(z® +y° +ay)’ = 5 (2” +y* +27)? = 128.

Zadanie 11. Na okregu opisano 127-kat A1 AsAs... Aj27, ktérego kazdy bok ma
dhugos$¢ bedaca liczba catkowita. Bok A;As ma dlugo$é 1 i jest
styczny do okregu w punkcie P. Udowodnij, ze

63 64

22 AP — .
127 7Y S 97

Rozwigzanie

Wykazemy, ze A1 P = %, co od razu daje teze.

Niech P; dla i=2,3,...,127 bedzie punktem stycznosci boku A;A;4+1
z okregiem wpisanym w wielokat A1 AsAs... A127 (rys. 6), gdzie przyjmujemy
A12s = As.

Ay As

rys. 6

7 twierdzenia o odcinkach stycznych otrzymujemy réwnosci:

A1Pior =A1P, AyP=AP,, A3Py=A3P3;, ..., Ai27Pi26=A127P127.
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Stad uzyskujemy
AP+ A A3+ AgAs+.. .+ A1ag Arar =
= A1 P+ (Ao Po+ Py As) + (As Py + Py As) + ...+ (A126 Prog + Pias A127) =
= A1 Pro7+ Ao P+ P3A3+ Ay P3+ PsAs + ...+ A126 Pros + Pro7 A127 =
= AP+ (P3As+AyP3)+ (PsAs+ AgPs) + ...+
+ (Pras A12s + A126 Pr25) + (Pror Ara7 + A1 Pra7) =
=AsP+A3As+AsAg+...+ A1a5 Aro6 + A127 A7 .
Poréwnujac skrajne wyrazenia, dostajemy
AgP— A1 P= A3 A3 — A3Ay+ AgAs — ...+ A1a6 A127 — A12741,
skad wniosek, ze A P — A1 P jest liczba calkowita. Poniewaz
A1P<A{Ay; =1 oraz A2P<A1A2:1,
to —1 < AyP— A1 P < 1. Zatem AP — A1 P =0, skad wobec réwnosci
AP+ AsP=A,4,=1
dostajemy A1 P=AsP ==
Zadanie 12. Czy istnieje ostrostup 127-katny, ktérego wszystkie éciany boczne sg
tréjkatami prostokatnymi?
Rozwigzanie

Odpowiedz: Taki ostrostup istnieje.

Niech AA;A5A3... A156 bedzie takim wielokatem wypuklym, ze katy
AAl Ag, AA2A3, AA3A4, ceey AA125A126 Sq proste (rozpoczynamy od tI“()j—
kata prostokatnego AA; A, i na przeciwprostokatnej kazdego nowo otrzyma-
nego tréjkata prostokatnego budujemy kolejny — rys. 7). Niech AH bedzie
odcinkiem prostopadlym do plaszczyzny zawierajacej dany wielokat (rys. 8).
Wykazemy, ze ostrostup HAA A, ... A126 spelnia warunki zadania.

H

A
Ag
4
As

A1 AQ Al
rys. 7 rys. 8

Skoro odcinek AH jest prostopadly do plaszczyzny podstawy, to jest
tez prostopadly do kazdej prostej lezacej w tej plaszczyznie. W takim ra-
zie AH1AA, i AH1AA 54, czyli tréjkaty HAA, i HAA 26 sa prostokatne.
Podobnie mamy AH 1 A; As. Stad iz zaleznosci AA; 1 A A; wnosimy, ze plasz-
czyzna H AA,, zawierajaca proste AA; i AH jest takze prostopadla do prostej



16 Rozwigzania zadan

A1 As. W takim razie A1 H 1 A1 Ao, czyli tréjkat H Ay Ao rOwniez jest prosto-
katny. Analogicznie dowodzimy, ze trojkaty H A; A;11 dlai=2,3,...,125 takze
sg prostokatne. To za$ konczy rozwiagzanie zadania.

Zadanie 13. Wujek Szymon ma 170 torebek z cukierkami. Chce obdarowaé
13 dziewczynek tak, by kazda otrzymata co najmniej dwie torebki.
Udowodnij, ze moze to zrobié tak, by liczby cukierkéw otrzymanych
przez dziewczynki byty podzielne przez 13.

Rozwigzanie

Rozpoczniemy od wykazania, ze sposréd czternastu torebek mozna wy-

braé¢ co najmniej dwie i co najwyzej trzynadcie tak, aby taczna liczba cukierkdw

byla podzielna przez 13. Jedli liczby cukierkow w pewnych dwoch torebkach sa

podzielne przez 13, to wystarczy wybra¢ te dwie torebki. W przeciwnym razie

jest co najwyzej jedna torebka z liczba cukierkéw podzielna przez 13, wiec

liczby cukierkéw w pozostalych trzynastu torebkach nie sa podzielne przez 13.

Oznaczmy je odpowiednio przez aq, as, ..., ais i rozwazmy liczby

ay, ay+az, ay+ax+az, ..., ai+as+...+ais.

Jesli wérod nich istnieje liczba podzielna przez 13, to jest ona oczywiscie rézna
od a1, a wiec jest suma liczb cukierkéw z co najmniej dwdch i co najwyzej
trzynastu torebek. W przeciwnym razie pewne dwie spoérod rozwazanych liczb
daja jednakowe reszty z dzielenia przez 13. Nie moga to by¢ dwie kolejne
liczby a1 +as+...4ag i ag+as+...4ag41, bowiem ich réznica ayyq dzielitaby
sie przez 13 wbrew wczesniej poczynionemu zaltozeniu. Zatem muszg to by¢
liczby postaci a1 +as+...4ag i a3 +as+...+axye dla pewnego £ > 1. Ich
réznica ag4+1+ ...+ apye dzieli sie przez 13 oraz jest suma liczb cukierkéw
z co najmniej dwdch i co najwyzej trzynastu torebek. Uzasadnienie pierwszego
zdania rozwiazania jest wiec zakonczone.

Teraz wystarczy, aby wujek Szymon postepowal w nastepujacy sposob.
Sposrod wszystkich 170 torebek wybiera najpierw czternascie i wsrdéd nich
znajdzie co najwyzej trzynascie o tacznej liczbie cukierkow podzielnej przez 13,
ktorymi obdaruje pierwsza dziewczynke. Pozostanie mu co najmniej 157 tore-
bek, z ktorych znéw w opisany powyzej sposdb znajdzie co najwyzej trzynascie
o tacznej liczbie cukierkow podzielnej przez 13, ktérymi obdaruje druga dziew-
czynke. Poniewaz 170=13-12+414, a wigc opisane powyzej postepowanie mozna
kontynuowaé tak, aby obdarowaé¢ 13 dziewczynek w zadany w tresci zadania
sposéb.

Zadanie 14. Dane sa takie liczby catkowite dodatnie a, b, ¢, n, ze liczby a+ b3,
b+c* i c+a® sa podzielne przez n. Udowodnij, ze liczba a''® —a
réwniez jest podzielna przez n.
Rozwigzanie
Wykorzystujac dane w tresci zadania podzielnos$ci mozemy napisac

a=-b=—(—M3=c?=(-a*)?=a" (modn).



Obo6z Naukowy OMG (poziom OMG), 2012 r. 17

Po przemnozeniu obu stron kongruencji przez a®° dostajemy

a®=a"" (modn).

W takim razie

a'=a=a (modn),

co daje teze.

Zadanie 15. Na szachownicy 20x 20 umieszczono 48 kwadratéw 2x 2 tak, ze kazdy
pokrywa 4 pola. Wykaz, ze na szachownicy mozna umiesci¢ jeszcze
jeden kwadrat 2 x 2 tak, by pokrywal 4 wolne pola.

Rozwigzanie

Pokolorujmy szachownice jak na rysunku (rys. 9). Znajduje sie na niej 49
zamalowanych kwadratow 2 x 2. Zauwazmy, ze kazdy z rozwazanych w zada-
niu 48 kwadratéw pokrywa zamalowane pola z dokladnie jednego kwadratu
na szachownicy. W takim razie pewne cztery zamalowane pola tworzace kwa-
drat nie beda pokryte. Tam wtasnie mozemy potozyé czterdziesty dziewiaty
kwadrat.

rys. 9

Zadanie 16. Okregi 01 i 02 sa styczne zewnetrznie w punkcie B. Prosta przecho-
dzaca przez punkt B przecina okregi 01 i 02 odpowiednio w punktach
A1iC, réznych od B. Okrag o przechodzi przez punkty A i C' i prze-
cina okrag 01 w punkcie D. Prosta DB przecina okrag o w punkcie F.
Odcinek EC przecina okrag o2 w punkcie F. Udowodnij, ze trojkat
BCF jest rownoramienny.
Rozwigzanie
Niech G bedzie punktem przeciecia prostej BD z okregiem og, réznym
od B (rys. 10). Punkty D, E, A, C leza na jednym okregu, przy czym punkty D
i E lezg po przeciwnych stronach prostej AC, wiec $ACE =<YADE. Podobnie
punkty C'; G, B, F' leza na okregu os oraz punkty C i G leza po przeciwnych
stronach prostej BF, zatem SCGB = JCFB.
Skoro okregi 01 i 02 83 styczne, to istnieje jednoktadnosé o srodku w punk-
cie B, ktéra przeksztalca okrag o, na okrag os. Ta sama jednokltadnosé prze-
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prowadza kat ADB na kat CGB, wobec czego SADB = JCGB. Stad
IBCF =<4YACE=9YADE =<JADB=<JC0GB=<YCFB,

co daje teze.

rys. 10

Zadanie 17. Niech p, g bedg ré6znymi liczbami pierwszymi wiekszymi od 2. Ile jest
liczb catkowitych dodatnich n mniejszych od pq, dla ktérych liczba
n® —n jest podzielna przez pq?

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze n® —n= (n—1)n(n+1). Skoro p>2 jest liczba pierwsza

oraz p|(n—1)n(n+1), to p dzieli dokladnie jedna sposréd liczb n—1, n,

n+1. RzeczywiScie, n—11in oraz n i n+1 to pary liczb wzglednie pierwszych;

z kolei wspélny dzielnik liczb n—1 i n+1 musi by¢ réwniez dzielnikiem liczby

(n+1)—(n—1) =2. Analogicznie stwierdzamy, ze ¢ dzieli dokladnie jedna

sposréd liczb n—1, n, n+1.

Jedli wiegc liczba 0 < n < pq spelnia warunki zadania, to zachodza kongru-
encje
n=s (mod p), n=t (mod q) (%)

dla pewnych s,t € {—1,0,1}. Pare (s,t) mozemy dobra¢ na 3% =9 sposobdw,
za$ dla ustalonej pary na mocy chinskiego twierdzenia o resztach (poréwnaj
rozwiazanie zadania 48 z Ligi zadaniowej Obozu Naukowego OMG 2012/183, se-
ria X, kwiecien 2013) istnieje dokladnie jedno rozwigzanie ukladu kongruencji
(*) mniejsze od pg i nie mniejsze od zera.

Skoro liczby p i ¢ sa rbézne i wieksze od 2, to otrzymane rozwigzania sa
parami rézne. Istotnie, jesli dla pewnej liczby naturalnej n zachodza kongru-
encje n=s; (mod p) oraz n=ss (mod p), to s; =s5 (mod p) i w konsekwencji
s1 =382 (gdyz p>2). Analogicznie stwierdzamy, ze jesli n=t; (mod ¢) oraz
n=ty (mod q), to t; =t5. Ponadto dla pary (0,0) rozwiazaniem jest n =0,
ktore nie spelnia zatozen zadania, dla pozostalych par zas otrzymujemy liczby
dodatnie. W takim razie jest 8 liczb n speliajacych warunki zadania.
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Zadanie 18. Liczby a, b, ¢ sg dlugo$ciami bokéw pewnego trojkata. Wykaz, ze
(a+b—c)(b+c—a)(c+a—b)<abc.

Rozwigzanie
Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:
_btc—a _cta—b _atb—c
t=— 0 Y= F=T5

Woéwcezas a=y+z, b=z+z, c=x+y, zas teza zadania przyjmuje postaé
20-2y-22< (y+2)(z+z)(z+y).
7 nieréwnosci tréjkata wynika, ze liczby x, y, z sa dodatnie. Korzystajac za-
tem z nieréwnoéci miedzy érednig arytmetyczng i geometryczna otrzymujemy
kolejno:
2V/rzy<z+y, 2yz<y+z, 2vzx<z+z.
Mnozac stronami powyzsze nieréwnosci, dostajemy teze.

Zadanie 19. Ile co najwyzej skoczkéw mozna ustawié na szachownicy o wymia-
rach 100 x 100 tak, by zadne dwa sobie nie zagrazaly?
Uwaga: Dwa skoczki zagrazaja sobie, gdy stoja na przeciwlegtych
naroznych polach pewnego prostokata o wymiarach 2 x 3.
Rozwigzanie
Zauwazmy najpierw, ze skoczek stojacy na bialym polu zagraza jedynie
polom czarnym. Jedli wiec ustawimy 5000 skoczkéw na wszystkich biatych
polach, to nie beda sobie zagrazac.

o |+

X °

AAAAAAAAAAA T

rys. 11 rys. 12

Wykazemy teraz, ze na szachownicy 100 x 100 nie mozna ustawié¢ wiekszej
liczby skoczkéw tak, by zadne dwa sobie nie zagrazaly. Podzielmy dana sza-
chownice na prostokaty 2x4 (rys. 11) w kazdym z nich potaczmy pola w pary,
jak na rysunku 12. Lacznie jest 5000 par, zas na dwédch polach nalezacych
do tej samej pary nie mozna umiesci¢ skoczkéw. To za$ oznacza, ze liczba
skoczkéw nie moze przekroczyé 5000.

Zadanie 20. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o. Punkt M jest srodkiem
okregu wpisanego w trojkat ABC i potprosta AM przecina okrag
o w punkcie E. Punkt N jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat
ADC ipotprosta AN przecina okrag o w punkcie F. Wykaz, ze jezeli
odcinki ME i NF sa réwnej dtugoéci, to $BAC = {DAC.
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Rozwiagzanie
Zauwazmy, ze

IMCE=9IMCB+<YBCE=<JACM +<BAE =
=JACM +4CAM =4CME,
skad wynika, ze M E=CFE (rys. 13). Ponadto BE =CE.
Analogicznie dostajemy réwnosci
CF=DF=NF.
Skoro jednak M E = NF'| to wszystkie powyzsze odcinki maja rownag dlugosé.

W takim razie tuki BC i C'D okregu o niezawierajace punktu A sg réowne. To
za$ oznacza, ze SBAC = JYDAC.

Mecz matematyczny

Zadanie 21. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej x istnieje
taka dodatnia liczba catkowita n < 1000, ze liczba nx ma w zapi-
sie dziesigtnym na trzech pierwszych miejscach po przecinku same
dziewiatki lub same zera.

Rozwigzanie

Dla kazdej z liczb z, 2z, 3z, ..., 1000z rozpatrzmy pierwsze trzy cyfry po
przecinku. Jedli ktoéras z nich ma na trzech pierwszych miejscach po przecinku
same dziewiatki lub same zera, to dostajemy teze. W przeciwnym wypadku
na mocy zasady szufladkowej Dirichleta istniejg dwie liczby, dla ktorych roz-
wazane trojki cyfr s identyczne. Po odjeciu mniejszej z tych liczb od wiekszej
otrzymujemy wielokrotnosé liczby = spelniajaca warunki zadania.

Zadanie 22. W kole o promieniu 18 wybrano 2267 punktéw. Wykaz, ze istnieje
pierscien o promieniach 1 i 2, ktéry zawiera nie mniej niz 18 sposréd
tych punktéw.

Rozwiagzanie

Jedli punkt X jest przykryty przez pierscien o érodku w punkcie O, to
1<0OX <2. W takim razie punkt O jest przykryty przez pierscien o srodku
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w punkcie X (rys. 14). Narysujmy zatem pierscienie o promieniach 1 i 2 w kaz-
dym z rozwazanych 2267 punktow. Wszystkie te pierscienie lezg wewnatrz kota
o promieniu 20. Wystarczy wykazaé, ze pewien punkt tego kota jest przykryty

przez co najmniej 18 pierdcieni.

%

rys. 14

Przypusémy, ze kazdy punkt rozwazanego kota o promieniu 20 jest przy-
kryty przez co najwyzej 17 pierscieni. Wtedy suma pél wszystkich pierécieni
nie przekracza pola kota o promieniu 20 pomnozonego przez 17. Innymi stowy
— nie przekracza wartoéci liczby 202 -7 -17 = 68007. Z drugiej strony bezpo-
érednio obliczamy, ze suma pol piercieni wynosi (22 —11)-7-2267 = 68017.
Otrzymana sprzecznos¢ oznacza, ze pewien punkt rozwazanego kota jest przy-
kryty przez co najmniej 18 pierscieni, wiec rozwigzanie jest zakonczone.

Zadanie 23. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw BC, CA, AB
odpowiednio w punktach K, L, M. Punkty P, @, R sa srodkami
okregéw wpisanych odpowiednio w trojkaty ALM, BMK, CKL.
Wykaz, ze proste KP, LQ, M R przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Niech P’ bedzie $rodkiem krétszego tuku LM okregu wpisanego w troj-
kat ABC (rys. 15). Wéwczas LP' = MP', zatem SLMP’'=<MLP’. Stad

i z twierdzenia o kacie miedzy styczna a cieciwg dostajemy

JAMP' = SMLP' =<LMP'.
Analogicznie stwierdzamy, ze YALP' = <M LP’'. W takim razie punkt P’ jest

srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ALM, czyli P/ = P. To za$ oznacza, ze
prosta K P jest dwusieczna kata M KL trojkata K LM.
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W podobny sposéb dowodzimy, ze proste LQ i MR sa dwusiecznymi
katow przy wierzchotkach L i M trojkata K LM . Zatem wszystkie trzy rozwa-
zane proste maja wspoélny punkt, bedacy $rodkiem okregu wpisanego w trdj-
kat KLM.

Zadanie 24. Dany jest trojkat ABC. Punkt X nalezy do boku AB tego tréj-
kata. Wspélna zewnetrzna styczna do okregéw wpisanych w tréj-
katy AXC i BXC, rbézna od prostej AB, przecina odcinek C'X
w punkcie Y. Wykaz, ze dtugos¢ odcinka C'Y nie zalezy od wyboru
punktu X.

Rozwigzanie

Niech P, @), R beda punktami stycznosci okregu wpisanego w tréjkat

AXC odpowiednio z bokami AC, AX, CX, za§ S punktem stycznosci tego

okregu z rozwazang w zadaniu styczna. Przez K, L, M oznaczmy natomiast

punkty stycznosci okregu wpisanego w trojkat BXC odpowiednio z bokami

CX, BX, BC, a przez N punkt stycznosci z rozwazana styczna (rys. 16).

A Q X L B
rys. 16
Symetria wzgledem prostej taczacej srodki rozwazanych okregdéw prze-
ksztalca punkt @) na punkt S, zaé punkt L na punkt N, skad wniosek, ze

QL =SN. Z twierdzenia o odcinkach stycznych wnosimy, ze YR=YS oraz
YK =Y N. To za$ pozwala napisac

20Y+QL=2CY+SN=2CY+YS+YN=2CY+YR+YK=CR+CK .
Korzystajac ponownie z twierdzenia o odcinkach stycznych, dostajemy
CR=CP, CK=CM, AP=AQ, BM=BL.
Wobec tego
2CY+QL=CR+CK=CP+CM=AC—-AP+BC—-BM =
=AC—-AQ+BC—-BL=AC+BC—-AB+QL,

czyli 2CY = AC+ BC — AB, a wigc dlugosé odcinka CY nie zalezy od wyboru
punktu X.
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Zadanie 25. Podstawg ostrostupa ABCD jest tréjkat prostokatny BC'D o kacie
prostym przy wierzchotku D. Punkt B jest spodkiem wysokosci tego
ostrostupa. Dane s BD =p, CD =q, AB =s. Oblicz promien sfery
wpisanej w ten ostrostup.

Rozwigzanie
Udowodnimy najpierw nastepujacy

Lemat
Objetosé czworoscianu ABC D o polu powierzchni S, w ktérym promien
sfery wpisanej ma dlugo$é r, wyraza si¢ wzorem V = %Sr.

Dowdod lematu

Oznaczmy $rodek sfery wpisanej w dany czworoscian przez I. Zauwazmy,
ze czworoscian ABC' D mozna podzielié¢ na cztery czworoéciany ABCI, BCDI,
CDAI, DABI, ktorych wysokosci opuszczone odpowiednio na $ciany ABC),
BCD, CDA, DAB sa wszystkie réwne r. Objeto$é czworoécianu ABC' D mo-
zemy wiec wyrazi¢ w nastepujacy sposéb

Vapecp =Vapcr+Veepr+Vepar+Vpapr =

_ é[ABC]r—ir %[BCD]r + % (CDAr+ %[DAB]T _

1 1
przy czym [F] oznacza pole figury F. Dowdd lematu jest wiec zakonczony.

Przejdzmy do rozwiazania zadania. Wykazemy najpierw, podobnie jak
w rozwigzaniu zadania 12, ze SADC =90° (rys. 17). Odcinek AB jest wy-
sokoscia danego ostrostupa, a wiec jest prostopadly do jego podstawy BCD.
W szczegdlnoscei jest on takze prostopadly do prostej C'D. Stad oraz z prosto-
padtosci prostych BD i C'D wnosimy, ze plaszczyzna ABD jest prostopadia
do CD. To za$ pociaga za soba prostopadtoéé prostych AD i CD — innymi
stowy SADC =90°. W takim razie wszystkie $ciany czworoécianu ABCD s
tréjkatami prostokatnymi.
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Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatéw ABD i BDC otrzymujemy

AD =/p?+s? oraz BC=\/p*+q>.

Pole S powierzchni danego czworoscianu jest zatem rowne

(AB -BD+AB-BC+CD-BD+CD-AD)= 5p+s\/p +q?+qp+q\/ P> +5?),

natomiast jego objetos¢ V wynosi gpqs. Korzystajqc z udowodnionego na po-
czatku lematu, stwierdzamy, ze promien sfery wpisanej jest rowny

3V pqs

S sptsVpPP P HaptaVpP st

Zadanie 26. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych a, b, ¢ spelniajacych
warunek a+b+ c >0 zachodzi nier6wnosé
3,13, .3
a +l;) +c >

abe.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze

a®+b* 4+ —3abc= (a+b+c)(a® +b* 4+ c* —ab—bc—ca) .

Pierwszy czynnik jest nieujemny z zalozenia, drugi natomiast jest nieujemny
jako potowa sumy trzech kwadratow:

202 +2b% +2¢? — 2ab—2bc — 2ca = (a—b)* + (b—¢)* + (c—a)?.

W takim razie
a®+ b3+ > 3abe,

co natychmiast daje teze.

Zadanie 27. W kazde pole szachownicy 13 x 13 wkrecono zaréwke. W jednym
ruchu mozna zmieni¢ stan (zapalona/zgaszona) 4 zaréwek zajmuja-
cych kwadrat 2 x 2 lub 81 zaréwek zajmujacych kwadrat 9 x 9. Czy
zaczynajac od dowolnego uktadu mozna za pomoca takich ruchéw
zgasi¢ wszystkie zaréwki?

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze ruchy sa przemienne i odwrotne do samych siebie. Z da-
nego uktadu da sie doprowadzié¢ do zgaszenia wszystkich zaréwek wtedy i tylko
wtedy, gdy ze zgaszonego uktadu da sie doprowadzi¢ do danego. Istotnie, wy-
starczy powtorzy¢ te same ruchy.

Wszystkich uktadéw jest 2169, bo jest 169 zaréwek i kazda moze byé¢ wla-
czona lub wytaczona. Na 144 sposoby mozemy wybraé¢ kwadrat 2x 2 do zmiany
stanu oraz na 25 sposobéw mozemy wybraé¢ kwadrat 9 x 9. Ze zgaszonego
ukladu mozna wiec dojéé do co najwyzej 2222144 = 2169 ykladéw, bo liczy sie
tylko parzysto$¢ liczby zmian stanu danego kwadratu.

Wystarczy udowodnié, ze ze zgaszonego ukladu nie da sie doprowadzié¢
do kazdego innego. Jesli wskazemy niepusty zbior ruchéw, ktory nie zmienia
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stanu zadnej zaréwki, to okaze sie, ze nie uda sie otrzymaé kazdego uktadu,
bo liczba réznych uktadéw, do jakich da sie dojsé, jest mniejsza od liczby
wszystkich uktadow.

Wybierzmy na szachownicy kwadrat 11x11 i wykonajmy na nim po cztery
ruchy kazdego rodzaju, kazdy ruch w innym rogu wybranego kwadratu. Wéw-
czas na kazdym polu dokonamy parzystej liczby zmian stanu. Istnieje zatem
opisany powyzej niepusty zbiér zmian, wiec ze zgaszonego ukladu nie da sie
otrzymac wszystkich innych.

Zadanie 28. Na okregu znajduje si¢ n >4 lamp. Przy kazdej z nich znajduje si¢
przetacznik, ktéry zmienia stan (zapalona/zgaszona) tej lampy 1 jej
dwoch sgsiadéw. Na poczatku jedna lampa jest zapalona, a pozo-
state sa zgaszone. Dla ktérych n mozna za pomocy przetacznikdéw
doprowadzi¢ do tego, by wszystkie lampy byly zgaszone?

Rozwigzanie

Nazwijmy lampy na okregu L1, Lo,..., L, , w razie potrzeby przyjmujemy
Lyy1=1Ly, Lyyo= Lo itd. Zalézmy, ze na poczatku zapalona jest L.

Gdy 3/n, przelaczmy najpierw Lo. Wéwczas zapalone pozostaja Lo, Ls.
Przetaczmy teraz L, oraz Ls. Zapalone pozostaja Ls, Lg. Nastepnie majac za-
palone L, L3y, przetaczamy L3gi1, Lak+2 1 otrzymujemy zapalone Lo, Ly (x4 1)-
Zauwazmy, ze kazde wykonanie opisanego ruchu powoduje wzrost liczby & o 1.
Taki ruch powtarzamy tak dlugo, az Lsx = Lo, czyli az zapalone beda lampy
Loy, L3 = Lo, a wiec zadna (lampa wlaczona dwa razy jest zgaszona). Jezeli
n=3¢+1, to taki moment nastapi, gdy liczba k wzroénie do £+ 1, jezeli za$
n=30+2, to taki moment nastapi, gdy k=2(+2.

Gdy 3|n, wykrecamy zaréwki z lamp o numerach podzielnych przez 3. Po-
czatkowo liczba $wiecacych sie lamp jest nieparzysta (tylko L;). Po dowolnym
ruchu zmieniamy stan dwéch lamp z zaréwkami, wiec caly czas nieparzysta
liczba lamp bedzie zapalona. Skoro nie jesteSmy w stanie wyltaczy¢ czesci lamp,
to tym bardziej nie wytaczymy wszystkich.

Zadanie 29. Rozstrzygnij, czy jest wymierna liczba 0,11235831459..., ktdrej
kazda cyfra, poczawszy od trzeciej po przecinku, jest cyfra jedno-
$ci sumy dwoch cyfr poprzednich.

Rozwigzanie

Niech a,, oznacza n-ta cyfre po przecinku danej liczby. Rozpatrzmy 101

par (ag,ap+1) dla k=1,2,3,...,101. Poniewaz moga one przyja¢ tylko 100

roznych wartosci, to

(afa ae—i-l) = (am7 am+l)

dla pewnych £ <m.

Jednoczesnie wiemy, ze dwie kolejne cyfry rozwinigcia rozwazanej liczby
wyznaczaja jednoznacznie wszystkie nastepne. Wynika stad, ze dla dowolnej
liczby catkowitej nieujemnej ¢ zachodzi a1 ; = @ppts. Innymi stowy od f-tego
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miejsca po przecinku powtarza sie ciag cyfr o okresie m —¥¢. To zas oznacza,
ze dana liczba jest wymierna.

Uwaga
Dana w tresci zadania liczba jest réwna

0,(112358314594370774156178538190998752796516730336954932572910) .

Jest to utamek dziesietny okresowy o okresie dlugosci 60. Wobec tego liczbe
te mozna przedstawi¢ w postaci ulamka zwyktego
112358314594370774156178538190998752796516730336954932572910
999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999 ’
ktory po skréoceniu wyglada nastepujaco:
112358202236168425629438314382022572910
999999000000998999001000999000000999999

Zadanie 30. Udowodnij, ze dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n liczba (n?)!
jest podzielna przez (n!)"*!.
Rozwiazanie
Policzmy na ile sposobéw mozemy podzieli¢ stado n? rozréznialnych koni
na n ponumerowanych grup po n koni. Najpierw wybierzmy sklad pierwszej
grupy, mozemy to zrobi¢ na

sposobow. Druga grupe wybieramy na

n?—n (n? —n)!
< n ):(n2—2n)!-n!
sposobéw. Tak samo wybieramy nastepne grupy, k-ta na
<n2 —(k— 1)n> (= (k—1)n)!
n (n?2—kn)!-n!

sposobéw. Laczna liczba sposob6w, na jakie wybraliSmy n grup jest wiec réwna
(n2) (n2 —n) o <n2 —(k— 1)n> o <n>
n n n n
czyli

(n?)! (n?—n)! (n?—(k—1)n)! (n?2—(m—1)n)! (n?)!

(m2—n)l-n! n2—2n)ln! " (n2—kn)l-nl n! (nh)n
Aby otrzymaé liczbe podziatéw stada n? koni na n nierozréznialnych, réw-
nolicznych grup, musimy otrzymany wynik podzieli¢ przez n!. Uzyskujemy
wniosek, ze liczba tych podzialéw wynosi

(n?)!
(nl)nt1”’

wiec musi to by¢ liczba calkowita.



Obo6z Naukowy OMG (poziom OMG), 2012 r. 27

Zadanie 31. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba n* 44" jest
zlozona.
Rozwigzanie
Jesli liczba n jest parzysta, to liczba n* +4™ dzieli sie przez 4, a wiec jest
zlozona. Pozostaje do rozwazenia przypadek, gdy n=2k+1 dla pewnej liczby
catkowitej dodatniej k. Wéwczas dostajemy

nt 4 =t g2Rl A | 9dkH2 4 L 902 02kl | odkt2 2 92k+2
= (n2 4-22%+1)2 _ 2. 9242
= (n2 4 2%%F1 . ok F1) (2 192k H1 o+l
Zauwazmy, ze
n2 492kl oktl 2 o ok | 92k | 92k _
=(n—2F)2 422 > 2% > 451,

wiec oba czynniki iloczynu (n? 4228140 . 281) (n2 4226+ .ok +1) g wicksze
od 1. To oznacza, ze liczba n* +4" jest zlozona.






Regulamin meczu matematycznego

Ustalenia wstepne

1. W meczu biora udziat dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swo-
jego grona Kapitana.

2. W pierwszej fazie meczu obie druzyny rozwigzujg 11 zadan dostarczo-
nych przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwiazan przy tablicy.
Druga faza meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

3. Ekipy na przemian wywoluja druzyne przeciwna do zreferowania przy
tablicy rozwiazania jednego z niewybranych dotad zadan. Numer zadania jest
wybierany przez druzyne wywolujaca. Wywolywanie rozpoczyna druzyna wy-
losowana tuz przed rozgrywka.

4. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje
zadanie. Dalszy przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywolane;j.

Jesli druzyna wywolana przyjmuje zadanie...

5. Druzyna wywolana staje sie druzyna referujaca.

6. Zawodnika druzyny referujacej, ktéry przedstawia rozwiazanie przy
tablicy, wyznacza Kapitan druzyny przeciwnej.

7. Zawodnik moze byé¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik
z jego druzyny zakonczyt referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie mozna
wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego samego zadania. Jezeli do refero-
wania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod tablica swego
zastepce.

8. Osoba referujaca nie moze korzysta¢ z notatek, ani konsultowaé sie
ze swoja druzyng. Druzyna przeciwna nie moze przeszkadzaé¢ lub przerywaé
referujacemu.

9. Kapitan druzyny referujacej moze odwolywaé osoby referujace dowolng
liczbe razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowaé z referowania. Wéowcezas
Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje kolejna osobe druzyny referujacej do
kontynuowania rozwiazania przy tablicy na zasadach opisanych w punktach
7 i 8. Druzyna zmieniajaca referujacego traci n punktéw przy swojej n-tej
zmianie w czasie meczu.

10. Laczny czas na zreferowanie rozwigzania przez druzyne referujaca
wynosi 10 minut. Po uplywie tego czasu Jury moze przerwaé referowanie,
poprosié¢ o streszczenie dalszej czesci rozwiazania lub pozwoli¢ na dalsze refe-
rowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje nadzieje
na poprawnos¢ i zbliza sie do konca.

11. Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwigzania zostalo
zakonczone, druzyna przeciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do poprawnosci
rozwigzania, a nastepnie referujacy odpowiada na te zastrzezenia.



12. Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrocita uwage na bledy
lub luki dyskwalifikujace rozwiazanie, ma ona prawo do zreferowania brakuja-
cych czedci rozwiazania na zasadach okreslonych w punktach 6 — 11.

13. Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przy-
znaje obu druzynom nieujemne liczby punktow o sumie nie przekraczajacej 10
punktéw. Druzyna, ktéra przedstawita poprawne rozwiazanie, otrzymuje co
najmniej 7 punktéw.

Jesli druzyna wywolana nie przyjmuje zadania...

14. Druzyna wywolujaca staje sie druzyng referujaca i prezentuje rozwig-
zanie zgodnie z zasadami okreslonymi w punktach 6 — 11.

15. Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktéw,
jezeli zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesied)
punktéw w przeciwnym przypadku. Jury moze réwniez przydzieli¢ druzynie
przeciwnej punkty za wskazanie luk lub btedéw w przedstawionym rozwiaza-
niu.

Ustalenia koncowe

16. Rozgrywka konczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku remisu
wywoluje si¢ dodatkowo 2 zadania.

17. Przewodniczacy Jury moze naltozyé kare punktowa na druzyne za
niezgodne z niniejszym regulaminem zachowania jej zawodnikdw.

18. Interpretacja regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.

Spis tresci
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