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Wstep

Obdz Naukowy Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow odbyt sie po
raz pierwszy w 2011 r. Zakwalifikowano na niego 20 najlepszych laureatéw
VI edycji OMG (2010/2011) z mtodszych klas gimnazjum. Uczestnicy Obozu
rywalizowali ze sobg w codziennych zawodach indywidualnych, rozegrali mecz
matematyczny (regulamin meczu znajduje sie na koncu niniejszej broszury),
a takze mieli okazje wystuchaé¢ wielu odczytéw o tematyce olimpijskie;j.

Od 2012 roku Komitet Gtéwny OMG organizuje dwa Obozy Naukowe.
Pierwszy z nich (poziom OM) przeznaczony jest dla laureatéw OMG z klas
trzecich gimnazjum, ktorzy koncza swoje zmagania z OMG, a rozpoczynaja
z OM, czyli Olimpiada Matematyczng na poziomie ponadgimnazjalnym. Drugi
Obéz (poziom OMG) przeznaczony jest dla mlodszych gimnazjalistow. Kazdy
z Obozéw trwa tydzien, a kwalifikacja przeprowadzana jest na podstawie wy-
nikéw uzyskanych na finale OMG.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania (wraz z rozwigzaniami) z Obo-

zu na poziomie OMG, ktéry odbyl si¢ w dniach od 1-7 czerwca 2014 roku
w miejscowosci Perzanowo (woj. mazowieckie), w gospodarstwie agrotury-
stycznym Relax. Wzigto w nim udzial nastepujacych 20 uczniéw — mlodszych
klas gimnazjum, wylonionych na podstawie wynikéw uzyskanych na zawodach
trzeciego stopnia IX edycji OMG (2013/2014):
Radomit Baran, Lukasz Czyz, Radostaw Girul, Piotr Jasinski, Lukasz Kamin-
ski, Tomasz Kietbasa, Michat Kosmecki, Patryk Ksiezuk, Maksymilian Kulicki,
Weronika Lorenczyk, Maciej Maruszczak, Daniel Murawski, Tomasz Nowak,
Anna Pacanowska, Agnieszka Palka, Pawel Pawlik, Michat Siennicki, Stani-
staw Strzelecki, Stanistaw Szczesniak oraz Kinga Sztonyk.

Kadre Obozu stanowili:

Jerzy Bednarczuk, Sylwester Blaszczuk, Lukasz Bozyk, Tomasz Cie$la, Szymon
Kanonowicz oraz Jarostaw Wroblewsk:.

W ramach zawodéw indywidualnych mozna bylo uzyskaé 126 punktéw.
Trzy najlepsze wyniki to: 100 punktéw, 90 punktéw i 62 punkty. Aby ula-
twi¢ Czytelnikowi ocene trudnosci poszezegdlnych zadan, opracowano tabele
punktacji uczestnikéw Obozu dla poszczegdlnych zadan.

Mamy nadzieje, ze publikacja zadan z Obozu wraz z pelnymi rozwiaza-
niami pozwoli wigkszej liczbie ucznidéw zapoznaé sie z nimi i bedzie stanowié
cenny material w przygotowaniach do Olimpiady.

Komitet Glowny Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow



Zestawienie ocen z zawodow indywidualnych

Zad: | (P55 5. o p.| na 0 p
1. 4 0 0 16
2. 7 0 1 12
3. 10 0 0 10
4. 0 0 0 20
5. 9 0 0 11
6. 8 1 7 4
7. 9 0 0 11
8. 1 2 1 16
9. 7 0 1 12
10. 14 2 0 4
11. 14 2 0 4
12. 2 0 1 17
13. 1 0 1 18
14. 10 1 1 8
15. 3 1 0 16
16. 3 1 0 16
17. 15 1 1 3
18. 6 0 0 14
19. 1 0 0 19
20 3 0 0 17
21. 2 0 0 18




Tresci zadan

Pierwsze zawody indywidualne

1. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym SBAC =90°. Okregi o érod-
kach B i C przechodzace przez punkt A przecinaja odcinek BC odpowiednio
w punktach D i E. Punkt F wybrano wewnatrz trojkata ABC w taki sposéb,
ze DF = EF oraz $DFE =90°. Wykaz, ze AF = DF.

2. Mamy do dyspozycji plytki o nastepujacych ksztaltach (kazdy z na-
rysowanych odcinkéw ma dlugosé 1):

ANRYAV

Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n wyznacz najmniejsza liczbe pty-
tek potrzebnych do ulozenia tréjkata réwnobocznego o boku n.

Uwaga: Plytki mozna obracaé, ale nie moga one na siebie nachodzié.

3. Udowodnij, ze dla kazdej liczby nieparzystej n oraz kazdej dodatniej
liczby calkowitej k, liczba n?" —1 jest podzielna przez 2812,
Uwaga: Potegowanie wykonujemy od géry, tzn. a®* = a(®).

4. Interesuja nas takie ostrostupy czworokatne ABCDS o podstawie
ABCD, w ktérych

294ASB=<94BSC, 294BSC=<CSD, 29CSD=<DSA.

Przypuéémy, ze 24.SAD=<SAB oraz tréjkaty ABS i ADS sa réwnoramienne.
Wyznacz wszystkie mozliwe miary kata SAB.

5. Udowodnij, ze dla kazdej tréjki liczb rzeczywistych x, y, z zachodzi
nier6wnosé

22y +3yz+ 622 < 2022 + 5y + 22

6. Wyznacz najwigksza liczbe naturalng d o nastepujacej wlasnodci:
Dla kazdej pary dodatnich liczb catkowitych m, n, jezeli iloczyn mn jest po-
dzielny przez 25600000 (stownie: dwadziescia pigé miliondéw szeééset tysiecy),
to co najmniej jedna z liczb m, n jest podzielna przez d.

7. Wewnatrz szesciokata wypuklego ABCDEF istnieje taki punkt P,
ze spelnione sg warunki

JABP=<4BAP=3¥CDP=3DCP=<YEFP=YFEP =45°.
Udowodnij, ze BC+DE+ FA>max(AB,CD,EF).
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8. Wyznacz liczbe par dodatnich liczb catkowitych m, n spelniajacych
rownanie
m(m+1)=(n—17)(n+17).

Drugie zawody indywidualne

9. Na tablicy narysowano 2014 kétek, 3000 krzyzykdw i 5000 kwadratdw.
W jednym ruchu mozemy wykonaé¢ jedna z nastepujacych operacji:

e zmazaé¢ dwa kétka i narysowaé krzyzyk,

e zmazaé dwa krzyzyki i narysowaé¢ kwadrat,

e zmazaé dwa kwadraty i narysowaé kotko.

Rozstrzygnij, czy mozna wykonaé taki ciag ruchéw, aby na tablicy pozo-
staly mniej niz trzy figury.

10. Rozstrzygnij, czy istnieje czworokat wypukty, ktory nie jest trapezem,
a jego przekatne dzielg go na cztery tréjkaty réwnoramienne.

11. Rozstrzygnij, czy dla kazdej piatki dodatnich liczb rzeczywistych
a, b, ¢, d, e zachodzi nier6wnosé¢
at+c b+d ct+e d+a e+b
+ + P

10.
b+c+d e a 0

12. Rozstrzygnij, czy dla kazdej piatki dodatnich liczb rzeczywistych

a, b, ¢, d, e zachodzi nieréwnosé
b . c . d . e . a 5
atc b+d cte dt+a e+b” 2°

at

Trzecie zawody indywidualne

13. Punkty M i N leza odpowiednio na bokach BC'i AC' tréjkata ABC.
Proste AM i BN przecinaja sie w punkcie P. Udowodnij, ze w czworokat
M PNC mozna wpisaé okrag wtedy i tylko wtedy, gdy okregi wpisane w tréj-
katy APC i BPC sg styczne.

14. Na kwadratowej szachownicy o boku 2015 umieszczamy prostokaty
o wymiarach 1x10 tak, ze kazdy z nich pokrywa 10 pél szachownicy, a przy tym
zadne pole nie jest pokryte przez wiecej niz jeden prostokat. Ile co najmniej
pol szachownicy musi pozostaé niepokrytych?

15. Rozstrzygnij, dla ilu liczb naturalnych n > 1 prawdziwe jest nastepu-
jace zdanie: Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej a wzglednie pierwszej z n,
liczba a® —1 jest podzielna przez n.
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16. Dany jest ostrostup prawidtowy trojkatny ABCD o podstawie BC'D,
w ktérym wszystkie katy plaskie przy wierzchotku A sa proste oraz krawedzie
boczne maja dtugosé 1. Rozstrzygnij, czy odleglto$é miedzy srodkami sfery
wpisanej w dany ostrostup i sfery opisanej na tym ostrostupie jest liczba wy-
mierng.

Czwarte zawody indywidualne
17. Wykaz, ze jesli p jest liczbg pierwsza, to liczba p® +6 jest zlozona.

18. Udowodnij, ze dla kazdej czworki liczb rzeczywistych a, b, ¢, d spel-
niajacej uktad réwnan
a +b +c +d =4

A+ +AE+d*=12
A+ 4+ +d>=28

zachodzi nieréwnosé
abc+bed + cda+dab > —4.

19. Na bokach AC i BC tréjkata ABC wybrano odpowiednio takie
punkty K i L, ze AK=BL. Punkty M i N sg $érodkami odpowiednio odcinkéw
AB i KL. Wykaz, ze prosta M N jest rownolegla do dwusiecznej kata ACB.

20. Rozstrzygnij, czy w kwadracie o boku 51 mozna umiesci¢ 145 kwad-
ratéw 4 x 4 o roztacznych wnetrzach.

21. Niech p bedzie liczba pierwsza. Przyjmijmy
ap=p oraz apy1=3“"—-2% dla n=0,1,2,3,...

Wykaz, ze jezeli a, jest liczbg zlozong, to liczba a,> tez jest zlozona.

Mecz matematyczny

22. Rozstrzygnij, czy istnieja takie dodatnie liczby catkowite m <n, ze
n <1,001-m, a przy tym liczba n" jest podzielna przez m™.

23. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkt A" wybrano w taki spo-
s6b, ze SA'BC =<4 A'CB=<BAC oraz punkty A, A’ lezg po tej samej stronie
prostej BC. Analogicznie zdefiniowano punkty B’ i C’. Udowodnij, ze tréj-
katy ABC' i A’B’C’" maja réwne pola.

24. Rozstrzygnij, czy réwnanie

at + b1 4t dt =521

ma rozwiazanie w liczbach catkowitych a, b, ¢, d.
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25. Udowodnij, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita, ktérg mozna
przedstawi¢ na co najmniej 2014 sposobow w postaci

a4+ b3+,
gdzie a, b, ¢ sa dodatnimi liczbami catkowitymi.

26. Niech S4, Sp, Sc¢, Sp beda polami powierzchni sfer dopisanych od-
powiednio do $cian BCD, CDA, DAB, ABC czworo$cianu ABCD, a S niech
bedzie polem powierzchni sfery wpisanej w ten czworoécian. Wykaz, ze

11,1 11
S SSs S So ' Sp

27. Udowodnij, ze dla kazdej széstki dodatnich liczb rzeczywistych
a, b, ¢, d, e, f zachodzi nieréwnosé¢

\/aQ—ab\/§+bQ+\/bQ—bC\/§+02+\/02—cd\/§+d2+
+\/d2—de\/§+62+\/62—6f\/§+f2> \/a2+af\/§+f2.

28. Rozstrzygnij, czy dla kazdej piatki dodatnich liczb rzeczywistych
a, b, ¢, d, e zachodzi nier6wnosé¢
b+c+d+e+a+b+c+d+e+a>5
a+c b+d c+e d+a e+b e+d a+te b+a c+b d+c”

29. Dany jest trapez réwnoramienny ABCD o podstawach AB > CD.
Punkt M jest $rodkiem boku AB. Proste AC, BC przecinaja okrag opisany
na tréjkacie CDM po raz drugi odpowiednio w punktach K, L. Proste MK,
M L przecinaja prosta C'D odpowiednio w punktach P, Q). Wykaz, ze punkt D
jest srodkiem odcinka PQ.

30. W okrag wpisano dwa wielokaty réwnokatne: 2014-kat i 2016-kat.
Jaka najwiekszg liczbe wspdlnych bokéw moga mieé¢ te dwa wielokaty?

31. Rozstrzygnij, czy istnieje czworoscian, ktory ma siatke bedaca tréj-
katem prostokatnym.

32. Podaj liczbe naturalng n > 1 o nastepujacych witasnosciach:

1° Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej k < n, Twoja druzyna potrafi
przedstawi¢ dowod nastepujacego twierdzenia: Istnieje skonczenie wiele liczb
pierwszych p, dla ktérych liczba p* + k jest pierwsza.

2° Druzyna przeciwna nie potrafi udowodnié, ze istnieje skonczenie wiele
liczb pierwszych p, dla ktorych liczba p™ +n jest pierwsza.
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Procedura referowania rozwigzania tego zadania:

Kapitan druzyny referujacej X wskazuje liczbe n.

Kapitan druzyny przeciwnej Y wskazuje jednag liczbe k£ <n.

Druzyna X przedstawia, na ogdlnych zasadach rozgrywki meczowej, do-
wdd twierdzenia sformutowanego w punkcie 1° dla wskazanej liczby k.

Druzyna Y, w ramach formulowania usterek przedstawionego rozwigza-
nia, moze zaprezentowa¢ dowdd twierdzenia sformutowanego w punkcie 2°.
Dowdéd ten przedstawia zawodnik wydelegowany przez kapitana druzyny Y,
bez mozliwosci zmiany osoby referujacej. Uznanie tego dowodu za poprawny
oznacza automatyczne uznanie rozwigzania druzyny X za bledne.






Rozwiazania zadan
Pierwsze zawody indywidualne

Zadanie 1. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym ¥BAC =90°. Okregi o $rodkach
B i C przechodzace przez punkt A przecinaja odcinek BC' odpowied-
nio w punktach D i E. Punkt F wybrano wewnatrz tréjkata ABC
w taki sposéb, ze DF = EF oraz {DFE=90°. Wykaz, ze AF=DF.

Rozwigzanie

Oznaczmy SABC =« oraz YACB = 3. Wéwczas o+ 3 =90°.

rys. 1

Tréjkaty ABD oraz ACE sa réwnoramienne (bo BA=BD i CA=CE),

a zatem YADB=90°— %a oraz JAEC =90°— %ﬂ. Obliczmy miare kata EAD:
SEAD =180°—SADE —JAED =
1 1 a+p
=180°— C——al— °——f)=——=45°.
80 (90 5 a) (90 5 5) 5 5

Srodek O okregu opisanego na tréjkacie AED lezy wewnatrz tego tréjkata, bo
jest on ostrokatny (zatem tez wewnatrz tréjkata ABC).

Ponadto $EOD=2-<EAD=90° oraz OE=0D. To oznacza, ze punkt O
pokrywa sie z punktem F', zatem F’ jest Srodkiem okregu opisanego na trdjkacie
ADE, a stad wynika, ze AF =DF.

Zadanie 2. Mamy do dyspozycji ptytki o nastepujacych ksztattach (kazdy z na-
rysowanych odcinkéw ma dlugosé 1):

ANRYAVY

Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n wyznacz najmniejszg liczbe
plytek potrzebnych do utozenia tréjkata réwnobocznego o boku n.
Uwaga: Ptytki mozna obracaé, ale nie moga, one na siebie nachodzi¢.
Rozwigzanie
Podzielmy tréjkat réwnoboczny o boku n na n* réwnobocznych trojkatéw
jednostkowych, zwanych dalej polami. Nastepnie pokolorujmy pola tréjkata

2



12 Rozwigzania zadan

jak na rysunku 2, gdzie sposéb pokolorowania przedstawiono na przyktadzie
tréjkata o boku 10.

AN
JAVAVAVAVAVAVAVA
AVAVAVAVAVAVAVAVA
\WAVAVAVAVAVAVAVAV

rys. 2 rys. 3

Wéwezas (n? —n)/2 pol jest kolorowych, a pozostatych (n?+mn)/2 pdl jest
biatych.

Poniewaz kazda ptytka przykrywa co najwyzej jedno pole biale, wiec nie
mozna ulozy¢ tréjkata z mniej niz (n®+n)/2 plytek.

Spos6b ulozenia tréjkata z (n®+n)/2 plytek przedstawiony jest na ry-
sunku 3.

Odpowied?z

Najmniejsza liczba ptytek potrzebnych do ulozenia tréjkata réwnobocz-
nego o boku n jest réwna (n?+n)/2.

Zadanie 3. Udowodnij, ze dla kazdej liczby nieparzystej n oraz kazdej dodatniej
liczby calkowitej k, liczba n? 1 jest podzielna przez 282
Uwaga: Potegowanie wykonujemy od gory, tzn. a?" =a),
Rozwigzanie
Niech n bedzie dowolna liczbg nieparzysta.
Korzystajac wielokrotnie ze wzoru na réznice kwadratéw, otrzymujemy

n? 1= (an_l—l—l)-(nzk_2+1)~...-(n4+1)-(n2+1)-(n+1)-(n—1),

gdzie kazdy z k+1 czynnikow wystepujacych w iloczynie po prawej stronie
jest parzysty. Ponadto dwa ostatnie czynniki réznia sie o 2, wiec jeden z nich
jest podzielny przez 4. Zatem w rozkladzie tego iloczynu na czynniki pierwsze
wystepuja co najmniej k+2 dwdjki, co konczy rozwigzanie zadania.

Zadanie 4. Interesuja nas takie ostrostupy czworokatne ABCDS o podstawie
ABCD, w ktorych
24ASB=94BSC, 29BSC=9CSD, 29CSD=<IDSA.

Przypuéémy, ze 29.SAD = JSAB oraz tréjkaty ABS i ADS sa réw-
noramienne. Wyznacz wszystkie mozliwe miary kata SAB.
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Rozwigzanie
7 danych réwnosci katéw wynika, ze

IDSA=24CSD=49BSC =83 ASB,
wobec czego
JASB+YBSC+4CSD=TYASB <8JASB=<IDSA.

Powyzsza nieréwnosé nie moze by¢ jednak spelniona, gdyz suma trzech ka-
tow ptlaskich przy wierzchotku S musi by¢ wieksza od czwartego. Uzyskana
sprzeczno$¢ oznacza, ze nie istnieje ostrostup spetniajacy warunki zadania.

Zadanie 5. Udowodnij, ze dla kazdej tréjki liczb rzeczywistych z, y, z zachodzi
nieré6wnosé

2wy + 3yz + 622 < 202° 4 5y° + 27 (1)

Rozwigzanie
Przeniedmy w nieréwnosci (1) wszystkie wyrazy na prawa strone:
0< 2022 +5y2 +22 —2xy—3yz—6zx.
Przeksztalcanie prawej strony tej nieréwnosci prowadzi kolejno do:
2022 +5y% + 22 — 2y — 3yz — 6z =

2 9,2 2 2
:2332—2:63/—1—%—1—%—3yz+%+%—6zm+18m2:
2z—y)* (By—2)*  (¢—62)
= >0
> 2 a2 =%

co konczy rozwigzanie zadania.

Zadanie 6. Wyznacz najwigksza liczbe naturalng d o nastepujacej wlasnosci:
Dla kazdej pary dodatnich liczb catkowitych m, n, jezeli iloczyn mn
jest podzielny przez 25600 000 (stownie: dwadziescia pie¢ milionéw
szedéset tysiecy), to co najmniej jedna z liczb m, n jest podzielna
przez d.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze

25600 000 = 256-10° = 28.2% .55 = 213 . 55,

Niech m, n beda takimi dodatnimi liczbami catkowitymi, ze iloczyn mn
jest podzielny przez 25600 000. Wéwcezas w rozkladzie na czynniki pierwsze
iloczynu mn wystepuje co najmniej 13 dwdjek, zatem co najmniej jedna z liczb
m, n ma w rozkladzie co najmniej 7 dwbjek, jest wiec podzielna przez 128. Stad
wynika, ze liczba d =128 posiada wlasnos¢ sformutowana w tresci zadania.

Wykazemy, ze jest to najwieksza taka liczba. W tym celu podamy dwa
przyktady par liczb m, n o iloczynie réwnym 25600000 i przesledzimy zbiér
liczb bedacych dzielnikami jednego z czynnikéw.

Przyklad m =2, n=>5° pokazuje, ze d musi by¢ postaci 2° lub 5¢, gdzie
0 < s< 13 lub odpowiednio 0 <t <5.
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Przyktad m =27-53, n=25.52, w polaczeniu z poprzednim przykladem,
pokazuje, ze d musi by¢ postaci 2% lub 5!, gdzie 0 < s < 7 lub odpowiednio
0<t<3.

W zwiazku z tym liczba d spelniajaca warunki zadania musi by¢ potega
dwdjki réwna co najwyzej 128 lub potega piatki rowng co najwyzej 125.

Odpowiedz

Najwicksza liczba majaca wlasnosé sformutowang w tresci zadania jest
liczba d=128.

Zadanie 7. Wewnatrz szesciokata wypuktego ABCDEF istnieje taki punkt P,
ze spelnione sy warunki

JABP=<4BAP=3CDP=YDCP=4EFP=JFEP =45°.
Udowodnij, ze BC'+DE+FA >max(AB,CD,EF).
Rozwigzanie
Bez straty ogdélnosci przyjmijmy, ze AB =max(AB,CD,EF). Niech C’
bedzie punktem symetrycznym do C wzgledem prostej BP, a F’ bedzie punk-
tem symetrycznym do F' wzgledem prostej AP (rys. 4).

rys. 4

7 warunkow zadania wynika, ze ABP, CDP, EF P to prostokatne tréj-
katy réwnoramienne, skad FP = FP =F'P oraz DP =CP = (C'P. Ponadto
IBPC+<4DPE+<4FPA+3-90° =360°, skad

IDPE =90° —4BPC —4FPA=<YAPB—<4BPC' —4F' PA=<4C'PF’.
Uzyskane réwnosci oznaczaja, ze tréjkaty DPE i C'PF' s przystajace
(cecha bok—kat—bok), wiec DE =C"F’. Pozostaje zauwazy¢, ze
BC+DE+FA=BC'+C'F'+F' A> AB,
co konczy rozwiagzanie zadania.
Zadanie 8. Wyznacz liczbe par dodatnich liczb catkowitych m, n spelniajacych

m(m+1)=(n—-17)(n+17). (1)
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Rozwigzanie
Przeksztalcajac rownanie (1), otrzymujemy kolejno:

m24+m=n?—172,
4m? 4 4m = 4n® — 342,
4m? 4+ 4m+1=4n*— (34> -1),
(2m+1)% — (2n)* = —33-35,
(2n)% —(2m+1)*=3-5-7-11,
(2n—2m—1)(2n+2m+1)=3-5-7-11.

Dla kazdego rozkltadu prawej strony powyzszego réwnania na iloczyn
dwdéch czynnikéw catkowitych dodatnich a-b, gdzie a < b—2, otrzymujemy
a+b b—a—2
n= oraz m=——.

4 4

I tak:

dla a=1, b=1155 otrzymujemy m = 288, n = 289,
dla a =3, b= 385 otrzymujemy m =95, n =97,
dla a =5, b=231 otrzymujemy m = 56, n =159,
dla a="7, b=165 otrzymujemy m =39, n =43,
dla a =11, b=105 otrzymujemy m =23, n =29,
dla a =15, b="77 otrzymujemy m =15, n =23,
dla a =21, b=>55 otrzymujemy m =38, n=19.

Odpowiedz
Réwnanie ma 7 rozwiazan, wymienionych powyzej.

Drugie zawody indywidualne

Zadanie 9. Na tablicy narysowano 2014 kétek, 3000 krzyzykéw i 5000 kwadra-
téw. W jednym ruchu mozemy wykona¢ jedna z nastepujacych ope-
racji:

e zmazaé¢ dwa kétka i narysowaé krzyzyk,

e zmazaé¢ dwa krzyzyki i narysowaé¢ kwadrat,

e zmazaé¢ dwa kwadraty i narysowaé kétko.

Rozstrzygnij, czy mozna wykonaé taki ciag ruchéw, aby na tablicy
pozostaly mniej niz trzy figury.

Rozwiazanie

Przypiszmy rysowanym figurom nastepujace liczby:
e kotko — liczba 1,
e krzyzyk — liczba 2,
e kwadrat — liczba 4

i zauwazmy, ze kazdy z dozwolonych ruchéw albo nie zmienia sumy liczb przy-
pisanych figurom narysowanym na tablicy, albo zmniejsza te sume o 7.
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Zauwazmy, ze poczatkowo suma liczb przypisanych figurom narysowanym
na tablicy jest réwna

2014-1+3000-2+5000-4 = 2014+ 6000 +-20 000 = 28 014,

jest wiec podzielna przez 7. Po dowolnym ciggu ruchéw na tablicy pozostana
figury o sumie przypisanych liczb podzielnej przez 7. Poniewaz nie mozna
zmazaé wszystkich figur, a dowolna figura oraz dowolne dwie figury majg sume
liczb niepodzielng przez 7, na tablicy musza pozostaé¢ co najmniej trzy figury.

Odpowied?
Nie mozna wykona¢ takiego ciagu ruchéw, aby na tablicy pozostaly mniej
niz trzy figury.

Zadanie 10. Rozstrzygnij, czy istnieje czworokat wypukty, ktéry nie jest trape-
zem, a jego przekatne dzielg go na cztery trojkaty réwnoramienne.

Rozwiagzanie

Niech P bedzie punktem przeciecia przekatnych w takim czworokacie
ABCD, ze tréjkaty APB, BPC, CPD, DPA sa réwnoramienne. Wykazemy,
ze 6w czworokat musi byé trapezem. Zauwazmy, ze YAPB+ <BPC = 180°.
Bez straty ogélnoéci mozemy przyjaé, ze SAPB > SBPC, skad wynika, ze
JCPD =<4APB >90°. W kazdym tréjkacie réwnoramiennym kat przy pod-
stawie jest ostry, wiec w trdjkatach APB i C'PD podstawami sg odpowiednio
odcinki AB i CD. Tréjkaty APB i CPD sa rownoramienne oraz maja réwne
katy naprzeciw podstaw, wiec sa podobne. Wobec tego YABP =<JCDP, czyli
AB || CD, a co za tym idzie, czworokat ABCD jest trapezem. Nie istnieje
zatem czworokat, ktory spelnia warunki zadania.

Zadanie 11. Rozstrzygnij, czy dla kazdej pigtki dodatnich liczb rzeczywistych
a, b, ¢, d, e zachodzi nieréwnosé
a+c n b+d n cte n d+a n e+b

b c d e a > 10. (1)
Rozwigzanie
Lewa strona nieréwnosci (1) moze byé zapisana w postaci
b d ¢ e d b
B+b+ Fo + +-=
b c b d c d a
—+b+b+c+c+d+d+ +€+5

_(b+a>+<c+b>+<d+c)+<e+d)+<a+e)
“\a b b ¢ c d d e e a)’

gdzie w kazdym nawiasie wystepuje suma dwoch liczb dodatnich o iloczynie
rownym 1. Poniewaz dla dowolnej dodatniej liczby rzeczywsitej = zachodza
nieréwnosci
2 2 2
+l:$ +1_«z 2x+1+2: (x—1) 42
x x x
wiec uzyskana suma jest nie mniejsza od 10, co konczy rozwiazanie zadania.

>0+2=2,
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Odpowiedz
Dana w zadaniu nieréwno$c¢ jest prawdziwa.

Zadanie 12. Rozstrzygnij, czy dla kazdej piatki dodatnich liczb rzeczywistych
a, b, ¢, d, e zachodzi nier6wno$é

b n c n d + e a S
a+c b+d c+e d+a e+b” 2’

| ot

Rozwigzanie
Wskazemy dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, e, dla ktérych dana
nierownosé jest falszywa.
W tym celu przyjmijmy d=1, c=e=10, a =b=100. Wowczas
b c d e a
a+c+ b+d+ cte + d+a + et+b
~ 100 10 1 10 100

110 101+20+101 110
200 20 1 200 20 5 225 5

“110 101 T30 <

100 "100 7100 100 S 2

Trzecie zawody indywidualne

Zadanie 13. Punkty M i N lezg odpowiednio na bokach BC' i AC tréjkata ABC.
Proste AM i BN przecinaja sie w punkcie P. Udowodnij, ze w czwo-
rokat M PNC mozna wpisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy okregi
wpisane w trojkaty APC i BPC' sg styczne.

Rozwigzanie

Zatézmy, ze okregi wpisane w tréjkaty APC i BPC' sg styczne. Ich punkt
stycznosci X musi lezeé¢ na odcinku C'P. Na bokach AC' i BC obierzmy punkty

@ i R odpowiednio tak, ze AQ = AP oraz BP = BR i niech punkt I bedzie

srodkiem okregu opisanego na tréjkacie PQR (rys. 5).

rys. 5

Rozpisujac C'X na dwa sposoby, dostajemy
AC+PC—-AP BC+PC-BP
2 B 2 ’
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zatem AC— AP =BC—BP, czyli innymi stowy AC—AQ=BC—BR. Oznacza
to, ze CQ=CR. Widzimy zatem, ze czworokaty AQIP, BPIR oraz CRIQ sa
deltoidami. Zatem proste AI, BI oraz C1 sa dwusiecznymi katow wewnetrz-
nych PAQ, PBR oraz QCR. Zatem punkt I jest réwnoodlegly od prostych
zawierajacych boki czworokata M PNC' i lezy w czesci wspdlnej katow PAQ,
PBR i QCR, wiec lezy wewnatrz czworokata M PNC. To oznacza, ze ist-
nieje okrag o Srodku [ styczny do bokéw czworokata M PNC — jest to okrag
wpisany w ten czworokat.

Zatézmy, ze w czworokat M PN C mozna wpisa¢ okrag. Oznaczmy punkty
stycznosci tego okregu z bokami M P, PN, NC, C'M odpowiednio przez U, V,
W, T iniech okregi wpisane w trdjkaty APC i BPC beda styczne do odcinka
PC odpowiednio w punktach X i Y (rys. 6).

rys. 6

Na mocy twierdzenia o odcinkach stycznych zachodzg réwnosci:
BV =BT, AU=AW, CW=CT oraz PV =PU.
To oznacza, ze
BC—-PB=BT+CT—-BV+PV=CT+PV=CW+PU =
=AW +CW —-AU+PU =AC—-AP.

Stad wniosek, ze

BC+PC—-BP AC+PC—-AP
2 B 2 ’
czyli CX =CY. Wobec tego punkt X pokrywa sie z punktem Y i okregi
wpisane w trojkaty APC i BPC sg styczne w punkcie X.

Uwaga
Inne rozwiazanie tego zadania mozna znalez¢ w dodatku, zamieszczonym
na koncu broszury.

Zadanie 14. Na kwadratowej szachownicy o boku 2015 umieszczamy prostokaty
o wymiarach 1x 10 tak, ze kazdy z nich pokrywa 10 p6l szachownicy,
a przy tym zadne pole nie jest pokryte przez wiecej niz jeden prosto-
kat. Ile co najmniej pél szachownicy musi pozostaé¢ niepokrytych?
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Rozwigzanie

Sposob 1

Ponumerujmy pola kwadratu jak na rysunku 7, gdzie sposéb ponumero-
wania przedstawiono na przyktadzie kwadratu o boku 25.

\]
w
W
(@)
D
-3
co
Ne)j
)
[\
w
W
ot
D
\]

N[OOI | W[ |O|O0N|O| Ok WIN RO |© |00
W | OO0 | [WIN|[F OO |0 (DU |W N |—O

B WRIN | OlO[(0|T||UH i [(WIN|[FR OO |0 (T[S |U e |W |+ O
DU | WIN | |O[O(0 || |T s [WIN OO0 (T[T = |W( N

DU | WINR[O([O |0 || [W (N |O|[O(00[T || Ot kW

OO0V T [WIIN || OO0 (N[O | WIN R O|O |||

| O[O0 |U I [WIN|[F OO0 |O i |WIN|(F|O|©Y|

NP OO0V =W O[O0 || W |~ |O|©

DU | WIN|FR|O[O(0 ||| (W[ O|O |0 [T [O|U = |W( N |-

DU | WINR O[O |0 N[O [W (N O[O0 | |Ct kx|

O[T TN W[ |O|O|0 (N[ [T |WIN|H (O[O0 |||t

OO0 |N|D| T [WIN || OO0 (N[O | WIN (R O|O |||

| O[O0 |U I [WIN|[F OO0 |U i |WIN|(F|O|©Y|0

WIN | [([D|O|0 | [T |WIN [ |O(O0 ||| |WIN|—O|©
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DU | WINR (O[O |0 ||| (W |O|O(00[T|D Ot W N

N[O || WIN[R (OO |00 |N[D|U = [WIN || O[O0 J |0 | Ot |
O[T WIIN | OO0 (N[O W R (O[O0 |||t i~

N[O |WIN (R (OO |0 || [WIN [P O|[O[00|J|0 | O~
O[T WIIN [ | O|O|0 (T[T =W H (OO0 |||t
OO |0 |N|D|TU (W || O[O0 [J (DU | W N[~ OO0
WIN | OO0 ||| W[ |0 || |U ke |WIN|—O
B WIN || OO[(0|T| | [WIN|[F OO |0 [ |U i |W (N |-
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rys. 7

Zauwazmy, ze kazdy prostokat 1 x 10 pokrywajacy 10 pdl szachownicy,
pokrywa pola z réznymi numerami, a wiec w szczegoélnosci pokrywa dokltadnie
jedno pole z liczba 9. Poniewaz prawe dolne naroze o wymiarach 5x 5 nie
zawiera zadnego pola z numerem 9, a w pozostatej czesci szachownicy liczby
pol z numerami od 0 do 9 sg rowne, po umieszczeniu prostokatow w sposéb
zgodny z warunkami zadania, co najmniej 25 pol szachownicy musi pozostaé
niepokrytych.

Sposéb rozmieszezenia prostokatow tak, aby tylko 25 pél nie zostato po-
krytych przedstawia rysunek 8.

Odpowied?z
Po rozmieszczeniu prostokatéw w sposéb zgodny z warunkami zadania,
co najmniej 25 pol szachownicy musi pozostaé¢ niepokrytych.
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rys. 8 rys. 9

Sposob 11

Pokolorujmy pola kwadratu jak na rysunku 9, gdzie sposéb kolorowania
przedstawiono na przykladzie kwadratu o boku 25.

Wéwczas kazdy prostokat 1x10 pokrywajacy 10 pél szachownicy, pokrywa
5 pol biatych i 5 pdl kolorowych. Tymczasem pol kolorowych jest o 25 wiecej
niz pol biatych. To oznacza, ze co najmniej 25 pdl szachownicy musi pozostaé
niepokrytych.

Sposéb rozmieszezenia prostokatéw tak, aby tylko 25 pdl nie zostalo po-
krytych przedstawia rysunek 8.

Odpowiedz

Po rozmieszczeniu prostokatéw w sposoéb zgodny z warunkami zadania,
co najmniej 25 pdl szachownicy musi pozostaé niepokrytych.

Zadanie 15. Rozstrzygnij, dla ilu liczb naturalnych n > 1 prawdziwe jest naste-
pujace zdanie: Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej a wzglednie
pierwszej z n, liczba a® —1 jest podzielna przez n.
Rozwigzanie
Wyznaczajac liczby n spelniajace warunki zadania, ograniczymy sie naj-
pierw do nastepujacych dwoch przypadkow:
1° Liczba n jest potega nieparzystej liczby pierwszej.
Woéwezas liczba a =2 jest wzglednie pierwsza z n i wobec tego liczba n
jest dzielnikiem liczby 26 —1=63=7-9.
Zauwazmy, ze dla kazdej liczby catkowitej a zachodza nastepujace rowno-
Sci:
a®—1=(a®>-1)-(a®*+1)=(a—1)-(a*+a+1)-(a+1)-(a®*—a+1). (1)
Jezeli liczba a jest niepodzielna przez 3, to jedna z liczb a—1 lub a+1 jest
podzielna przez 3, a ponadto

a=4+1 (mod 3), skad a®’+1=2 (mod 3).
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W konsekwencji

a*+1+a=0 (mod 3) lub a®*+1—a=0 (mod 3),
a wiec iloczyn po prawej stronie ciagu réwnosci (1) ma dwa czynniki podzielne
przez 3. Wykazalidmy, ze liczba a®—1 jest podzielna przez 9, czyli liczba 9 i jej
dzielnik 3 spetniaja warunki zadania.

Jezeli za$ liczba a jest niepodzielna przez 7, to liczba a®—1 jest podzielna
przez 7 na mocy malego twierdzenia Fermata.

Mozna tez nie powotywac si¢ na male twierdzenie Fermata i zauwazy¢, ze
a®—1=(a—1)-(a*+a+1)-(a+1)-(a*—a+1)=
(a—1)-(a*+a—6)-(a+1)-(a*—a—6)=
(a—1)-(a—2)-(a+3)-(a+1)-(a—3)-(a+2)=
(a—3)-(a—2)-(a—1)-(a+1)-(a+2)-(a+3) (mod 7).
Liczba a wraz z szescioma czynnikami uzyskanego iloczynu tworzy zbior sied-
miu kolejnych liczb catkowitych. Jedna z tych liczb jest podzielna przez 7.
Jezeli liczba a jest niepodzielna przez 7, to przez 7 jest podzielny jeden z czyn-
nikéw powyzszego iloczynu i w konsekwencji caly ten iloczyn jest podzielny
przez 7.

a

Tak wiec liczba n =7 takze spelnia warunki zadania.

2° Liczba n jest potega dwdjki.

Woéwezas liczba a =3 jest wzglednie pierwsza z n i wobec tego liczba n jest
dzielnikiem liczby 3% —1 =728 =8-91. W konsekwencji n, jako potega dwoéjki,
jest dzielnikiem liczby 8.

7 drugiej strony, dla kazdej liczby catkowitej a zachodzi réwnosé

a®—1=(a®-1)-(a®*+1),

a jesli a jest nieparzysta, to czynniki po prawej stronie sa kolejnymi licz-
bami parzystymi. Jeden z tych czynnikéw jest podzielny przez 4, skad wynika,
ze liczba a% — 1 jest podzielna przez 8. Zatem liczba 8 i jej dzielniki 2 oraz 4
spelniaja warunki zadania.

Przechodzimy do wyznaczenia wszystkich liczb spetniajacych warunki za-
dania.

W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze liczba n bedaca iloczynem dwoch liczb
wzglednie pierwszych n; i ng spelnia warunki zadania wtedy i tylko wtedy, gdy
obie liczby ni i no spetniajg warunki zadania.

Odpowiedz

Istnieja 23 liczby spelniajace warunki zadania. Sg to wszystkie dzielniki
liczby 7-8-9 =504 wigksze od 1, a mianowicie: 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 12, 14, 18,
21, 24, 28, 36, 42, 56, 63, 72, 84, 126, 168, 252 i 504.
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Zadanie 16. Dany jest ostrostup prawidtowy tréjkatny ABCD o podstawie BC'D,
w ktérym wszystkie katy plaskie przy wierzchotku A sg proste oraz
krawedzie boczne maja dlugosé 1. Rozstrzygnij, czy odlegloéé mie-
dzy $rodkami sfery wpisanej w dany ostrostup i sfery opisanej na
tym ostrostupie jest liczba wymierna,.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez O i I Srodki odpowiednio sfery opisanej na ostrostupie

ABCD i sfery wpisanej w ostrostup ABCD. Zauwazmy, ze ostrostup ABC' D

jest narozem szescianu S. Oznaczmy przez E i F' wierzchotki tego szescianu,

przeciwlegle odpowiednio do wierzchotkéw A i D (rys. 10). Wéwezas punkty

A, D, E, F tworza prostokat, ktérego przekatne AE i DF przecinaja sie

w punkcie O (rys. 11). Oznaczmy jeszcze przez M $rodek odcinka AF.

E
o)
I
M F
rys. 10 rys. 11

Czworokat ABFC jest kwadratem, wiec punkt M jest takze érodkiem
odcinka BC oraz AF =+/2. Plaszczyzna ADEF jest plaszczyzng symetrii sze-
Scianu S, wiec jest takze plaszczyzna symetrii naroza ABCD. Wynika stad,
ze punkt I lezy na plaszczyznie ADEF. Co wigcej, punkt I lezy na plaszczyz-
nie dwusiecznej kata miedzy Scianami BCA i BCD, ktére sa prostopadte do
plaszczyzny ADEF, wiec lezy na prostej dwusiecznej kata AM D. Pozostale
rozwazania beda prowadzone na ptaszczyznie ADEF. Zauwazmy, ze na mocy
cechy bok—kat—bok podobne sg tréjkaty DAM i AFE. Istotnie, katy DAM
i AFE sg proste oraz

DA

AM
Prawdziwa jest zatem réwnoéé SFAE = SADM. Ponadto prosta MO taczy
srodki odcinkéw AF i DF', wiec jest rownolegla do prostej AD. Ponadto spet-
nione sg réwnosci MO =3 AD = 3. Stad YADM =<$DMO.

Zauwazmy, ze prawdziwe sa réwnosci

IMIO=IMAI+<AMI=<DMO+<DMI=<SIMO.

Wynika stad, ze tréjkat M IO jest réwnoramienny, przy czym 10 = MO = %,
a co za tym idzie, dlugos$¢ odcinka IO jest liczba wymierna.

AF
2=1"
V2= g
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Czwarte zawody indywidualne

Zadanie 17. Wykaz, ze jesli p jest liczba pierwsza, to liczba p® 46 jest ztozona.

Rozwigzanie
Dla liczby pierwszej p # 7, na mocy malego twierdzienia Fermata lub
rozumowania przedstawionego w zadaniu 15, otrzymujemy

P’ +6=p°—1=0 (mod 7),
zatem liczba pb+6 jest zlozona jako liczba podzielna przez 7 i wieksza od 7.
Pozostaje do rozpatrzenia przypadek p=7. Wowczas
5 4+6=492+6=(-1)3+1=0 (mod 5),
zatem liczba 7% +6 jest zlozona jako podzielna przez 5 i wieksza od 5.

Zadanie 18. Udowodnij, ze dla kazdej czworki liczb rzeczywistych a, b, ¢, d spel-
niajacej uktad réwnan
a +b +c +d =4
A+ dP =12 (1)
a®+0° + P +d* =28
zachodzi nieréwnosé
abc+bed+ cda+dab > —4. (2)
Rozwigzanie
Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:
Sp=a"+b"+F+d* dla k=1,2,3,
So1 =a*b+a’c+a?d+ b c+b*d+bra+cEd+cta+cPb+d?a+d*b+dc
oraz
S111 = abc+ bed 4 cda+ dab.

Woéwezas zachodza nastepujace tozsamosci:
Sf253+3-521+6'5111, (3)
S1-S2 =53+ Sa1. (4)

Odejmujac stronami od tozsamosci (3) potrojona tozsamosé (4), otrzymujemy
57 —3-81-82=—2-53+6-S111,

skad

S$—3-51-52+2-55

Niech teraz a, b, ¢, d beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi spelniaja-
cymi uktad réwnan (1), tzn.

Si=4, S,=12, S3=28. (6)

Slll =
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Wéwcezas wstawiajac wartosci okreslone w (6) do tozsamosci (5), otrzymujemy
43-3.4-1242-28 _ 64 — 144+ 56 _ —24

6 N 6 6
Stad wynika, ze ma miejsce réwnosé

abc+bed+ cda+ dab = —4,

=—4.

Slll =

a wiec w szczegdlnosei zachodzi nier6wnosé (2).

Uwaga

Mozna zastanawiaé sie, czy w ogole istnieja czwoérki liczb rzeczywistych
a, b, ¢, d spelniajace uklad réwnan (1).

Nietrudno sprawdzié, ze takimi czworkami sa na przyktad

a=b=1, c=-1, d=3,
a=0, b=2, c¢=1+V3, d=1-V3,
a=c=14+v2, b=d=1-V2,

lub ogdlniej
a=14+z, b=1—z, c=1+y, d=1-y,

gdzie 22 +y% =4.

Zadanie 19. Na bokach AC i BC trojkata ABC wybrano odpowiednio takie
punkty K i L, ze AK = BL. Punkty M i N sa $rodkami odpo-
wiednio odcinkéw AB i KL. Wykaz, ze prosta M N jest réwnolegla
do dwusiecznej kata AC'B.

Rozwigzanie

Sposob 1

Oznaczmy przez P i @) srodki odpowiednio odcinkéw AL i BK (rys. 12).
Skoro PN || AK oraz QN || BL, to dwusieczna kata ACB jest réwnolegla do
dwusiecznej kata PN Q. Ponadto réwnosé¢ AK = BL w polaczeniu z

MQ=31AK=PN oraz MP=3BL=PN

oznacza, ze czworokat PMQN jest rombem. Wobec tego przekatna N M tego
rombu jest dwusieczng kata wewnetrznego PN () i rozwiazanie jest zakonczone.

Sposob 11

Na bokach AC i BC wybierzmy odpowiednio takie punkty K’ i L', ze
AK=CK'iBL=CL' (rys. 13). Niech X, Y, N’ beda odpowiednio srodkami
odcinkéw AC, BC, K'L'. Wowczas X 1Y sg réwniez odpowiednio §rodkami
odcinkéw KK’ i LL'.

Na mocy znanego faktu czworokgt X NY N’ jest rownoleglobokiem, wiec
$rodki odcinkéw XY i NN’ pokrywajq sie. Ponadto czworokat X MY C' jest
rownolegtobokiem, wiec réwniez $rodki odcinkéw XY i MC pokrywaja sie.
W takim razie, skoro $rodki odcinkéw NN’ i M C pokrywaja sie, to czworokat
NMN'C jest (by¢ moze zdegenerowanym) réwnoleglobokiem. W szczeg6lnosci



Obéz Naukowy OMG (poziom OMG), 2014 r. 25

MN ||CN’, co koniczy rozwigzanie, gdyz C'N’ jest dwusieczng kata K'CL’
miedzy ramionami w tréjkacie réwnoramiennym K'C'L'.

rys. 13

Sposob 111

Niech D bedzie punktem przeciecia dwusiecznej kata AC'B z odcinkiem
AB (rys. 14). Skoro AK = BL oraz odleglosci punktu D od prostych AC
i BC sa réwne, to [ADK|=[BDL]|, przy czym [F] oznacza pole figury F.
Ponadto korzystajac z faktu, ze dwa tréjkaty majace wspdlng wysokosé i pod-
stawy réownej dlugosci maja réwne pola, otrzymujemy [K DN|=[LN D] oraz
[KNC]=[LNC]. Dodajac trzy uzyskane réwnosci stronami, uzyskujemy

[ADNC]=[BDNC], czyli [ADNC]=3[ABC).

c

A D B A D M B
rys. 14 rys. 15
Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze AC < BC. Z twierdzenia o dwu-
siecznej dla trojkata ABC wynika, ze
AD AC
BD BC
wiec punkt D nalezy do odcinka AM (rys. 15). Analogicznie z twierdzenia

o dwusiecznej dla trdojkata C K L plynie wniosek, ze punkt przeciecia prostych
KL iCD nalezy do odcinka K N. Mamy zatem réwnosci

[AMC]=[ADC]+[CDM] oraz [ADNC]=[ADC]+[CDN].
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Poniewaz [AMC] = $[ABC] =[ADNC], wiec z powyzszych réwnosci wynika,
ze [CDM]=[CDN]. To oznacza, ze odlegtosci punktéw M i N, lezacych po tej
samej stronie prostej C'D, od prostej C'D sa réwne. W takim razie CD || M N,
co bylo do udowodnienia.

Zadanie 20. Rozstrzygnij, czy w kwadracie o boku 51 mozna umiescié¢ 145 kwad-
ratow 4 x 4 o roztacznych wnetrzach.

Rozwigzanie

Sposdb 1

Rozmieéémy kwadraty o boku 4 w kwadracie o boku 9-4-1/2, jak na
rysunku 16.

Liczba rozmieszczonych kwadratéw jest réwna 92482 =81+64=145. Kwa-
draty te mieszczg sie w kwadracie o boku 51, gdyz

9-(4-\&) =3-v9-16-2=3-v288<3-v289=3-17=351.

Odpowiedz
Umieszczenie kwadratow zgodne z warunkami zadania jest mozliwe.

300000 D
SRS

IRRRLLKS
FLEL L2

rys. 16 rys. 17
Sposob 11
Rozmieéémy kwadraty o boku 4 w kwadracie o boku 484 2+/2, jak na
rysunku 17.
Liczba rozmieszczonych kwadratéw jest réwna 4-62 +1 = 145. Kwadraty
te mieszcza si¢ w kwadracie o boku 51, gdyz

48+2v/2 < 48 +3=51.

Zadanie 21. Niech p bedzie liczbg pierwszg. Przyjmijmy
ap=p oraz an4+1=3""-2" dla n=0,1,2,3,...

Wykaz, ze jezeli a, jest liczbg ztozona, to liczba a,z2 tez jest ztozona.
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Rozwigzanie
Rozwiazanie zadania oprzemy na nastepujacym lemacie:

Lemat
Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej k, jezeli k jest liczba zlozona,
to liczba 3% — 2% tez jest ztozona.

Dowdd lematu

Niech k bedzie liczba ztozona.

Woéwezas istnieja takie liczby naturalne s, ¢t wigksze od 1, ze k= st. Wsta-
wiajac x = 3° oraz y =2° do tozsamosci

xt_yt:(l‘_y)‘(:L,t—l+$t—2y+xt—3y2+‘.‘+$yt—2+yt—1)’

otrzymujemy
32t = (37) - () =
— (38_28) (3S(t—1)+35(t—2).25+38(t—3) '225_}_‘”_'_35'28(1“—2)+2S(t—1)) ,

skad wynika, ze liczba 3% —2* jest zlozona.

Przechodzimy do rozwiazania zadania. Z lematu wynika, ze jezeli w ciagu
(an) wystepuje wyraz bedacy liczba zlozona, to wszystkie wyrazy po nim na-
stepujace sg zlozone. Jezeli wigc a, jest liczba zlozong, to dla n > p liczby a,
sq zlozone, a w szczegolnodci liczba a2 jest zlozona.

Mecz matematyczny

Zadanie 22. Rozstrzygnij, czy istniejg takie dodatnie liczby catkowite m < mn, ze
n < 1,001-m, a przy tym liczba n™ jest podzielna przez m™.
Rozwiazanie
Przyjmijmy m=Fk**! oraz n=k"-(k+1), gdzie dodatnia liczba catkowita k
zostanie zdefiniowana podzniej.

, k41,
Wowezas m™ =k (k+1)

n— kk.kk.(kH) (k+ 1)k’“-(k+1) =m™ (k+ 1)kk-(k+1) :

skad wynika, ze liczba n'™ jest podzielna przez m™.
Poniewaz ;- = %, wiec nierownosé n < 1,001-m jest prawdziwa, jezeli

k> 1000. Wystarczy wiec przyjac¢ k=1001.

oraz

Zadanie 23. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkt A’ wybrano w taki spo-
séb, ze SA'BC =<4A'CB=<BAC oraz punkty A, A’ leza po tej
samej stronie prostej BC. Analogicznie zdefiniowano punkty B’ i C”.
Udowodnij, ze tréjkaty ABC i A’B’C’ maja réwne pola.
Rozwigzanie
Bez straty ogélnoéci przyjmijmy, ze SCAB > SABC > 4BCA. Wéwczas
punkty A’ i B’ leza na zewnatrz trojkata ABC, a punkt C’ lezy wewnatrz
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tego tréjkata (rys. 18). Z réwnosci
JABA' =<4CBA'—4CBA=<CAB—-<4CAB' =<BAB’,
IBCB' =<4ACB' —4ACB =<ABC — SABC' =<CBC(C’,
JCAC'=<4BAC —4BAC' =<4BCA —4BCA=<ACA’
wynika, ze A'B|| AB', B'C || BC", C'A||CA’.

<
| B
B

A’°
rys. 18

Oznaczmy przez P, @), R, S odpowiednio punkty przeciecia par odcinkow
BCiBC,CAiCA, ABi AB', BCiB'A’ (rys. 18). Dodajac stronami
réwnoéci pol wynikajace z uzyskanych réwnolegtosci

[AA'R]=[BB’'R], [BB'P]=[CC'P], [AA'Q]=[CC'Q)],
a nastepnie do obu stron dodajac wielko$é [ARS PC'Q]—[BB'S], otrzymujemy
teze zadania.

Zadanie 24. Rozstrzygnij, czy réwnanie
a4—|—b4—|—c4—|—d4:52014 (1)
ma rozwigzanie w liczbach catkowitych a, b, ¢, d.

Rozwigzanie

Sposob 1

7 matego twierdzenia Fermata zastosowanego do liczby pierwszej 5, wy-
nika, ze dla dowolnej liczby catkowitej n niepodzielnej przez 5 zachodzi przy-
stawanie

n*=1 (mod 5).

Ponadto n*=0 (mod 5) w przypadku, gdy n jest podzielne przez 5. To oznacza,
ze dla liczb catkowitych a, b, ¢, d liczba

at+bt4ct4at
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jest podzielna przez 5 wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie cztery liczby a, b, ¢, d
sa podzielne przez 5.

Udowodnimy nie wprost, ze réwnanie (1) nie ma rozwiazan w liczbach
catkowitych a, b, ¢, d. Przypu$émy, ze takie rozwiazanie istnieje. Wowczas
liczby a, b, ¢, d sa podzielne przez 5 i przyjmujac

a b c

al = — b1: Cl1=—=

d
d:
57 57 1 )

5
otrzymujemy
a}+bf+cf +di =52010,

Stad wynika, ze liczby a1, b1, ¢1, di sa podzielne przez 5 i mozemy przyjaé

dy
aody=t
57 275

ai b1 C1

a2:€, by = Co =

Woéwczas
4 4 4 4 2006
a2+b2+02+d2:5 .

W analogiczny sposéb dochodzimy do liczb catkowitych asos, b503, C503,
dsos spelniajacych rownanie

503+ b503 + C303 + d303 = 25, (2)
z ktorego wynika podzielnoéé¢ liczb asps, bsoz, cs03, dso3 przez 5. Tu jed-

nak doszliSmy do sprzecznoéci, gdyz lewa strona réwnania (2) jest podzielna
przez 625, a prawa nie.

Sposob 11
Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnej liczby parzystej n, liczba n?* jest
podzielna przez 16, natomiast dla nieparzystej liczby n liczba

n*—1=n*+1)(n+1)(n—1)

jest podzielna przez 16, poniewaz kazdy z trzech czynnikéow jest parzysty,
a jeden z dwoch ostatnich jest podzielny przez 4. Wobec tego czwarta potega
liczby naturalnej daje reszte O lub 1 przy dzieleniu przez 16. Zatem liczba
a* +b* 4 c* +d* moze dawaé reszte 0, 1, 2, 3 lub 4 przy dzieleniu przez 16.
Natomiast, jak tatwo sprawdzié,

5701 = 5201252 = 625°%%.25=1°%.9 =9 (mod 16),

wiec réwnosé (1) nie moze by¢ spelniona. Co wiecej, z powyzszego rozumowa-
nia mozna wywnioskowaé, ze liczby 5204 nie mozna przedstawié nawet jako
sumy oSmiu czwartych poteg liczb catkowitych.

Zadanie 25. Udowodnij, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita, ktéra mozna
przedstawi¢ na co najmniej 2014 sposobéw w postaci
2,3, 5
a“+b"+c’,

gdzie a, b, c sa dodatnimi liczbami catkowitymi.
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Rozwiagzanie
Niech N bedzie duza dodatnig liczbg catkowita, ktéra sprecyzujemy pdz-
niej.
Rozwazmy wszystkie trojki dodatnich liczb catkowitych (a,b,c) spelnia-
jace nieréwnosci
a<N'®, b< N <N,

Takich tréjek jest N5 N10. N6 = N3l Dla kazdej takiej trojki z powyzszych
nieréwnosci wynika, ze
a®+b3+c°<3-N3,

Przyjmijmy teraz, ze N > 3-2014. Woéwczas liczba rozwazanych tréjek
(a,b,c) jest ponad 2014-krotnie wigksza od liczby mozliwych wartosci, jakie
moga przyjmowaé przyporzadkowane im sumy a?+b3+c5. Zatem pewna suma
musi by¢ przyporzadkowana wiecej niz 2014 tréjkom, co konczy rozwiazanie
zadania.

Zadanie 26. Niech S4, Sg, Sc, Sp beda polami powierzchni sfer dopisanych od-
powiednio do §cian BCD, CDA, DAB, ABC' czworo$cianu ABCD,
a S niech bedzie polem powierzchni sfery wpisanej w ten czworo-
$cian. Wykaz, ze
11, 1,1 1
STSa S Sc¢ Sp’
Rozwigzanie
Oznaczmy przez r promien sfery wpisanej w czworoscian ABC D, a przez
ra, B, TC, *p promienie sfer dopisanych odpowiednio do écian BCD, CDA,
DAB, ABC. Oznaczmy jeszcze przez I srodek sfery wpisanej, a przez s
srodek sfery dopisanej do Sciany BC'D. Niech Viyxyz oznacza objeto$¢ czwo-
roscianu UXY Z, a [ XY Z] pole trojkata XY Z. Wéwczas prawdziwe sa naste-
pujace réwnosci:

Vapep =Vapcr+Veepr+Vepar+Vpasr =

= 3[ABC)+3-[BOD]+ 3 -[CDA|+ 3 - [DAB],

<

skad wynika, ze
1 [ABC]+[BCD]+[CDA]+[DAB] 1)
r 3Vapcp '

Podobnie uzyskujemy:

Vapep =Vapcr, —VBepia +Vepar, +Vpapr, =
- %A [ABC] - %A [BCD]+ %A [CDA]+ %A [DAB],
skad wniosek, ze
1 [ABC]|—[BCD]|+[CDA]+[DAB]

rA 3VaBcp
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Analogicznie dowodzimy, ze
1 [ABC]|+[BCD]|—|[CDA]+[DAB]

B 3Vasep ’
1 [ABC]+[BCD]+[CDA]—[DAB]
re 3Vasep ’
1  —[ABC]+[BCD]+[CDA]+[DAB]
D 3Vapep '

Po zsumowaniu powyzszych czterech réwnosci uzyskujemy
1 1 1 1 2[ABC|+2[BCD]+2[CDA]+2[DAB]

bt — = NG
rA TB TC TD 3VaBcp @

Z zaleznosci (1) i (2) wynika, ze
2 1 1 1 1
—=—F—+—+—. (3)
r TA B ro TD
Po podzieleniu obu stron réwnania (3) przez 4 i zastosowaniu nieréwnosci
miedzy $rednia arytmetyczng a kwadratowa, otrzymujemy:

1 1 1 1 1 1 1 1
| —t—t—+— | Emtatat s
—_Tra ™ Tc Tp A B C D
2r 4 4

Nastepnie podnosimy obie strony nieréwnosci do kwadratu:
1 < 1 1 N 1 n 1
4r2 " 4r? 4

4r2  4rd
Ostatnim krokiem jest podzielenie obu stron przez 7 i zastosowanie wzoru na
pole powierzchni sfery:
1 1 1 1 1
dmr? S dmrd Cdnry  dwrd o dwrd)]
1 1 1 1 1
<

555,75, T 5e T,

To konczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 27. Udowodnij, ze dla kazdej széstki dodatnich liczb rzeczywistych
a, b, ¢, d, e, f zachodzi nieréwnosé

\/aQ—ab\/g—i—b?—i—\/b2—b0\/§+02+\/02—cd\/§+d2+
+\/d2—de\/§+62+\/e2—ef\/§+f2>\/a2+af\/§+f2. (1)

Rozwigzanie
Rozwazmy odcinki OA, OB, OC, OD, OF, OF o wspélnym koncu O
i dlugosciach odpowiednio a, b, ¢, d, e, f, tworzace katy 30° jak na rysunku 19.
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rys. 19

Wéwcezas na mocy twierdzenia cosinuséw dlugosci odcinkéw AB, BC,
CD, DE, EF sa odpowiednio réwne sktadnikom wystepujacym po lewej stro-
nie nieréwnosci (1). Zatem lewa strona nieréwnosci (1) jest réwna dlugosci
tamanej ABCDEF.

Poniewaz YAOF =150°, wiec z twierdzenia cosinuséw wynika, ze dtugosé
odcinka AF jest réwna prawej stronie nieréwnosci (1).

Prawdziwos$¢ nieréwnosci (1) wynika z tego, ze dlugosé tamanej laczacej
dwa punkty jest nie mniejsza od dtugosci odcinka o koncach w tych punktach.

Uwaga

7 przedstawionego rozwigzania wynika, ze dla kazdej pary dodatnich liczb
rzeczywistych a, f istnieje doktadnie jedna taka czworka dodatnich liczb rze-
czywistych b, ¢, d, e, ze w nier6wnosci (1) zachodzi réwnosé.

Zadanie 28. Rozstrzygnij, czy dla kazdej piatki dodatnich liczb rzeczywistych
a, b, ¢, d, e zachodzi nier6wno$é

by 4 e oy
at+c b+d c+e d+a e+b
b c d e a
>5.
+e+d+a+e+b+a+c+b+d+c/5 (1)
Rozwigzanie
Sposob 1

Wykazemy, ze nieréwnosé (1) jest prawdziwa.

Z nieréwnoéci miedzy érednig harmoniczna i arytmetyczna wynika, ze dla
dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x, y zachodzi

1 1 4
—4-2= .
r Yy x+y

(2)
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Istotnie, zalezno$¢ (2) jest rownowazna nieréwnosci

z 'y
ktéra jest nieréwnoscig miedzy srednia harmoniczna i arytmetyczng liczb x i y.
Zastosowanie zaleznosci (2) do x =a+c¢ i y=e+d prowadzi, po obustron-

nym przemnozeniu przez b, do

b n b - 4b _4-(atbtctdte)
a+c e+d” atc+d+te at+c+d+e
Analogicznie otrzymujemy
c c >4-(a+b+c+d+e)_

9

b+d+a+e/ a+b+d+e
d n d >4-(a+b+c+d+e)
ct+e b+a a+b+tcte
e . _¢ >4~(a+b+c+d+e)
d+a c+b” a+b+c+d
¢« ,_ @ >4-(a—|—b—|—c+d+e)
e+b  d+c”  btctd+e

Po dodaniu stronami powyzszych nieréwnosci otrzymujemy

9

)

b . c . d n e L a n b 4 c . d n e n a S
at+c b+d c+e d+a e+b e+d a+te b+a c+b d+c
>4-(a+b+c+d+e)-S—20, (3)
gdzie
1 1 1 1 1

S it erd Tathtere atbrdte atetdte biotdre
Analogicznie do sposobu, w jaki otrzymaliSmy nier6wnosé¢ (2), z nieréwnosci
miedzy Srednig harmoniczng i arytmetyczng uzyskujemy zaleznosé

14_14_14_14_1}2—5 (4)
r y z s t xt+ytz+s+t
prawdziwa dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x, y, z, s, t.
Wykorzystujac nieréwnosé (4), dostajemy oszacowanie
25
4-(a+b+c+d+e)

bLaczac zwiazki (3) i (5), otrzymujemy

S>

(5)

b+c+d+e+a+b+c+d+e+a>
at+c b+d c+e d+a e+b e+d a+te b+a c+b d+c
2
>4-(a+b+ct+dte)- > —20=25-20=5

4-(a+b+c+d+e)
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Sposob 11
Na mocy nieréwnosci miedzy Srednig arytmetyczng i harmoniczng otrzy-
mujemy
1 1 1 1 1 25

b+e + b+e + c+d + c+d + 2a > bt+e+b+e+ct+d+ce+d+2a
Stad wynika nieréwnosé
2a 2a 1 S 25a
bte cxd 27 2(a+b+ct+d+e)
Po dodaniu do niej stronami czterech analogicznych nieréwnosci, otrzymujemy
(oznaczamy lewa strone dowodzonej nieréwnosci przez L)

2 2
2L+§> 5(a—1—b+c—1—al—|—e):757
27 2(a+b+ct+d+e) 2

co daje L > 5.

Zadanie 29. Dany jest trapez réwnoramienny ABCD o podstawach AB > CD.
Punkt M jest srodkiem boku AB. Proste AC, BC przecinaja okrag
opisany na tréjkacie CDM po raz drugi odpowiednio w punktach
K, L. Proste MK, ML przecinaja prosta C'D odpowiednio w punk-
tach P, Q. Wykaz, ze punkt D jest srodkiem odcinka PQ).

Rozwigzanie

Sposob 1
Poniewaz spelnione sg réwnosci katow
IPDM =<BMD oraz <DMK =<4DCK =<YBDC =<DBM |,
wiec na mocy cechy kat—kat tréjkaty PDM oraz DM B sa podobne. Zatem
PD DM
DM MB’
czyli DM? = PD-MB.

P D C Q

A M B
rys. 20 rys. 21
Analogicznie dowodzimy podobienstwa trojkatéow DM A1 QDM w dwoch
przypadkach:
(i) gdy punkt L lezy na odcinku BC (rys. 20): DM A= IQDM oraz
IMAD =<4CBM = <4BCQ =180°—<4DCL=<DMQ),

(ii) gdy punkt L lezy poza odcinkiem BC' (rys. 21): DMA=<YQDM
oraz SMAD =<CBM =<LCD =<DMAQ.
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7 podobienstwa trojkatow DM A i QDM wynika, ze
DM @D
MA DM’
Zatem DM? = QD - MA. Uwzgledniajac réwnosé MA = M B, otrzymujemy
PD=QD.

Sposob 11

Oznaczmy przez S punkt przeciecia prostych KL i DM. Punkty C, D, K,
L i M leza na jednym okregu, wiec na mocy twierdzenia Pascala dla zdegene-
rowanego szesciokata M M K LCD na jednej prostej leza nastepujace punkty:
przeciecie prostej stycznej do okregu w punkcie M z prosta LC, czyli punkt B,
przeciecie prostych MK i CD, czyli punkt P oraz przeciecie prostych KL
i DM, czyli punkt S.

P D C Q

rys. 22 rys. 23

Podobnie dla zdegenerowanego szesciokata M M LK C D dostajemy wspot-
liniowo$¢ punktéw A, Q i.S. Odcinki AB i PQ sa rownolegle, a proste AQ, BP
i M D przecinaja sie w jednym punkcie. Zatem na mocy twierdzenia Talesa,
skoro punkt M jest srodkiem AB, to punkt D jest srodkiem PQ.

Zadanie 30. W okrag wpisano dwa wielokaty réwnokatne: 2014-kat i 2016-kat.
Jaka najwieksza liczbe wspdlnych bokéw moga miec¢ te dwa wielo-
katy?

Rozwigzanie

Niech n > 2 bedzie dowolna liczba naturalna i niech dany bedzie wielo-
kat PyPo P3Py ... Py, 1P, wpisany w okrag. Wtedy nastepujace warunki sa
rownowazne:

(1) wielokat Py PoP3Py... Py, _1 Py, jest rownokatny,
(’LZ) P1P2 = P3P4 =...= Pgn_lpgn oraz P2P3 = P4P5 =...= Pgnpl,
(7i1) wielokaty Py PsPs... Py, _1 oraz PoPyPs. .. Py, sa foremne.

Niech teraz dane beda réwnokatne 2014-kat i 2016-kat wpisane w okrag.
Z warunku (i7) wynika, ze wielokaty te nie moga mieé¢ wspdlnych dwoch ko-
lejnych bokéw. Poniewaz 1007-kat foremny i 1008-kat foremny wpisane w ten
sam okrag nie moga mieé¢ wigcej niz jednego wspdlnego wierzchotka, z wa-
runku (7i7) wynika, ze dane w zadaniu wielokaty nie moga mie¢ wiecej niz
4 wspolne wierzchotki. Stad wnioskujemy, ze wielokaty te moga mie¢ co naj-
wyzej dwa wspolne boki.
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Wykazemy, ze istnieja wielokaty réwnokatne spetniajace warunki zadania
i majace dwa wspolne boki.

Idea konstrukcji takich wielokatéw jest zaprezentowana na rysunku 24,
gdzie zamiast 2014-kata i 2016-kata przedstawiono odpowiednio szesciokat
i odmiokat, a takze na rysunku 25, gdzie przedstawiono odpowiednio dzie-
sieciokat i dwunastokat.

As=By A1=B;

A¢=B7 A7=Bs
rys. 24 rys. 25

Przyjmijmy, ze A1 A3A3A4... Aap13A2014 jest 2014-katem foremnym wpi-
sanym w okrag, a B1BsB3By ... Bag15Bog16 jest takim 2016-katem réownokat-
nym wpisanym w ten sam okrag, ze By = Ay oraz By = A;. Wowcezas odcinki
A1 Agos 1 AaA1gog sa $rednicami okregu opisanego na wielokatach. Podobnie
B1Bigge i B2B1g10 sa $rednicami tego okregu. Stad wniosek, ze Bigog = A100s
oraz Bigig = A1009. W konsekwencji wielokaty maja dwa wspdlne boki, a mia-
nowicie bok A A 2014-kata jest jednoczesnie bokiem Bj; Bs 2016-kata, a bok
A1008A1009 2014—1{@'6& jest jednoczeénie bokiem BlOOQBl()lO 2016—1(@’6&.

Odpowied?Z
Najwieksza liczba wspdlnych bokdw, jakie moga mieé wielokaty spelnia-
jace warunki zadania, jest rowna dwa.

Zadanie 31. Rozstrzygnij, czy istnieje czworoscian, ktéry ma siatke bedaca tréj-
katem prostokatnym.
Rozwigzanie

Istnieja takie czworosciany. Na rysunku 26 przedstawiono przykladows
siatke.

Aby wykazaé, ze z przedstawionej siatki da sie ztozy¢ czworoScian, wystar-
czy wykazaé, ze daje sie ztozy¢ jedno naroze. W tym celu wystarczy wykazac,
ze najwiekszy kat ptaski przy jednym z wierzchotkéw ma mniejsza miare niz
suma pozostatych katow przy tym wierzchotku. Wystarczy wiec wykazaé, ze
IBCyD < 4DCy Ay+4 A, CyB. Po uwzglednieniu réwnoséci LDC; A, =90° oraz
IBCyD+4A,CyB=180°, do wykazania pozostaje nieréwnosé JA;Co B >45°.
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Aq

1 &
B
1
Ay
1

Ch 4 D
rys. 26

Jednakze <A;Cy B=90°— % JBA;Cy>90°— % -90°=45°, co konczy dowdd.
Rysunki 27 oraz 28 przedstawiaja inne przyktady.

D
Cs °
1(V/31-2)
2
1
B2 B2
A
3(V5-1)
3
1
3(V5-1)
A 3 B, D, 1 By

rys. 27 rys. 28
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Zadanie 32. Podaj liczbe naturalng n > 1 o nastepujacych wlasnosciach:
1° Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej k < n, Twoja druzyna po-
trafi przedstawi¢ dowdd nastepujacego twierdzenia: Istnieje skoncze-
nie wiele liczb pierwszych p, dla ktérych liczba p* +k jest pierwsza.
2° Druzyna przeciwna nie potrafi udowodnié, ze istnieje skoriczenie
wiele liczb pierwszych p, dla ktorych liczba p™ +n jest pierwsza.
Procedura referowania rozwigzania tego zadania:
Kapitan druzyny referujacej X wskazuje liczbe n.
Kapitan druzyny przeciwnej Y wskazuje jedna liczbe k <n.
Druzyna X przedstawia, na ogélnych zasadach rozgrywki meczo-
wej, dowdd twierdzenia sformutowanego w punkcie 1° dla wskazanej
liczby k.
Druzyna Y, w ramach formulowania usterek przedstawionego roz-
wigzania, moze zaprezentowa¢ dowdd twierdzenia sformutowanego
w punkcie 2°. Dowdd ten przedstawia zawodnik wydelegowany przez
kapitana druzyny Y, bez mozliwosci zmiany osoby referujacej. Uzna-
nie tego dowodu za poprawny oznacza automatyczne uznanie rozwig-
zania druzyny X za bledne.

Rozwiazanie

Rozwiazanie zadania oprzemy na nastepujacym lemacie:

Lemat
Niech k bedzie dodatnig liczba catkowita, a g taka liczba pierwsza, ze
q—1|k oraz q|k+1, czyli
k=q—1 (mod q-(¢g—1)).
Wéwezas dla dowolnej liczby m niepodzielnej przez g, liczba m* +k jest po-
dzielna przez q.

Dowod lematu

Niech t = qfkl. Korzystajac z malego twierdzenia Fermata, otrzymujemy

¢
mF k= (mqfl) +k=1"+k=k+1=0 (mod q),
co konczy dowdd lematu.

Przystepujemy do rozwiazania zadania. Zauwazmy (zob. tabela ponizej),
ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej k < 34 istnieje liczba pierwsza q spel-
niajaca warunki lematu.

k11(2(3[4(5|6|7(8]9(10(11]|12|13|14|15|16|17|18
q|2(3(2(5]2|7|2(3(2|11|2|13|2 |3 |2 |17|2 |19

k119(20(21(22]23(24(25|26|27|28[29|30|31(32|33
gl 232232 5|23 (2292|312 |32

To oznacza, ze dla kazdej liczby pierwszej p+#q liczba p* +k jest podzielna
przez g, a poniewaz
PPHE>21 4 (g 1) >4,
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wiec liczba ta jest zlozona. Zatem co najwyzej jedna liczba postaci p¥ 4k moze
by¢ pierwsza. Jedyna liczba, ktérej zlozonosci nie wykazalismy, jest ¢* + k.

Odpowied?
Udowodnilismy, ze twierdzenie sformutowane w punkcie 1° jest prawdziwe
dla kazdej dodatniej liczby calkowitej k < 34.

Uwaga 1.

Mozna sprawdzié, ze liczba ¢* +k jest pierwsza dla k=1,2,3,5,8,9,15, 30.

Uwaga 2.

Jezeli k=34, to liczby pierwsze postaci p>* + 34 otrzymujemy dla pieciu
liczb pierwszych p < 1000, a mianowicie p=3, p=7, p=103, p=283 i p=677.
Wydaje sie wiec mato prawdopodobne, aby udato sie rozstrzygnaé, czy zbiér
liczb pierwszych p, dla ktérych liczba p3* 434 jest pierwsza, jest skonczony.



Dodatek: Okregi wpisane i dopisane do czworokata

Niniejszy tekst po$wiecony jest zwiezlej prezentacji uzytecznych faktéw
dotyczacych wlasnosci czworokatéw, w ktére mozna wpisaé okrag, lub do kté-
rych mozna dopisa¢ okrag.

Twierdzenie o stycznych do okregu
Jezeli okrgg o, wpisany w kgt o wierzcholku P, jest styczny do ramion
tego kgta w punktach A i B, to PA= PB.

Dla dowodu wystarczy skorzysta¢ z twierdzenia Pitagorasa:
PA*=PS*—r*=PB?,

przy czym punkt S jest srodkiem okregu o, a r promieniem tego okregu.

Uwaga
Dlugosé odcinka PA oznaczaé bedziemy symbolem Po: Po=PA=PB.
B
A
C A
Po o
D
o F
B E
rys. 29 rys. 30

Twierdzenie o okregu wpisanym w czworokat

Dany jest trojkgt BEF. Punkty A i C' nalezq odpowiednio do bokéw BF
1 BE tego trdjkgta. Odcinki AE i CF przecinajg sie w punkcie D. Wowczas
nastepujgce warunki sg rownowazne:

1° w czworokqt wypukly ABC D mozna wpisac okrgg;
2° AB+CD=AD+ BC};
3° DE+BF=DF+BE;
4° AE+AF=CE+CF.

Dowaod

Zaczniemy od wykazania réwnowaznoéci warunkow 1° i 2°.

1°=12°

Przypu$émy, ze w czworokat ABCD mozna wpisaé okrag o (rys. 31).
Woéwczas

AB+CD=Ao+Bo+Co+Do= Ao+ Do+ Bo+Co=AD+ BC.
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2°=1°

Zatézmy, ze czworokat wypukty ABCD spelnia warunek 2°. Skoro punkty
FE'i F istnieja, to czworokat ABC'D nie moze by¢ rombem. W takim razie bez
zmniejszania ogdlnosci dowodu mozemy zalozyé, ze AB > AD (rys. 32). Na
bokach AB i CB wyznaczmy takie punkty K i L, aby AD=AK i CD=CL.
Woéwczas z warunku 2° wynika, ze BK = BL.

Dwusieczne katéw A, B i C czworokata ABCD sg symetralnymi bokdw
trojkata K LD, wiec przecinaja sie w jednym punkcie. Ten punkt przeciecia
jest srodkiem okregu wpisanego w czworokat ABCD.

B

rys. 31
Wykazemy teraz rownowaznos¢ warunkéw 1° i 3°.
1°=3°
Przypu$émy, ze w czworokat ABCD mozna wpisaé okrag o (rys. 33).
Woéwczas

DE+BF=Fo—Do+Bo+Fo=Fo— Do+ Bo+Fo=DF+ BE.

B B
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3°=1°

Ten dowdd przeprowadzimy nie wprost. Przypusémy, ze spelniony jest wa-
runek 3°, a w czworokat ABCD nie mozna wpisa¢ okregu. Wpiszmy okrag o
w tréjkat BC'F i poprowadZzmy prosta EK, styczna do okregu o, jak na ry-
sunku 34. Punkt przeciecia prostych FK i C'F oznaczmy L.

Woéwcezas okrag o bylby wpisany w czworokat wypukly KBCL. Stad
i z warunku 3° mieliby$my:

LE+BF=LF+BFE oraz DE+BF=DF+BE.

Po odjeciu stronami tych rownoéci otrzymalibySmy LE— DE = LD, czyli
DL+ LE=DEFE, co prowadzitoby do sprzecznoéci.

Wykazemy teraz rownowaznosé warunkéw 1° i 4°.

1°=4°

Przypu$émy, ze w czworokat ABC'D mozna wpisaé okrag o (rys. 35).
Wéwezas

AE+AF =Ao+FEo+Fo—Ao=Fo+Fo=FEo—Co+Co+Fo=CE+CF.

4° =1°

Ten dowdd przeprowadzimy nie wprost. Przypusémy, ze spelniony jest wa-
runek 4°, a w czworokat ABCD nie mozna wpisaé okregu. Wpiszmy okrag o
w tréjkat BC'F i poprowadzmy prosta EK, styczna do okregu o, jak na ry-
sunku 36. Punkt przeciecia prostych EK i C'F oznaczmy L.

Wéwcezas okrag o bylby wpisany w czworokat wypukly K BCL. Stad,
na mocy implikacji 1° = 4° i warunku 4° mielibySmy:

KE+KF=CE+CF oraz AE+AF=CE+CF.

Po odjeciu stronami tych réwnosci otrzymalibysmy KE— AE+ AK =0, czyli
AK+ KE = AE, co prowadziloby do sprzecznoéci.

B B

rys. 35

Dowdd twierdzenia zostal zakonczony.
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Twierdzenie o okregu dopisanym do czworokata

Dany jest trojkgt BEF. Punkty A © C naleZg odpowiednio do bokéw BF
1 BE tego tréjkgta. Odcinki AE i CF przecinajg sie w punkcie D. Wowczas
nastepujgce warunki sg rownowazne:

5° do czworokgta wypuktiego ABC'D mozna dopisac okrgg, jok przedstawiono
na rysunku 37;

6° AB+AD=CB+CD;

7 EB+ED=FB+FD;

8° FA+EC=FA+FC.

rys. 37
Dowody réwnowaznosci powyzszych warunkéw mozna przeprowadzi¢ ana-

logicznie do dowodéw réwnowaznosci warunkéw 1°—4°.

Jeszcze jedno twierdzenie o okregu wpisanym w czworokat

W czworokqt wypuklty ABCD mozna wpisaé okrgg wtedy i tylko wtedy,
gdy okregi wpisane w trojkgty ABC' i ADC' sq styczne.

B

rys. 38
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Dowod
Wpiszmy w tréjkaty ABC i ADC odpowiednio okregi o1 i 09, styczne do
odcinka AC' w punktach F i F, jak na rysunku 38. Wéwczas
AB+CD = Ao;+ Boj+Cos+ Doy =
=Aos+FEF+Boi+Coi+EF+ Doy =
=AD+BC+2-EF.

Teraz wystarczy powolaé sie na rownowaznosé warunkéw 1° i 2°.

Uwaga
Dowdéd nie ulegnie zmianie, jesli kat A lub kat C czworokata ABCD
bedzie wklesty.

I na koniec dwa zadania do samodzielnego rozwigzania.

Zadanie 1.

Dany jest taki czworokat wypukly ABC D, ze okregi wpisane w trdjkaty
ABC i ADC sg styczne. Wykazaé, ze okregi wpisane w tréjkaty ABD i CBD
sg styczne.

Zadanie 2.

Dany jest tréjkat BEF. Punkty A i C nalezg odpowiednio do bokéw BF
i BE tego trdjkata, odcinki AE i C'F przecinaja sie w punkcie D. Wykazaé,
ze jesli AB+AD=CB+CD, to EB+ED=FB+FD.



Regulamin meczu matematycznego

Ustalenia wstepne

1. W meczu biora udziat dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swo-
jego grona Kapitana.

2. W pierwszej fazie meczu obie druzyny rozwigzujg 11 zadan dostarczo-
nych przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwiazan przy tablicy.
Druga faza meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

3. Ekipy na przemian wywoluja druzyne przeciwna do zreferowania przy
tablicy rozwiazania jednego z niewybranych dotad zadan. Numer zadania jest
wybierany przez druzyne wywolujaca. Wywolywanie rozpoczyna druzyna wy-
losowana tuz przed rozgrywka.

4. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje
zadanie. Dalszy przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywolane;j.

Jesli druzyna wywolana przyjmuje zadanie...

5. Druzyna wywolana staje sie druzyna referujaca.

6. Zawodnika druzyny referujacej, ktéry przedstawia rozwiazanie przy
tablicy, wyznacza Kapitan druzyny przeciwnej.

7. Zawodnik moze byé¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik
z jego druzyny zakonczyt referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie mozna
wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego samego zadania. Jezeli do refero-
wania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod tablica swego
zastepce.

8. Osoba referujaca nie moze korzysta¢ z notatek, ani konsultowaé sie
ze swoja druzyng. Druzyna przeciwna nie moze przeszkadzaé¢ lub przerywaé
referujacemu.

9. Kapitan druzyny referujacej moze odwolywaé osoby referujace dowolng
liczbe razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowaé z referowania. Wéowcezas
Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje kolejna osobe druzyny referujacej do
kontynuowania rozwiazania przy tablicy na zasadach opisanych w punktach
7 i 8. Druzyna zmieniajaca referujacego traci n punktéw przy swojej n-tej
zmianie w czasie meczu.

10. Laczny czas na zreferowanie rozwigzania przez druzyne referujaca
wynosi 10 minut. Po uplywie tego czasu Jury moze przerwaé referowanie,
poprosié¢ o streszczenie dalszej czesci rozwiazania lub pozwoli¢ na dalsze refe-
rowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje nadzieje
na poprawnos¢ i zbliza sie do konca.

11. Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwigzania zostalo
zakonczone, druzyna przeciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do poprawnosci
rozwigzania, a nastepnie referujacy odpowiada na te zastrzezenia.



12. Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrocita uwage na bledy
lub luki dyskwalifikujace rozwiazanie, ma ona prawo do zreferowania brakuja-
cych czedci rozwiazania na zasadach okreslonych w punktach 6 — 11.

13. Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przy-
znaje obu druzynom nieujemne liczby punktow o sumie nie przekraczajacej 10
punktéw. Druzyna, ktéra przedstawita poprawne rozwiazanie, otrzymuje co
najmniej 7 punktéw.

Jesli druzyna wywolana nie przyjmuje zadania...

14. Druzyna wywolujaca staje sie druzyng referujaca i prezentuje rozwig-
zanie zgodnie z zasadami okreslonymi w punktach 6 — 11.

15. Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktéw,
jezeli zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesied)
punktéw w przeciwnym przypadku. Jury moze réwniez przydzieli¢ druzynie
przeciwnej punkty za wskazanie luk lub btedéw w przedstawionym rozwiaza-
niu.

Ustalenia koncowe

16. Rozgrywka konczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku remisu
wywoluje sie dodatkowo 2 zadania.

17. Przewodniczacy Jury moze naltozyé kare punktowa na druzyne za
niezgodne z niniejszym regulaminem zachowania jej zawodnikdw.

18. Interpretacja regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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