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Obdz Naukowy OMJ (poziom OMJ) odbyt sie w dniach 22 — 29 maja 2022 r. w o§rod-
ku ,,Gronik” w Szczyrku — wracajac po trzech latach przerwy do formy stacjonarne;j.
Kazdego dnia uczestnicy Obozu rozwigzywali zadania w formule konkursowej — pra-
cujac zaréwno w grupach, jak i indywidualnie. Obok codziennych oméwien zadan,
uczniowie brali réwniez udzial w wykladach oraz rozmaitych formach rekreacji.

W Obozie Naukowym na poziomie OMJ udzial wzieto 20 najlepszych uczestnikow
XVII OMJ z klas siédmych i mlodszych (zaréwno uczestnikéw drugiego, jak i trze-
ciego etapu), w tym (po raz pierwszy) jeden czwartoklasista i jeden pigtoklasista.
Od roku 2019 w zawodach OMJ startuja wylacznie uczniowie szkét podstawowych.
Uczestnicy Obozéw Naukowych sg wiec o rok mtodsi od swoich poprzednikéw.

W odréznieniu od lat poprzednich zrezygnowano z tradycyjnego podzialu proble-
méw na zawody indywidualne i zadania na mecz matematyczny. Przez pierwsze dwa
dni Obozu Naukowego uczestnicy pracowali w grupach, referujac rozwigzania zadan
w ramach meczu matematycznego prowadzonego w uproszczonej formie. Przez kolej-
ne trzy dni zadania rozwigzywane byty w formie indywidualnej. W sobote natomiast
rozegrano zawody druzynowe w formule Ndboja Matematycznego.

W niniejszym opracowaniu zgromadzone sa wszystkie zadania konkursowe wraz
z rozwigzaniami. Tematyka i trudno$¢ zadan nawiazuja przede wszystkim do pozio-
mu zawoddéw okregowych i finalowych Olimpiady Matematycznej Junioréow, a miej-
scami takze do zadan z miedzynarodowych zawoddw juniorskich, miedzy innymi
CPSJ. Zachecamy do wykorzystania tych materiatéw w przygotowaniach do startéw
w kolejnych edycjach Olimpiady Matematycznej Junioréw. Mitej lektury!

Kadra Obozu

Anna Brylowska, Zuzanna Buraczewska, Antoni Chwiejczak, Tymoteusz Czapkow-
ski, Dominik Findeisen, Michat Franciszek Fronczek, Maria Janyska, Michat Jagkow-
ski, Filip Klim, Jan Kosiorowski, Mariia Kulyk, Julian Kuryltowicz-Kazmierczak,
Tomasz Ostrowski, Kajetan Sosnowski, Igor Sudyka, Jakub Wasilewski, Adam Wiatr,
Mateusz Wilgosz, Michal Wolny, Jakub Zagrodzki.

Kadra: Tomasz Szymczyk (kierownik), Lukasz Bozyk, Kosma Kasprzak, Piotr Kuc,
Arkadiusz Mecel, Witold Sikora.



Czy istnieje (co najmniej dwucyfrowa) liczba postaci 100. . .01, ktéra jest kwadratem
liczby catkowitej? OdpowiedZ uzasadnij.

Dodatnie liczby calkowite a, b, ¢ wszystkie majg identyczne cyfry jednosci. Wykaz,
ze przynajmniej jedna z liczb a? + 2019, b% + 2020, ¢ + 2021 jest podzielna przez 5.

Wyznacz wszystkie liczby catkowite n > 1 o nastepujacej wlasnosci: jezeli liczba
catkowita m > 1 ma sume cyfr réwna n, to jest ona podzielna przez n.

Wewnatrz tréjkata rownobocznego ABC znajduje sie taki punkt P, ze
JPAB = %<IPBC = %<IPOA.

Wyznacz miare kata PAB.

Niech ABC DE bedzie takim pigciokatem wypuklym, ze czworokat ABDE jest kwa-
dratem, a tréjkat BC' D jest réwnoboczny. Niech P bedzie punktem przeciecia od-
cinkéw AD i CE. Wykaz, ze PA = PC.

Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, e, f, g, h spelniaja warunki
at+b=c+d=e+f=g+h oraz b+c=d+e=f+g=h+a.

Udowodnij, ze a = e.

Wszystkie katy wewnetrzne szeSciokata ABCDEF' sg réwne. Udowodnij, ze

AB—-DE=EF—-BC=CD - FA.



Wykaz, ze istnieja liczby calkowite z, y wieksze od 999, dla ktérych liczba
1+4+2%+2Y

jest kwadratem liczby catkowitej.

Wyznacz wszystkie liczby catkowite n > 1 o nastepujacej wlasnosdci: pewne trzy
dodatnie dzielniki a, b, c liczby n spelniajg réwnos¢ a + b + ¢ + abc = n.

Niech n oraz m beda liczbami catkowitymi wiekszymi od 1. Rozwazamy kartke
w kratke rozmiaru n x m zlozona z nm pdl rozmiaru 1 x 1. Prostokgtem rozmiaru
7 X s nazywamy zbidr pol zawartych w tej kartce ztozony z rs pdl rozmiaru 1 x 1,
gdzie r < n, s < m, ulozonych w r kolejnych wierszach i s kolejnych kolumnach
kartki. Kazde pole na rozwazanej kartce w kratke pomalowano na czarno lub biato.
Okazalo sie, ze kazdy prostokat rozmiaru r x s, taki ze liczba rs pdl tego prostokata
jest podzielna przez 4, zawiera taka sama liczbe biatych i czarnych pdél. Czy wynika
z tego, ze kartka zostala pomalowana w szachownice, to jest. tak, ze kazde dwa
sasiednie pola majg rézny kolor?

Ile co najmniej liczb trzeba usunaé ze zbioru
1, 2, 3, 4, 5, 6,...,20, 21, 22,

aby wsérdd pozostalych liczb zadna nie byta dzielnikiem innej?

Na ptlaszczyznie wybrano 6 punktéw tak, aby zadne trzy nie byty wspétliniowe, i aby
odlegtosci pomiedzy wybranym punktami byly parami rézne. Rozwazmy wszystkie
odcinki o koficach w wybranych punktach. Udowodnij, ze jeden z tych odcinkéw
jest zarazem najdtuzszym bokiem w pewnym z powstalych tréjkatéw i najkrétszym
bokiem w innym powstalym tréjkacie.

Dane sa dodatnia liczba catkowita n oraz liczba pierwsza p. Zaldzmy, ze liczby
13n + 2022 oraz n — 2 sg podzielne przez p. Udowodnij, ze réwniez liczba 2023n + 18
jest podzielna przez p.



Kosma stoi przed tablica, na ktdérej napisane sg nieparzyste liczby caltkowite o sumie
réwnej k. Co minute Kosma wybiera jedna z liczb na tablicy, zmazuje jg i w jej
miejsce wpisuje jej szescian. Czy jest mozliwe, aby w pewnym momencie po ruchu
Kosmy suma wszystkich liczb zapisanych na tablicy byta réowna k + 127

W tréjkacie ABC punkt D jest srodkiem boku BC, punkt E jest Srodkiem odcinka
AD, punkt F' jest Srodkiem odcinka BE, a punkt G jest érodkiem odcinka CF.
Udowodnij, ze pole tréjkata EF'G jest 8 razy mniejsze od pola tréjkata ABC.

Niech ABC DE bedzie takim pieciokatem wypuklym, ze czworokat ABDE jest kwa-
dratem, a tréjkat BC' D jest réwnoboczny. Niech P bedzie takim punktem, ze trdj-
kat CEP jest réwnoboczny, przy czym P jest po tej samej stronie prostej CE co
punkt D. Wyznacz miare kata PAE.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb catkowitych a, b liczba 2(a* + b* + (a + b)*) jest
kwadratem liczby catkowite;j.

Rozstrzygnij, czy istniejg liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajace uktad réwnan

a® + 2b% + 3¢ = 111,
4b + 5a + 6¢ = 78.

W kinie Stoneczko jest pewna sala, w ktdérej miejsca sg ponumerowane liczbami
naturalnymi od 1 do 100. Pewnego dnia 100 widzéw przyszto na wspdlny seans,
a po przerwie wszyscy wrécili do sali na nastepny seans, zmieniajgc jednak miejsca
siedzenia. Udowodnij, ze jesli kazdy ze 100 widzéw policzy réznice miedzy wiekszym
a mniejszym numerem miejsc, na ktérych siedzial podczas dwdch seanséw, to suma
tych stu liczb jest parzysta.



Ja§ ma prawg i lewa rekawiczke, prawa i lewa skarpetke oraz prawy i lewy but.
Zaklada on na siebie te ubrania jedno po drugim w pewnej kolejnosci, przy czym
nie zaktada skarpetki na but. Na ile sposobdéw Ja$ jest w stanie poprawnie si¢ ubracé?

Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b zachodzi nieréwnosé

a . b S
2a+b 2b+a” 2

—_

Dodatnie liczby catkowite a, b, c spetniaja warunek
NWD(a +¢,b+c) =a+b.

Wykaz, ze a =b=rc.

W czworokacie wypukltym ABCD przekatne przecinaja sie¢ w punkcie X. Obwody
tréjkatéw ABX i CDX réwne s odpowiednio 3 oraz 1. Wykaz, ze suma obwodoéw
tréjkatéw BCX 1 DAX jest nie wieksza od 8.

W 2022-kacie foremnym poprowadzono 19 przekatnych, z ktérych zadne dwie nie
przecinajg si¢ we wnetrzu wielokata (mogg mie¢ jednak wspdlne korice), i ktére
dzielg ten 2022-kat foremny na pewng liczbe wielokatéw. Udowodnij, ze pewien
wielokat powstaly w wyniku tego podzialu ma co najmniej 103 wierzchotki.

Niech a, b, ¢ beda dlugosciami bokéw w tréjkacie o polu S. Udowodnij, ze

a® + b + 2

S < .

Piotrek ma wage szalkowg oraz zestaw 10 odwaznikéw o réznych masach bedacych
liczbami catkowitymi z przedziatu od 1 do 100. Udowodnij, ze stawiajac swe odwaz-
niki na szalach, Piotrek moze uzyskaé¢ rownowage.



Dany jest trapez ABCD, w ktérym SBAD = JCDA = 90°. Niech E bedzie takim
punktem na boku AD, ze {BEA = JCED. Wykaz, ze

(AB+CD)* + AD?* = (BE + CE)~.

Znajdz wszystkie liczby naturalne n, ktérych najmniejszy dzielnik wigkszy od 1 jest
45 razy mniejszy od najwickszego dzielnika wlasciwego (mniejszego od n).

Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele czworek liczb naturalnych a, b, ¢, d wiek-
szych od 1000, takich ze liczby ¢, d sg wzglednie pierwsze oraz

a® + b% = 2¢% + 24°.

Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb a, b, ¢, d zachodzi nieréwnosc¢:

[y

a N b n c N d -
3a+b 3b+c 3c+d 3d+a” 3

Na patyku stoi pewna liczba mréwek. W pewnym momencie wszystkie mréwki za-
czynaja sie poruszal ze stalg predkosdcig réwng (temu) jednemu patykowi na minute.
Gdy dwie mréwki wpadna na siebie, zmieniaja kierunek i ruszaja w przeciwne stro-
ny (nie zmieniajac predkosci). Jezeli mréwka dojdzie do konica patyka, to spada na
ziemie. Udowodnij, ze po minucie wszystkie mréwki spadng z patyka.

Niech N bedzie punktem wewnetrznym rombu ABC D, takim ze tréjkat BNC jest
réwnoboczny. Dwusieczna kata ABN przecina prosta AC' w punkcie K. Wykaz, ze

BK =KN + ND.



Liczby rzeczywiste a, b spelniaja warunek
(a+ a2+1) (b+\/b2+1> =1

Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci sumy a + b.

Dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajg warunek a + b + ¢ = 1. Udowodnij, ze
zachodzi nieréwnos¢:
ab+c N bc+a N ac+b >3
(a+c)(b+c) (a+bd)(a+c) (a+d)(b+c)”

Liczby rzeczywiste z, y, z spelniajg warunki ¢ + y + 2 = 2 oraz zy + yz + zz = 1.
Wyznacz najwiekszg mozliwg wartos¢ liczby = — y.

Przy dwéch n-osobowych stotach siedziato poczatkowo 2n oséb. W pewnym momen-
cie wystartowal nastepujacy proces: co minute pewne dwie osoby, ktére nie siedziaty
przy tym samym stole, zamienialy si¢ miejscami. Proces zatrzymatl sie¢, gdy kazda
para oséb zamienila sie miejscami dokladnie raz. Udowodnij, ze jezeli na poczatku
pewne dwie osoby siedzialy przy tym samym stole, to po zakonczeniu procesu te
dwie osoby rowniez siedzialy przy tym samym stole.

Wyznacz najmniejsza liczbe pdl szachownicy rozmiaru 8 x 8, ktére wystarczy prze-
malowaé z koloru bialego na czarny lub z koloru czarnego na biaty, aby uzyskac
sytuacje, w ktérej zadne dwa pola graniczace tylko jednym naroznikiem nie sg tego
samego koloru (pola graniczace calym wspdlnym bokiem moga mieé ten sam kolor).

Dany jest taki pieciokat ABC DE, ze czworokaty ABCD, BCDE, CDEA, DEAB
sg trapezami. Kazdy z tych trapezéw ma pare réwnolegtych bokdéw ztozong z boku
i przekatnej pieciokata ABC DE. Udowodnij, ze czworokat £ ABC tez jest trapezem.



Krél Kosma ucieka do swojej wiezy. Stoi on w lewym dolnym polu szachownicy roz-
miaru n X n. Na kazdym polu tej szachownicy stoi drogowskaz wskazujacy w prawo,
w lewo, w gére, badz w dét. Krél Kosma w kazdym ruchu wykonuje dwie czynnosci
— po pierwsze: idzie w strone, w ktdorg wskazuje drogowskaz stojacy na jego polu,
a po drugie: aby zmyli¢ poscig obraca drogowskaz za sobg o 90° zgodnie z ruchem
wskazdwek zegara. Gdyby Krél Kosma nie mial mozliwosci przej$cia na pole wska-
zywane przez drogowskaz, innymi stowy jesli miatby wyjs¢ poza krawedz tabeli, to
nie wykonuje ruchu, a jedynie obraca drogowskaz. Udowodnij, ze Krdl Kosma trafi
po pewnej liczbie ruchéw do wiezy, ktdéra stoi w prawym gérnym rogu szachownicy.

Niech ABC bedzie tréjkatem. w ktérym AC = BC i SACB = 20°. Na boku BC
wybrano taki punkt D, ze zachodzi réwnosé CD = AB. Wykaz, ze $ADB = 30°.

Dane sa kwadraty ABCD i AEGF'. Niech H bedzie takim punktem na odcinku
ED, ze prosta AH jest prostopadta do prostej F'B. Zalézmy przy tym, ze AH = 4.
Wyznacz dtugos¢ odcinka BF'.

Znajdz wszystkie takie tréjki dodatnich liczb catkowitych a, b, ¢, dla ktorych liczba
3% 4+ 3% 4 3¢ jest kwadratem liczby catkowite;.

Niech k bedzie nieujemna liczba catkowita. Udowodnij, ze liczba n = (5k + 1)? ma
nieparzyscie wiele dzielnikéw dodatnich dajacych przy dzieleniu przez 3 reszte 1.

Powiemy, ze liczba catkowita n wigksza od 1 jest fajna, jeSli w jej rozkladzie na czyn-
niki pierwsze kazdy niezerowy wykladnik jest wiekszy od 1, tzn. dla kazdej liczby
pierwszej p zachodzi implikacja: jedli p jest dzielnikiem n, to réwniez p? jest dzielni-
kiem n. Udowodnij, ze istnieje nieskoniczenie wiele par kolejnych liczb catkowitych,
ktoére sg fajne.
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Czy istnieje (co najmniej dwucyfrowa) liczba postaci 100. .. 01, ktéra jest kwadratem
liczby caltkowitej? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie: Zalézmy nie wprost, ze istnieje liczba catkowita n, dla ktérej liczba n?
jest postaci 100...01. Wéwczas liczba n? — 2 jest postaci 99...9, wiec jest liczba
podzielna przez 3. To oznacza, ze liczby n?2—1 = (n—1)(n+1) oraz n? nie s3 podzielne
przez 3 i w konsekwencji — zadna z liczb n — 1, n, n + 1 nie jest podzielna przez 3.
Uzyskujemy sprzeczno$¢, gdyz posrod kazdych trzech kolejnych liczb catkowitych
jest dokladnie jedna liczba podzielna przez 3. Zatem nie istnieje liczba o wtasnosci
opisanej w zadaniu.

Uwaga. Rozwiazanie mozna rowniez przeprowadzi¢ korzystajac z obserwacji méwia-
cej, ze kwadrat liczby catkowitej daje przy dzieleniu przez 3 reszte 0 lub 1.

Dodatnie liczby calkowite a, b, ¢ wszystkie majg identyczne cyfry jednosci. Wykaz,
ze przynajmniej jedna z liczb a? + 2019, % + 2020, ¢ + 2021 jest podzielna przez 5.

Rozwigzanie: Gdy cyfra jednosci liczby a réwna jest 1, 4, 6 lub 9, wéwczas cyfra
jednosci liczby a2 + 2019 réwna jest 0 lub 5, wiec liczba ta jest podzielna przez 5.

W przypadku, gdy cyfra jednosci liczby b réwna jest 0 lub 5, liczba % + 2020 jest
podzielna przez 5.

Wreszcie, w przypadku gdy cyfra jednosci liczby ¢ réwna jest 2, 3, 7 lub 8, liczba
c? + 2021 jest podzielna przez 5.

Wyznacz wszystkie liczby catkowite n > 1 o nastepujacej wtasnosci: jezeli liczba
catkowita m > 1 ma sume cyfr réwna n, to jest ona podzielna przez n.

Rozwigzanie: Przypu$émy, ze liczba n ma opisang wtasnos¢ i rozwazmy liczbe k,
ktérej zapis dziesietny zlozony jest z n jedynek. Wowczas liczba k+ 9 takze ma sume
cyfr réwna n, skad wniosek, ze jest to liczba podzielna przez n. W konsekwencji
réwniez (k+9) — k = 9 jest liczba podzielng przez n, co daje trzy przypadki: n = 1,
n = 3 lub n = 9. Latwo zweryfikowac, ze te trzy liczby spelniaja warunki zadania.
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Wewnatrz tréjkata réwnobocznego ABC znajduje sie taki punkt P, ze
$PAB = 1 YPBC = 1 $PCA.

Wyznacz miare kata PAB.
Rozwigzanie: Przyjmijmy, ze {PAB = a. Wtedy {PBC = 2a i SPCA = 3a.
Woéwczas

JAPB = 180° — YPAB — YPBA = 180° — a — (60° — 2a) = 120° + q,
i podobnie

{BPC = 180° — ¥PBC — YPCB = 180° — 2a — (60° — 3a) = 120° + .

Zatem w tréjkatach ABP i C BP mamy:

e réwne dlugosci bokéw AB oraz BC),
e wspdlny bok PB,

e réwne katy wewnetrzne (rozwarte) przy wierzchotku P.

rys. 1

Korzystajac z tzw. czwartej cechy przystawania tréjkatéw (bok—bok—kat nieostry),
uzyskujemy, ze tréjkaty ABP i CBP sa przystajace. Stad AP = C'P. Uzyskujemy
w szczegdlnosci réwnoéé Y PAC = S PCA, czyli 3a = 60° — a, skad a = 15°.

Uwaga. Uzywajac okreslenia kgt nieostry, mamy na mysli taki kat wewnetrzny tréj-

kata, ktéry nie jest katem ostrym, tzn. kat o mierze nie mniejszej od 90° i mniejszej
od 180°. Zachecamy Czytelnika do uzasadnienia czwartej cechy przystawanzia.
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Niech ABC DE bedzie takim pieciokatem wypuklym, ze czworokat ABDE jest kwa-
dratem, a tréjkat BC' D jest réwnoboczny. Niech P bedzie punktem przeciecia od-
cinkéw AD i CE. Wykaz, ze PA = PC.

Rozungzanie: Z warunkéw zadania wynika, ze BA = BD = BC. W szczegdlnosci
tréjkat ABC jest réwnoramienny, skad

1
$BAC = 7 - (180° — JABC) = - (180° — 150°) = 15°.

N =

7Z symetrii rozwazanej konfiguracji wynika, ze $DCP = YDCE = {BCA = 15°.
Z réwnosci tych wynika, ze

YPAC = {DAB — 4BAC = 45° — 15° = 30°.
Z drugiej strony mamy
YPCA = YBCD — YBCA — YDCE = 60° — 15° — 15° = 30° = JPAC.

Z réwnosci katéw PAC oraz PC A wynika, ze tréjkat PAC jest rownoramienny. Stad
PA=PC.

E D
P
C
A B
rys. 2

Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, e, f, g, h spelniajg warunki
a+b=c+d=e+f=9g+h oraz b+c=d+e=f+g=h+a

Udowodnij, ze a = e.
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Rozwigzanie: Suma liczb a+b, c+d, e+ f, g+ h réwna jest sumie liczb b+c, d+e,
f+g, h+a. Stad wszystkie z wypisanych oSmiu sktadnikéw sa réwne. W szczegdlnosci
a+b=b+corazc+d=d+e,czylia=c=ce.

Wszystkie katy wewnetrzne szeSciokata ABCDEF' sg réwne. Udowodnij, ze
AB—-DE=EF—-BC=CD - FA.

Rozwigzanie: Suma katéw wewnetrznych szeSciokata réwna jest (6 —2)-180° = 720°.
W rozwazanym w zadaniu szeSciokacie wszystkie katy wewnetrzne maja réwne miary,
wiec kazdy z nich ma miare 120°.

Oznaczmy odpowiednio przez X, Y, Z punkty przeciecia prostych AB i EF, pro-
stych AB i CD, oraz prostych CD i EF.

Z

rys. 3

Zauwazmy, ze
IXAF = {XFA= JYBC = JYCB = JZDE = {ZED = 180° — 120° = 60°.

Stad tréjkaty X AF, YCB, ZED oraz XY Z sa réwnoboczne. Oznaczmy dlugosci
bokéw tych tréjkatéw odpowiednio przez z, y, z oraz t. Pozostaje zauwazy¢, ze

AB—-DE=(t-z—-y)—z=t—z—y— 2z,
1 analogicznie

EF—-BC=CD-FA=(t-z—-2)-y=(t—-y—2)—z=t—-zc—y—2z.
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Wykaz, ze istnieja liczby calkowite z, y wieksze od 999, dla ktérych liczba
1427 +2Y

jest kwadratem liczby catkowitej.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej & mamy
(1+2F)2 =142 2F 4 2% =1 4 2FF1 4 2%

Biorac k£ = 1000 uzyskujemy wiec kwadrat w szukanej przez nas postaci.

Wyznacz wszystkie liczby catkowite n > 1 o nastepujgcej wlasnoéci: pewne trzy
dodatnie dzielniki a, b, ¢ liczby n spelniajg réwnosé a + b + ¢ + abc = n.

Rozwigzanie: Rozwazmy dowolne dodatnie liczby catkowite n, a, b, c spelniajace
warunki zadania. Wéwczas liczba
b+c=n—abc—a=n—a(bc+1).

jest podzielna przez a, poniewaz prawa strona jest réznica dwdch liczb podzielnych
przez a. Analogicznie stwierdzamy, ze liczba a + ¢ jest podzielna przez b, oraz ze
liczba a + b jest podzielna przez c. Innymi stowy, ponizsze trzy liczby sa catkowite

b+c a+4+c a+bd
a ’ b’ c
Rozwazmy dwa przypadki. W pierwszym przypadku trzy powyzsze liczby catkowite
réwne sa co najmniej 2. Wtedy mamy szacowanie

(b+c)+(c+a)+(a+b) >2a+2b+ 2c,

co wobec réwnosci obydwu stron tej nieréwnosci oznacza, ze a = b = c.

W drugim przypadku zakladamy, ze jeden z ulamkéw wypisanych wyzej rowny
jest 1. Zaltézmy najpierw, ze a < b < c. Wtedy a + b = ¢, skad liczbaa+c=2a+b
jest podzielna przez b, czyli b jest dzielnikiem 2a. Skoro a < b,toa =bluba =2b
Ostatecznie w przypadku a < b < ¢ uzyskujemy tréjki

(a7 a7 a)7 (a7 a7 2a)7 (a7 2a) 3a)
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i odpowiadajace im wartosci liczby n (spelniajace warunki zadania):
n=a(a®*+3), n=2a(a®+2), n=6a(a’®+1),

dla dowolnej dodatniej liczby calkowitej a. Zauwazmy, ze zmiana porzadku liczb
a, b, ¢ nie zmienia uzyskanych rodzin rozwigzan. S to zatem wszystkie rozwigzania.

Zadanie 10.

Niech n oraz m beda liczbami catkowitymi wigkszymi od 1. Rozwazamy kartke
w kratke rozmiaru n x m zlozong z nm pdl rozmiaru 1 x 1. Prostokgtem rozmiaru
7 X § nazywamy zbidr pdl zawartych w tej kartce zlozony z rs pdl rozmiaru 1 x 1,
gdzie r < n, s < m, utozonych w r kolejnych wierszach i s kolejnych kolumnach
kartki. Kazde pole na rozwazanej kartce w kratke pomalowano na czarno lub biato.
Okazalo sie, ze kazdy prostokat rozmiaru r x s, taki ze liczba rs pdl tego prostokata
jest podzielna przez 4, zawiera taka sama liczbe biatych i czarnych pél. Czy wynika
z tego, ze kartka zostala pomalowana w szachownice, to jest. tak, ze kazde dwa
sasiednie pola maja rézny kolor?

Rozungzanie: Odpowiedz jest negatywna.

Wystarczy rozwazy¢ kolorowanie kartki w szachownice 1 x 2 (przyjmijmy, ze jed-
nokolorowe prostokaty 1 x 2 sg pionowe). Rozwazmy prostokaty rozmiaru r x s
spelniajace warunki z tresci zadania. Jezeli r jest liczba parzysta, to kazde dwie
kolejne kolumny prostokata pokrywajg tyle samo pdl biatych i czarnych, wiec cala
kartka takze (wystarczy podzieli¢ ja na pionowe paski o szerokosci 2). Jesli natomiast
liczba r jest nieparzysta, to s jest liczba podzielng przez cztery, a zatem w kazdej
kolumnie wystepuje tyle samo pdl biatych i czarnych.
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Ile co najmniej liczb trzeba usunaé ze zbioru
1,2, 3,4, 5, 6,...,20, 21, 22,

aby wsérdd pozostalych liczb zadna nie byta dzielnikiem innej?

Rozwigzanie: Odpowiedz: Trzeba usuna¢ co najmniej 11 liczb.

Najpierw wykazemy, ze mozliwe jest usuniecie z powyzszego zbioru 11 liczb tak,
aby wérdéd pozostalych zadna nie byta dzielnikiem innej. Wystarczy usunaé z tego
zbioru liczby: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11. Istotnie, najwieksza wsréd pozostalych
liczb jest mniejsza od dwukrotnosci najmniejszej, tzn. 22 < 2 - 12.

Wykazemy teraz, ze 11 jest minimalng liczbg elementéw rozwazanego zbioru, ktéra
mozna usunaé tak, aby wéréd pozostalych liczb zadna nie byla dzielnikiem innej.
Przedstawmy kazda liczbe n ze zbioru liczb catkowitych od 1 do 22 w postaci

n==%k 2™,

gdzie k jest najwiekszym dzielnikiem nieparzystym liczby n. Zauwazmy, ze gdy dwie
dodatnie liczby calkowite zapisane w powyzszej postaci maja takie same najwicksze
dzielniki nieparzyste, wowczas jedna z nich dzieli druga. Rzeczywiscie, jesli istnieja
takie nieujemne liczby catkowite r, s, ze liczby

z=k-2" oraz y=k-2°

sg dodatnimi liczbami catkowitymi o najwiekszym dzielniku nieparzystym k, to co
najmniej jedna z liczb § = 2°7" lub ¢ =277 jest catkowita.

Zauwazmy w koncu, ze wsrdd 22 elementéw rozwazanego zbioru mozliwych wartosci
najwiekszych dzielnikéw nieparzystych jest 11 (liczby nieparzyste od 1 do 22). Stad
usuwajac z rozwazanego zbioru mniej niz 11 liczb, pozostawimy ich wiecej niz 11,
zatem pewne dwie z nich majg ten sam najwiekszy dzielnik nieparzysty. Wynika
stad, ze mniejsza z tych liczb dzieli wiekszg, czyli zagdana wiasnos$¢ nie zachodzi.

Na plaszczyznie wybrano 6 punktéw tak, aby zadne trzy nie byty wspétliniowe, i aby
odlegtosci pomiedzy wybranym punktami byly parami rézne. Rozwazmy wszystkie
odcinki o koncach w wybranych punktach. Udowodnij, ze jeden z tych odcinkdw
jest zarazem najdtuzszym bokiem w pewnym z powstalych tréjkatéw i najkrétszym
bokiem w innym powstatym tréjkacie.
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Rozungzanie: Pokolorujmy na niebiesko kazdy odcinek, ktéry jest najdtuzszym bo-
kiem tréjkata o wierzchotkach bedacych wybranymi punktami. Pozostate odcinki
laczace wybrane punkty kolorujemy na czarno. Jest wiec jasne, ze nie istnieje trdj-
kat ztozony z czarnych odcinkdw.

Wykazemy teze zadania, jesli uzasadnimy, ze istnieje tréjkat, ktérego wszystkie boki
sa niebieskie. Wowczas najkrétszy z bokow tego tréjkata speini wymagane warunki
— bedzie oczywiscie najkrotszym bokiem w tym tréjkacie, a skoro jest pomalowany
na niebiesko, to w pewnym tréjkacie bedzie réwniez najdluzszym bokiem.

Niech X bedzie jednym z wybranych punktéw. Punkt ten jest koncem 5 odcinkéw
w dwdéch kolorach — wéréd nich sg przynajmniej 3 niebieskie odcinki, badZz przy-
najmniej 3 czarne odcinki.

Zalézmy najpierw, ze punkt X jest konicem 3 czarnych odcinkéw, ktérych drugimi
koficami sg odpowiednio punkty A, B i C. Skoro zaden z tréjkatéw X AB, X AC, ani
XCB nie jest tréjkatem zlozonym z czarnych odcinkéw, to odcinki AB, BC' i CA
sg niebieskie. W ten sposéb otrzymujemy szukany tréjkat o niebieskich bokach.

Zalézmy, ze punkt X jest koncem 3 odcinkéw niebieskich, ktérych drugimi koicami
sg odpowiednio punkty D, E i F. Wéwczas, skoro tréjkat D E F' nie moze mie¢ jedynie
czarnych bokow, to jeden z odcinkéw DE, DF', EF jest niebieski, co ponownie daje
tréjkat o niebieskich bokach.

Dane sg dodatnia liczba catkowita n oraz liczba pierwsza p. Zaldézmy, ze liczby
13n 4+ 2022 oraz n — 2 sg podzielne przez p. Udowodnij, ze rowniez liczba 2023n + 18
jest podzielna przez p.

Rozwigzanie: Z warunkéw zadania wynika, ze liczba p dzieli réznice liczb 13n+2022
oraz 13(n — 2), czyli liczbe 2048. Skoro 2048 = 2!!, to p = 2. Liczba n — 2 jest zatem
parzysta, wiec takze liczby n oraz 2023n + 18 sg parzyste, czyli sa podzielne przez p.

Kosma stoi przed tablica, na ktdérej napisane sa nieparzyste liczby caltkowite o sumie
réwnej k. Co minute Kosma wybiera jedng z liczb na tablicy, zmazuje jg i w jej
miejsce wpisuje jej szeScian. Czy jest mozliwe, aby w pewnym momencie po ruchu
Kosmy suma wszystkich liczb zapisanych na tablicy byla réwna k + 127

Rozwigzanie: Skoro szeScian liczby nieparzystej jest réwniez takowy, to na tablicy
nigdy nie pojawi si¢ liczba parzysta. Kosma w kazdym ruchu zamienia pewna liczbe

18



nieparzysta n na liczbe n®. Zatem suma liczb zapisanych na tablicy zmienia sie
doktadnie o liczbe n® —n = n(n — 1)(n + 1). Wykazemy, ze liczba ta jest podzielna
przez 8. Istotnie, n — 11 n + 1 sg kolejnymi liczbami parzystymi. Jedna z nich jest
wiec podzielna przez 4, a druga jest podzielna przez 2. W rezultacie po kazdym ruchu
Kosmy suma zapisanych na tablicy liczb zmienia sie o liczbe podzielng przez 8. Skoro
k+ 12—k = 12 nie jest liczba podzielng przez 8, to suma liczb zapisanych na tablicy
nie osiggnie w zadnym momencie wartosci k + 12.

W tréjkacie ABC punkt D jest §rodkiem boku BC, punkt E jest Srodkiem odcinka
AD, punkt F jest Srodkiem odcinka BE, a punkt G jest $§rodkiem odcinka CF'.
Udowodnij, ze pole tréjkata EF'G jest 8 razy mniejsze od pola tréjkata ABC.

Rozwigzante: Niech [F] oznacza pole figury F. Korzystaé¢ bedziemy z nastepujacej
obserwacji: jesli punkt M jest §rodkiem boku Y Z w tréjkacie XY Z, to ma miejsce
réwnosé [XZM] = £ - [XY Z).

Przejdzmy do rozwigzania zadania. Korzystajac z powyzszej obserwacji dla tréjka-
téw FCE, BCE, BAD, ADC oraz ABC, otrzymujemy cigg réwnosci:

[EGF] = % [FCE] = % - % .[BCE] = % .(IBDE] + [CDE])
=7 (; [BAD] + ;- [ADC]> = 75 14B0] = é .[ABC]

Uzyskujemy wiec zadana réwnosé, co konczy dowdd.

c

rys. 5

Uwaga. Dowdd obserwacji sformutowanej wyzej jest nastepujacy. Niech h bedzie wy-
sokoscia trojkata XY Z opuszczong z wierzchotka X. Wtedy bezposrednio ze wzoru
na pole tréjkata uzyskujemy [X ZM]| = % -h-MZ = % “h- % ‘YZ = % - [XY Z].
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Niech ABC DE bedzie takim pieciokatem wypuklym, ze czworokat ABDE jest kwa-
dratem, a tréjkat BC D jest réwnoboczny. Niech P bedzie takim punktem, ze tréj-
kat CEP jest rownoboczny, przy czym P jest po tej samej stronie prostej CE co
punkt D. Wyznacz miare kata PAE.

Rozwigzanie: Niech X bedzie takim punktem na zewnatrz kwadratu ABDE, ze
tréjkat AEX jest réwnoboczny. Mamy FA = EX, EP = EC oraz

JPEA =60° + JCEA = JCEX,
istad tréjkaty PEA i CEX sg przystajace (cecha bok—kat-bok). Wynika stad, ze
1
JPAE = JCXE =7 $EXA=30°,

przy czym druga réwnoS¢ wynika z symetrii punktéw A i E wzgledem prostej CX.

P

rys. 6

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb catkowitych a, b liczba 2(a* + b* + (a + b)*) jest
kwadratem liczby catkowite;j.

Rozwigzanie: Korzystamy ze wzoru (a+b)* = a*+4a®b+6a%b?+4ab®+b*, uzyskujac

2(a* + b* + (a + b)*) = 4(a* + 2a%b + 3ab? + 2ab® + b*).
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Oczywiscie liczba 4 jest kwadratem, wiec wystarczy udowodnié, ze jest nim réwniez
drugi czynnik. W istocie liczba a* + 2a%b + 3a2b? + 2ab® + b* réwna jest

(a* + a®b + a?b?) + (a®b + a?b® + ab®) + (a®b® + ab® + b*) =
a®(a® + ab + b2) + ab(a® + ab + b?) + b*(a® + ab + b?) =
a® + ab+b?)(a® + ab + b?) = (a® + ab + b?)2.

Rozstrzygnij, czy istniejg liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajace uktad réwnan

a’? + 2b% + 3¢ = 111,
4b + 5a + 6¢ = 78.

Rozwigzanie: Pomndzmy drugie réwnanie przez 2 i odejmijmy je od pierwszego:

a® +2b + 3¢ — 2(4b + 5a + 6¢c) = —45,

a® — 10a + 2b* — 8b + 3c* — 12¢ = —45,
a? — 10a + 25 + 2(b* — 4b+4) + 3(c* — 4c +4) =0,

(a—5)2+2(b—-2)2+3(c—2)?2=0.

Suma kwadratéw liczb rzeczywistych jest rowna 0 wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
ze skladnikéw jest rowny 0. Zatem jedynym mozliwym rozwigzaniem wyjsciowego
uktadu jest trojka

a=5 b=2 c=2

Jednakze po podstawieniu otrzymanej tréjki liczb do pierwszego réwnania wyjscio-
wego ukladu otrzymujemy 5% + 2 - 42 + 3 - 22 = 45, czyli liczbe rézng od 111. Nie
istniejg zatem rozwigzania wyjsciowego ukltadu réwnan.

W kinie Stoneczko jest pewna sala, w ktdrej miejsca sa ponumerowane liczbami
naturalnymi od 1 do 100. Pewnego dnia 100 widzéw przyszio na wspdlny seans,
a po przerwie wszyscy wrocili do sali na nastepny seans, zmieniajac jednak miejsca
siedzenia. Udowodnij, ze jesli kazdy ze 100 widzdw policzy réznice miedzy wiekszym
a mniejszym numerem miejsc, na ktoérych siedzial podczas dwdéch seanséw, to suma
tych stu liczb jest parzysta.
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Rozwigzanie: Oznaczmy przez a; numer miejsca :-tego widza podczas pierwszego
seansu, a przez b; oznaczmy numer miejsca tego widza podczas drugiego seansu.
Réznica wiekszego i mniejszego numeru miejsca zajmowanego przez i-tego widza
jest wiec réwna |a; — b;], dla 1 < ¢ < 100. Stad wystarczy uzasadnié, ze ponizsza
suma jest liczba parzysta:

|a1 — b1| + |a2 — b2| + |a3 — b3| + ...+ |a100 — b100|.

Dla dowolnej liczby catkowitej a liczba |a| jest réwna albo a, albo —a, wiec ma te
samg parzystos¢, co a. Zatem wystarczy uzasadnié, ze liczba

(@1 —b1) + (az — bz) + (a3 — b3) + ... + (@100 — b100)
jest parzysta. Jednakze zbidr {a1,...,a100} jest réwny zbiorowi {by,..., bigo}. Inny-

mi stowy liczby by, ..., bigo to liczby ay, ..., a100 zapisane w innej kolejnosci. Stad

al—b1+a2—b2+a3—b3+...+a100—b100:0.

Rozwazana suma wartoéci bezwzglednych jest zatem tej samej parzystosci co 0.

Jas ma prawa i lewa rekawiczke, prawa i lewa skarpetke oraz prawy i lewy but.
Zaklada on na siebie te ubrania jedno po drugim w pewnej kolejnosci, przy czym
nie zaktada skarpetki na but. Na ile sposobdéw Ja$ jest w stanie poprawnie si¢ ubracé?

Rozungzanie: Zaltézmy najpierw, ze Ja$ nie pamieta o zasadach poprawnego ubioru
1 moze zaktadac skarpetki na buty, oczywiscie wcigz zaktadajac je na odpowiadajaca
im konczyne. W takiej sytuacji Jas§ ma 6 wyboréw tego, co zalozy jako pierwsze,
5 wybordw tego, co zalozy jako drugie, 4 wybory tego, co zatozy jako trzecie, 3 wybo-
ry tego, co zaltozy jako czwarte, itd. Uzyskujemy wiec 6-5-4-3-2-1 = 720 sposobéw na
zalozenie wszystkich rzeczy, oczywiscie lgcznie z niepoprawnymi sposobami ubioru.

Policzmy teraz ile jest niepoprawnych sposobéw ubrania sie. Zauwazmy, ze na kazdy
poprawny sposéb przypadajg 3 niepoprawne:

e gdy Ja$ zmieni kolejnos¢ wkladania lewej skarpetki i lewego buta, zakladajac
reszte w tej samej kolejnosci,

e gdy Ja$ zalozy prawg skarpetke na prawy but, a reszte bez zmiany,

e gdy Ja$ zalozy obydwie skarpetki na buty.
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Rozbilismy zatem zbiér wszystkich 720 sposobéw ubierania sie na roztaczne podzbio-
ry zawierajace po 4 sposoby, przy czym w kazdym z tych podzbioréw dokladnie jeden
sposéb jest poprawny. Zatem poprawnych sposobéw ubierania si¢ jest 7?1—0 = 180.

Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b zachodzi nieréwnosc

—_

a N b S
2a+b 2b+a” 2

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b

a S a b S b
oraz .
20 +b7 2a+2b 2b+a ” 2b+2a

W obydwu przypadkach poréwnujemy bowiem utamki o tych samych licznikach,
zmieniajac jednak ich mianowniki. Zatem:

a b a b a+b 1

> = f—
2a+b+2b+a ~ 2a+2b+2b+2a 20 +2b 2’

co konczy dowdd.

Dodatnie liczby calkowite a, b, ¢ spelniajg warunek
NWD(a+c¢,b+c)=a+b.

Wykaz, zea=b=rc.

Rozwigzanie: Rola liczb a, b jest symetryczna, wigec bez straty ogdlnosci mozemy
zatozy¢, ze a > b. Skoro liczby a + c i b 4 ¢ sg podzielne przez a + b, to ich réznica
(a+c)—(b+c)=a—btez Jednakze 0 < a—b<a+b, wigca—b=0,czylia=0.
Uzyskujemy stad

a+c=NWD(a+c,a+c)=a+b=2a,

wiec tez a = c.
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W czworokacie wypuklym ABCD przekatne przecinajg sie w punkcie X. Obwody
tréjkatéow ABX i CDX réwne sg odpowiednio 3 oraz 1. Wykaz, ze suma obwoddéw
tréjkatéow BCX i DAX jest nie wieksza od 8.

Rozungzanie: Wykazemy, ze obwdd kazdego z tréjkatow BCX i DAX jest nie
wiekszy od 4. Korzystajac wielokrotnie z nierdwnosci tréjkata, uzyskujemy

BC+BX+CX < (BX+CX)+BX+CX
<(BX+CX)+(AB+ AX)+ (CD + DX)
=(AB+ AX+BX)+(CD+CX +DX)=3+1=4.

D

rys. 7

Zatem obwdd tréjkata BC' X jest nie wiekszy od 4. Analogicznie uzasadniamy, ze
obwdd tréjkata DAX jest nie wiekszy od 4, wiec suma obwoddw tréjkatow BCX
1 DAX jest nie wigksza od 8.

W 2022-kacie foremnym poprowadzono 19 przekatnych, z ktérych zadne dwie nie
przecinaja si¢ we wnetrzu wielokata (mogg mie¢ jednak wspdlne korice), i ktére
dzielg ten 2022-kat foremny na pewng liczbe wielokatéw. Udowodnij, ze pewien
wielokat powstaly w wyniku tego podzialu ma co najmniej 103 wierzchotki.

Rozungzanie: Zgodnie z zalozeniami zadania, prowadzac 19 przekatnych, dzielimy
2022-kat foremny na 20 wielokatéw. Zauwazmy dalej, ze kazdy z bokéw 2022-kata
jest bokiem doktadnie jednego z wielokatéw, na ktére zostal on podzielony, nato-
miast kazda z 19 przekatnych nalezy do doktadnie dwdch z tych wielokatéw. Zatem
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wyznaczajac dla kazdego z 20 wielokatéw liczbe jego bokéw, i dodajac do siebie
uzyskane liczby, otrzymamy

2022 + 2 - 19 = 2060.

Skoro w wyniku podzialu 2022-kata foremnego powstalo 20 wielokatéw majacych
lacznie 2060 bokéw, to jeden z tych 20 wielokatéw ma co najmniej 235° = 103 bokéw,
czyli co najmniej 103 wierzcholki.

Niech a, b, c bedg dtugosciami bokéw w tréjkacie o polu S. Udowodnij, ze
a? +b%+c2

S <
6

Rozungzanie: Na poczatku zauwazmy, ze zachodzi nieréwnos¢

a?+b2+c2 _ ab+bc+ca
> .
6 6
Istotnie, mnozac obie strony przez 12 i przenoszac wyrazy na jedng strone, mamy:

2a® + 2b% + 2¢* — 2ab — 2bc — 2ac = (@ — b)? + (b —c)? + (a — c)? > 0.

Oznaczmy wierzcholtki rozwazanego tréjkata przez A, B, C, oraz przyjmijmy, ze
AB =¢, BC =aiAC =b.

Zauwazmy najpierw, ze S < %b Powdd jest nastepujacy: pole tréjkata réwne jest
%, gdzie h jest wysokoScig opuszczong z wierzchotka A. Jednakze A to najmniejsza
mozliwa dlugo$¢ odcinka lgczacego punkt A z prostag BC, skad h < b. Zatem

ah < ab

2 27

Analogicznie postepujemy z ac i be, otrzymujac

S =

3S<ab_{_ac_{_bc
=2 2 2

Y.aczac ten wniosek z nieréwno$cig uzyskana na poczatku rozwigzania, uzyskujemy

S< ab+b6c+ca< a2+lg+cg’

co konczy dowdd.

Uwaga. W powyzszych nieréwnosciach réwnos¢ zachodzi tylko, gdy a = b =c = 0.
Te wartosci nie spelniaja jednak warunkéw zadania, wiec rozwazana nieréwnos¢ jest
zawsze ostra.
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Piotrek ma wage szalkowa oraz zestaw 10 odwaznikdéw o réznych masach bedacych
liczbami catkowitymi z przedziatu od 1 do 100. Udowodnij, ze stawiajac swe odwaz-
niki na szalach, Piotrek moze uzyska¢ rownowage.

Rozungzanie: Policzmy, na ile sposobéw Piotrek moze wybraé niepusty podzbidr ze
zbioru dziesieciu odwaznikéw. Kazdy odwaznik (niezaleznie od pozostatych) moze
albo zosta¢ wybrany, albo nie, co daje dwie mozliwosci. Otrzymujemy stad liczbe
wszystkich podzbioréw 10-elementowego zbioru odwaznikéw: 21°. Jednak wliczony
w to zostal przypadek, w ktérym Piotrek nie wybiera zadnego odwaznika, czyli
liczba sposobdéw wyboru pewnych odwaznikéw réwna jest

210 _ 1 =1023.

Zauwazmy dalej, ze maksymalna mozliwa masa nie wiecej niz 10 odwaznikéw jest
nie wieksza od 10 - 100 = 1000, a minimalna mozliwa lgczna masa odwaznikdéw
jest nie mniejsza od 1. Stad wnioskujemy, ze jest 1000 mozliwych lacznych mas nie
wiecej niz 10 odwaznikéw. Mamy natomiast az 1023 mozliwe zbiory odwaznikow.
Whioskujemy stad, ze pewne dwa z tych zbioréw zlozone sg z odwaznikéw, ktérych
taczne masy sa réwne. Rozwazmy dwa przypadki.

e Jesli dwa wskazane podzbiory sg rozlaczne (nie majg wspdlnych elementéw),
to Piotr moze postawi¢ wszystkie elementy jednego zbioru na lewej szalce oraz
wszystkie elementy drugiego zbioru na prawej szalce, uzyskujac réwnowage.

e Jezeli dwa wskazane podzbiory majg niepusta czes¢ wspdlng, to usuwajac
z nich powtarzajace sie odwazniki, uzyskujemy dwa podzbiory roztaczne, ktére
nadal zlozone sg z odwaznikéw, ktérych laczne masy sg réwne, co sprowadza
problem do poprzedniego przypadku.

Stad w obydwu mozliwych przypadkach Piotrek moze doprowadzi¢ do réwnowagi.

Dany jest trapez ABCD, w ktérym <BAD = JCDA = 90°. Niech E bedzie takim
punktem na boku AD, ze YBEA = JCED. Wykaz, ze

(AB +CD)? + AD* = (BE + CE)~.
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Rozwigzanie: Niech C' bedzie obrazem punktu C w symetrii wzgledem prostej
AD. Wtedy JC'ED = JCED = JBEA, zatem punkty C’, E i B sa wspéllinio-
we. Niech X bedzie takim punktem, ze czworokat C'BX D jest réwnoleglobokiem.
Oczywiscie punkt X lezy na prostej AB, ale nie na pdlprostej BA. Tréjkat DAX
jest prostokatny i przy wierzchotku A ma kat prosty. Diugosci jego bokdw sg réwne
AD oraz

AX =AB+BX =AB+C'D=AB+CD,
DX =C'B=BE+C'E=BE+CE,

co w polaczeniu z twierdzeniem Pitagorasa daje teze.

, D
C o

rys. 8

Znajdz wszystkie liczby naturalne n, ktérych najmniejszy dzielnik wiekszy od 1 jest
45 razy mniejszy od najwigkszego dzielnika wlasciwego (mniejszego od n).

Rozwigzanie: Oznaczmy przez d najmniejszy dzielnik liczby n wigkszy od 1.

Zauwazmy, ze najwigkszym dzielnikiem wlasciwym liczby n jest liczba 5. Gdyby
bowiem istnial wigkszy dzielnik wiasciwy liczby m réwny z, to liczba 2 bylaby

dzielnikiem n mniejszym od d i wiekszym od 1 (skoro z < n), co jest niemozliwe.

Skoro liczba 45d jest dzielnikiem liczby n, to liczba ta jest podzielna przez 3 i w re-
zultacie d < 3. Uzyskujemy zatem dwie mozliwosci: d =21 d = 3.

Wiemy jednakze, ze najwigkszy dzielnik wilasciwy liczby n to z jednej strony 45d,

a z drugiej strony — Z. Stad

n
45d = —
d:

czyli n = 45d?. Zatem liczba n jest réwna 45-4 = 180 lub 45 -9 = 405. Bezposrednio
sprawdzamy, ze obydwie uzyskane liczby speiniajg warunki zadania.
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Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele czworek liczb naturalnych a, b, ¢, d wigk-
szych od 1000, takich ze liczby c, d sa wzglednie pierwsze oraz

a’® + b? = 2¢% + 242,

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb catkowitych ¢, d zachodzi réwnosé
(c—d)? + (c+d)? =2c + 2d°.

Wystarczy wigc udowodnié, ze istnieje nieskoniczenie wiele par liczb wzglednie pierw-

szych ¢, d, takich ze liczby c, d, ¢ — d, ¢ + d sa wigksze od 1000.

Niech d = 1001 oraz niech c¢ bedzie liczba pierwsza wiekszg od 2002. Takich liczb
pierwszych jest nieskonczenie wiele, wiec kazda z nich jest wzglednie pierwsza z d.
Dla kazdej takiej pary c, d okreSlamy a = ¢ — d oraz b = ¢+ d, co daje nam nieskon-
czenie wiele czworek liczb catkowitych a, b, ¢, d, spelniajacych warunki zadania.

Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb a, b, ¢, d zachodzi nieréwnos¢:

a N b N c N d .
3a+b 3b+c 3c+d 3d+a” 3

[y

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze zwigkszajac wartos¢ mianownika dodatniego utamka
1 nie zmieniajac jego licznika, zmniejszamy warto$¢ calego utamka. Mamy zatem:

a a
3a1b  3a+3b+3ct3d

b b

3 +c  3a+3b+3ct3d
C C

3c+d > 3a+3b+3c+3d’
d S d
3d+a” 3a+4+3b+3c+3d

Dodajac strony powyzszych nieréwnosci, otrzymujemy teze. Nie istnieja przy tym
liczby dodatnie a, b, ¢, d, dla ktérych nieréwno$¢ z tresci zadania staje sie réwnoscia.
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Na patyku stoi pewna liczba mréwek. W pewnym momencie wszystkie mréwki za-
czynajg sie poruszal ze stalg predkodcig réwng (temu) jednemu patykowi na minute.
Gdy dwie mréwki wpadna na siebie, zmieniajag kierunek i ruszajg w przeciwne stro-
ny (nie zmieniajac predkosci). Jezeli mréwka dojdzie do konica patyka, to spada na
ziemie. Udowodnij, ze po minucie wszystkie mréwki spadng z patyka.

Rozwigzanie: Przypusémy, ze mrowki zamiast odbijac si¢ i zmienia¢ kierunek prze-
nikajg przez siebie i kontynuujg droge w tym samym kierunku, co przed spotkaniem.
Zauwazmy, ze dwie mrowki zmierzajace w swoim kierunku zaréwno po zderzeniu, jak
1 po przeniknieciu przez siebie oddalaja sie od siebie w tym samym tempie. Innymi
stowy, odbijanie i przenikanie si¢ stanowia taka samg operacje, jesli nie rozrdéznia-
my mréwek. Mozemy wiec zalozyé, ze mrowki sie przenikajg. Po minucie zatem
wszystkie mréwki wyjda poza patyk i spadna.

Niech N bedzie punktem wewnetrznym rombu ABC D, takim ze tréjkat BNC jest
réwnoboczny. Dwusieczna kata ABN przecina prosta AC w punkcie K. Wykaz, ze

BK =KN + ND.

Rozwigzanie: Wykazemy, ze punkty D, N, K leza na jednej prostej. Zauwazmy, ze
wystarczy w tym celu udowodnié réwnos¢ S DNC+ SCNB+ {BNK = 180°. Skoro
jednak ¥CNB = 60°, to wykazaé nalezy jedynie, ze {DNC + SBNK = 120°.

D = C

rys. 9

Oznaczmy przez o miare kata DC' N. Skoro czworokat ABC' D jest rombem, to mamy
réwnosci BC = CD = CN i stad JIDNC = SNDC = 90° — % Mamy réwniez
BN = AB, skad JIBNA = {NAB. W rezultacie
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YBNK = 4BNA— JANK = {BNA - (I{NAB — JCAB)
YBAD _ YBCD _ 60° +

= JCAB =
I 2 2 2

baczac powyzsze rownosci otrzymujemy:

IDNC + SCNB + {BNK = 90° — g +60° 4 30° + % — 180°.

Punkty K, N, D sa wiec istotnie wspéiliniowe, czyli KD = KN + ND. Aby za-
koniczy¢ dowdd réwnosci BK = KN + N D wystarczy wiec wykazaé, ze BK = KD.
Ta réwno$¢ wynika jednak z faktu, ze punkt K lezy na dwusiecznej AC kata BC D,
czyli tréjkaty CDK oraz CBK sa przystajace (na mocy cechy bok-kat—bok).

Liczby rzeczywiste a, b spelniaja warunek
(a+ a2+1) (b+\/b2+1) =1

Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci sumy a + b.

Rozwigzanie: Z wzoru na réznice kwadratéw mamy
( a2+1-|-a) (\/a2+1—a) =(@®+1)—-ad* =1

Stad mamy va? +1—a = +b?>+ 1+ b, co prowadzi do réwnosci

a+b=+/a+1— /b2 +1.

Analogicznie jednak mozemy uzasadnié, ze liczba a + b jest liczba przeciwng do
powyzszej, tzn. @ + b = /b2 +1 — Va2 + 1. Zatem a + b = 0. Ta wartos¢ jest
osiagana choéby dla a = 1, b = —1, poniewaz (1 + v/2)(-1++v2) =2—-1=1.

Dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajg warunek a + b + ¢ = 1. Udowodnij, ze
zachodzi nieréwno$¢:
ab+c N bc+a N ac+b >3
(a+c)(b+c) (a+d)(atc) (a+d)(b+c)”

30



Rozwigzanie: Przeksztalémy pierwszy ulamek lewej strony rozwazanej nieréwnosci:

ab+c-1 ab+cla+b+c) ab+ac+bc+c?

(a+c)(b+c) ab+bc+ac+c® ab+ac+bec+c?

Rowniez pozostate dwa ulamki z lewej strony rozwazanej nieréwnosci przyjmujg dla
dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢ warto§¢ 1. Rozwazana nieréwnos¢
jest wiec réwnoscia.

Liczby rzeczywiste z, y, z spelniajg warunki z + y + 2z = 2 oraz zy + yz + zz = 1.
Wyznacz najwigksza mozliwa wartos¢ liczby z — y.

Rozungzanie: Odejmujac od obydwu stron pierwszej réwnosci liczbe z + y, otrzy-
mujemy z = 2 — (z+y). Podstawiamy do drugiej réwnosci liczbe 2 — (z + y) zamiast
liczby z, uzyskujac

zy+(2—z—y)(z+y)=1

Wykonujemy nastepujace podstawienie: s =z + y, t = z — y. Mamy zatem

ooty _(ety)—(z-y)? -t
Y= = 4 T

Mozemy zatem wyrazi¢ liczbe zy + (2 — z — y)(z + y) = 1 za pomocg liczb s i ¢:
2 2

4

l=zy+(2-z-y)(z+y)= +(2-s)s.
Wymnazajac obie strony przez 4, redukujac wyrazy podobne i korzystajac ze wzoru
skréconego mnozenia na kwadrat réznicy, otrzymujemy:

4 16 4 4\> 4 4
2= 352485 —-4=-3524+2-V/3- — — — 4+ - =—(s5V/3-— ] +=-<=.
V3 3 3 V3 373
Przy tym ostatnia nieréwnos¢ wynika z faktu, ze liczba przeciwna do kwadratu liczby
rzeczywistej jest niedodatnia. Mamy wiec
2 2[

z—y=1t< —

V=ES 3T s
2+f Y= \/5
oraz z —y = Q‘f . Najwieksza mozhwa Wartosc liczby z — y jest wiec rowna

, 2= 3 spelniajg warunki zadania
2f

Zauwazmy w koncu, ze liczby z =
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Przy dwéch n-osobowych stotach siedzialo poczatkowo 2n oséb. W pewnym momen-
cie wystartowal nastepujacy proces: co minute pewne dwie osoby, ktére nie siedziaty
przy tym samym stole, zamienialy si¢ miejscami. Proces zatrzymatl sie, gdy kazda
para oséb zamienila sie miejscami dokladnie raz. Udowodnij, ze jezeli na poczatku
pewne dwie osoby siedzialy przy tym samym stole, to po zakonczeniu procesu te
dwie osoby réwniez siedzialy przy tym samym stole.

Rozungzanie: Jezeli pewna osoba zamienita si¢ doktadnie raz z kazdg z pozostatych
2n — 1 oséb, to zmienita ona miejsce doktadnie 2n — 1, czyli nieparzystag liczbe
razy. Jezeli osoby A i B poczatkowo siedzialy przy tym samym stole i kazda z nich
dokladnie 2n — 1 razy zmienila sté! przy ktérym siedziala, to po wszystkich tych
zmianach osoby A i B znéw siedzialy przy tym stole.

Wyznacz najmniejszg liczbe pdl szachownicy rozmiaru 8 x 8, ktdre wystarczy prze-
malowaé z koloru bialego na czarny lub z koloru czarnego na bialy, aby uzyskaé
sytuacje, w ktorej zadne dwa pola graniczace tylko jednym naroznikiem nie sg tego
samego koloru (pola graniczace calym wspélnym bokiem moga mie ten sam kolor).

Rozwigzanie: Podzielmy szachownice na 16 roztacznych kwadratéw rozmiaru 2 x 2.
Kazdy z nich mozemy podzieli¢ na 2 pary pdl graniczacych jednym naroznikiem.
W kazdej z 16-2 = 32 takich par trzeba zmieni¢ kolor co najmniej jednego pola, wiec
lacznie trzeba przemalowad co najmniej 32 pola. Z drugiej strony przemalowujac
pola w kolumnach 2, 4, 6, 8, uzyskamy kolorowanie spelniajagce warunki zadania.
To znaczy, ze najmniejsza mozliwa liczba pdl do przemalowania réwna jest 32.

Dany jest taki pieciokat ABC DE, ze czworokaty ABCD, BCDE, CDEA, DEAB
sg trapezami. Kazdy z tych trapezéw ma pare réwnolegtych bokéw ztozong z boku
i przekatnej pieciokata ABC D E. Udowodnij, ze czworokat EABC tez jest trapezem.

Rozungzanie: Proste AD oraz BC sg réwnolegte, wiec w tréjkatach ABC oraz DBC
wysokos$ci opuszczone na podstawe BC sg rowne. Zatem te tréjkaty majg réwne pola.
Argumentujac podobnie dla czworokatéow BCDE, CDEA, DEAB, uzyskujemy

[ABC] = [DBC] = [DEC] = [DEA|] = [EAB.
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Stad wysoko$ci opuszczone na podstawe AB w tréjkatach ABC oraz EAB sa réwne
i czworokat EABC jest trapezem.

rys. 10

Krél Kosma ucieka do swojej wiezy. Stoi on w lewym dolnym polu szachownicy roz-
miaru n x n. Na kazdym polu tej szachownicy stoi drogowskaz wskazujacy w prawo,
w lewo, w gére, badz w dét. Krél Kosma w kazdym ruchu wykonuje dwie czynnosci
— po pierwsze: idzie w strone, w ktérg wskazuje drogowskaz stojacy na jego polu,
a po drugie: aby zmyli¢ poscig obraca drogowskaz za sobg o 90° zgodnie z ruchem
wskazéwek zegara. Gdyby Krél Kosma nie mial mozliwo$ci przejécia na pole wska-
zywane przez drogowskaz, innymi stowy jesli mialtby wyjs¢ poza krawedz tabeli, to
nie wykonuje ruchu, a jedynie obraca drogowskaz. Udowodnij, ze Krdl Kosma trafi
po pewnej liczbie ruchéw do wiezy, ktéra stoi w prawym gérnym rogu szachownicy.

Rozwigzanie: Zaldézmy nie wprost, ze Krél Kosma nie trafi do wiezy. Oznacza to,
ze na pewnym polu szachownicy stanie on dowolnie wiele razy. Méwiac inaczej, za
kazdym razem gdy Krél Kosma staje na takim polu wiadomo, ze stanie na nim
ponownie w dalszej podrézy. Nazwijmy takie pole: powrotnym.

Pole powrotne ma te wlasnos¢, ze gdy drogowskaz na nim umieszczony zmienia
kierunek, to po pewnej liczbie ruchéw ten kierunek zostanie ponownie ustawiony.
Méwiac inaczej, na polu powrotnym kazdy drogowskaz wskazuje w dowolnym kie-
runku dowolng liczbe razy. Oznacza to, ze kazde pole sgsiadujace z polem powrotnym
samo jest powrotne.

Wnioskujemy stad, ze trafienie na jedno pole powrotne wymusza trafienie na kazde
pole szachownicy, ktdre jest z nim polaczone §ciezka sasiednich pél. Skoro zaktadamy,
ze Kroél Kosma stanie na jakim$ polu powrotnym, to wnioskujemy, ze Krél Kosma
stanie na kazdym polu szachownicy — w tym na polu z wiezg. Sprzecznos¢.
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Niech ABC bedzie tréjkatem. w ktérym AC = BC i ACB = 20°. Na boku BC
wybrano taki punkt D, ze zachodzi réwnosé CD = AB. Wykaz, ze $ADB = 30°.

Rozwigzanie: Niech E bedzie takim punktem lezacym po tej samej stronie pro-
stej AC, co punkt B, ze tréjkat ACE jest réwnoboczny. Skoro tréjkat ABC jest
réwnoramienny, to YABC = JCAB = 80°, skad:

JEAB = JCAB — JCAE = 80° — 60° = 20° = {BCA.

Skoro CD = AB i AC = AE, to z réwnosci katéw otrzymanej wyzej wynika, ze

tréjkaty ABE oraz C DA sg przystajace (cecha bok—kat—bok).

Zachodzi réowniez réwno$¢ CE = BC, wiec

180° — YBCE _ 180 — (60° — 20°)
2 - 2

co pozwala wyznaczy¢ szukana miare kata ADB:

JEBC = YBEC = = 70°,

YADB =180° — JCDA
=180° — YEBA
=180° — YEBD — JABC
= 180° — 70° — 80° = 30°.

K

rys. 11

Dane s3 kwadraty ABCD i AEGF. Niech H bedzie takim punktem na odcinku
ED, ze prosta AH jest prostopadta do prostej F'B. Zatézmy przy tym, ze AH = 4.
Wyznacz dtugos¢ odcinka BF'.
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Rozwigzanie: Rozwazmy obrét wokét punktu A o 90° zgodnie z ruchem wskazd-
wek zegara, czyli taki, przy ktérym punkt D przechodzi na punkt B oraz punkt F’
przechodzi na punkt E.

Niech B’ bedzie obrazem punktu B przy tym obrocie. Wtedy {DAB’' = 180°, czyli
punkty D, A, B’ leza na jednej prostej oraz DA = AB = AB’. Ponadto odcinek
FB przechodzi przy tym obrocie na odcinek EB’, czyli (z wlasnosci obrotu) kat
pomiedzy tymi odcinkami jest prosty. Stad zaréwno proste B'F oraz F'B, jak i proste
FB oraz AH sa prostopadle. Stad proste B'E oraz AH sa réwnolegte.

Punkt A jest $rodkiem odcinka DB’, a odcinek AH jest réwnolegly do podstawy
B'E w tréjkacie B'DE. Stad AH jest linig $rodkowa w tym tréjkacie, a zatem
B'E = 2- AH. Ostatecznie wiec BF = B'E =2-AH =2-4 =28.

Znajdz wszystkie takie tréjki dodatnich liczb catkowitych a, b, ¢, dla ktdrych liczba
3% 4 3 + 3¢ jest kwadratem liczby catkowite;.

Rozungzanie: Rola liczb a, b, ¢ w tym zadaniu jest symetryczna. Mozemy wiec bez
straty ogdlnosci zaltozyé, ze a > b > ¢, oraz ze liczba 3% + 3% 4 3¢ jest kwadratem
liczby catkowitej. Mozemy tez zapisaé 3% + 3% + 3¢ = 3¢(39 ¢ + 3% ¢ + 1).

Przypuéémy, ze a # c. Wtedy liczba 3%7¢ + 357¢ + 1 nie jest podzielna przez 3.
Liczby 3¢ oraz 3¢ 4 3%~° 4 1 s zatem wzglednie pierwsze. Skoro ich iloczyn jest
kwadratem, to kazda z nich jest kwadratem.
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Liczba 3%7¢ + 3¢ 4 1 nie jest jednak kwadratem, jesli a # c. Reszty kwadratéw
liczb catkowitych przy dzieleniu przez 8 to 0, 1 lub 4. Natomiast mozliwe reszty
z dzielenia naturalnych poteg tréjki przez 8 to 1 oraz 3. Stad liczba 327 + 3¢+ 1
daje przy dzieleniu przez 8 reszte 3, b lub 7, czyli nie jest kwadratem. UzyskaliSmy
wiec sprzeczno$¢ z przypuszczeniem, ze a # c.

Niech a = ¢. Skoro a > b > ¢, to a = b = c. Sprawdzmy wiec, dla jakich dodatnich
liczb catkowitych a liczba 3-3% = 32+ jest kwadratem. Jest tak oczywidcie dla kazdej
liczby nieparzystej a. Zatem jedyne tréjki a, b, ¢ spelniajace warunek zadania, to
tréjki réwnych sobie dodatnich liczb nieparzystych.

Niech k bedzie nieujemna liczba catkowita. Udowodnij, ze liczba n = (5k + 1)? ma
nieparzyscie wiele dzielnikéw dodatnich dajacych przy dzieleniu przez 3 reszte 1.

Rozwigzanie: Oczywiscie sama liczba n daje reszte 1 z dzielenia przez 5. Co wiegcej,
jesli dodatnia liczba catkowita d jest dzielnikiem n, to réwniez liczba % jest dzielni-
kiem n. Jeli d # 5k + 1, to dzielniki d oraz % sa rézne. Zatem wszystkie dzielniki
liczby n oprécz 5k + 1 mozemy rozdzieli¢ na pary (d, e), takie ze de = n. Jednakze
jesli zaréwno iloczyn dwoch liczb catkowitych, jak i jeden z czynnikéw, dajg reszte 1

z dzielenia przez 5, to takze drugi czynnik daje reszte 1 z dzielenia przez 5.

W rezultacie rozdzieliliSmy na pary wszystkie dodatnie dzielniki liczby n rézne od
5k + 1 i dajace reszte 1 przy dzieleniu przez 5. Tych dzielnikéw liczby n jest wiec
parzyscie wiele. Dolaczajac do nich dzielnik 5k + 1, uzyskujemy teze.

Powiemy, ze liczba catkowita n wigksza od 1 jest fajna, jeSli w jej rozkladzie na czyn-
niki pierwsze kazdy niezerowy wykladnik jest wiekszy od 1, tzn. dla kazdej liczby
pierwszej p zachodzi implikacja: jeéli p jest dzielnikiem n, to réwniez p? jest dzielni-
kiem n. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele par kolejnych liczb catkowitych,
ktére sa fajne.

Rozwigzanie: Jest jasne, ze iloczyn dwdch liczb fajnych jest fajny, poniewaz kaz-
da liczba pierwsza wchodzaca do rozktadu iloczynu liczb catkowitych na czynniki
pierwsze, wchodzi do rozktadu jednego z czynnikéw, a w tym rozktadzie wystepuje
ona co najmniej w potedze o wyktadniku 2. Réwniez kwadrat dowolnej liczby catko-
witej wiekszej od 1 jest w sposéb oczywisty fajny, poniewaz kazdy dzielnik pierwszy
kwadratu wystepuje w jego rozkltadzie co najmniej dwa razy.
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Z dwdch kolejnych liczb fajnych konstruujemy kolejng pare w nastepujacy sposob.
Niech a i a + 1 beda liczbami fajnymi. Zauwazmy, ze:

e liczba 4a(a + 1) jest fajna jako iloczyn liczb fajnych,

e liczba (2a + 1)? jest fajna jako kwadrat liczby réznej od 1 (gdyz a > 1).

Dostalismy wiec pare kolejnych liczb fajnych, ktére sg wieksze od a + 1.

Zauwazmy wreszcie, ze liczby 8 1 9 sg kolejnymi liczbami fajnymi. Zatem par kolej-
nych liczb catkowitych, ktére sg fajne jest nieskoniczenie wiele.
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