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Obdz Naukowy Olimpiady Matematycznej Junioréw (poziom OMJ) przeprowadzono
w dniach 2-8 czerwca 2024 r. w Domu Rekolekcyjno-Konferencyjnym , Wieczernik”
w Swietej Katarzynie (woj. $wigtokrzyskie). Do udzialu w Obozie zakwalifikowano
uczniéw z klas 5-7 szkét podstawowych z najlepszymi wynikami w XIX OMJ.

Kazdego dnia uczestnicy Obozu rozwigzywali zadania w formule konkursowej, pra-
cujac zarowno indywidualnie, jak i w grupach. Popoludnia po§wiecone byly na wy-
ktady tematyczne i zajecia warsztatowe. W czwartek odbyt sie spacer do Swietokrzy-
skiego Parku Narodowego, a w pigtek przeprowadzony zostal mecz matematyczny.

W niniejszym opracowaniu zebrane sg zadania konkursowe wraz z rozwigzaniami.
Zachecamy do wykorzystania tych materialéw w przygotowaniach do startéw w ko-
lejnych edycjach Olimpiady Matematycznej Junioréw — zwlaszcza w ramach trenin-
gu przed zawodami finalowymi, a takze w przygotowaniach do rozpoczecia przygody
z Olimpiadg Matematyczna dla szkét ponadpodstawowych — podejmowanych jesz-
cze w trakcie lub bezposrednio po zakonczeniu nauki w szkole podstawowe;j.

Poziom trudnosci niektérych probleméw zawartych w niniejszym opracowaniu prze-
wyzsza poziom zawoddéw finalowych OMJ. Tematyka podejmowana na Obozie odnosi
sie przy tym do programu merytorycznego Olimpiady, czerpigc inspiracje z miedzy-
narodowych zawodéw matematycznych rozgrywanych na poziomie juniorskim.

Mitej lektury!
Kadra Obozu

Antoni Czapkowski, Zuzanna Czubinska, Wiktor Gatner, Antoni Glinka, Nina Teresa
Glowacka, Marcin Jerzy Jazwinski, Anna Teresa Jezo, Karol Kaczmarek, Wojciech
Klich, Aleksandra Lawniczak, Tomasz Mitkowski, Patryk Niewczas, Filip Tomasz
Osinski, Dominik Puzio, Adam Jakub Rowinski, Piotr Stabicki, Michal Szczurek,
Michat Pawel Waleron, Weronika Wilczek, Krzysztof Tomasz Witkowski.

Kadra: Pawet Dziuba (kierownik), Bartosz Glowacki, Kosma Kasprzak, Arkadiusz
Mecel, Witold Sikora.



Prace uczestnikéw Obozu oceniane byty w skali olimpijskiej 0, 2, 5, 6. Rozklad ocen
przyznanych za rozwigzania zadan przedstawiony jest w ponizszej tabeli.

6p.|5p.|2p.|0p.
10 3 1 6
13 2 1
1 2 4 13
0 0 20
0 5 15
18 0 0 2
4 1 5 10
0 0 20
2 2 2 14
6 0 2 12
19 0 1
12 1 0
9 2 2
2 0 4 14
3 1 0 16
5 5 1 9
5 1 1 13
3 0 3 14
1 5 2 12
2 0 1 17

Zadania 21-32 rozwigzywane byly w ramach pracy grupowej.



Znajdz wszystkie liczby szeSciocyfrowe postaci aaabbb, ktore sg kwadratami liczby
catkowite;j.

Niech n > 3 bedzie liczba catkowita. Wykaz, ze w zbiorze dowolnych n parami
réznych liczb rzeczywistych mozna wskazac takie trzy liczby, ze ich suma jest liczba
dodatnig lub takie dwie liczby, ze ich suma jest liczbg ujemna.

Wierzcholki n-kata foremnego ponumerowano w pewnej kolejnosci liczbami catko-
witymi od 1 do n. Wiadomo przy tym, ze istnieje dodatnia liczba catkowita m taka,
ze pomiedzy kazdymi dwoma wierzcholtkami ponumerowanymi kolejnymi liczbami
znajduje si¢ m innych wierzchotkéw. Znajdz wartos¢ n wiedzac, ze pewne trzy ko-
lejne wierzchotki wielokata ponumerowano kolejno liczbami 11,4, 17.

Dwusieczne tréjkata ABC przecinajg sie w punkcie I. Proste AC i BC odbito odpo-
wiednio wzgledem dwusiecznych Bl i Al, a uzyskane w ten sposéb proste przeciety
sie w punkcie X. Wykaz, ze proste AB oraz X I sa prostopadte.

Jacek napisal na tablicy wszystkie dodatnie dzielniki pewnej dodatniej liczby cat-
kowitej n, po czym obliczyt ich iloczyn. Placek zrobit to samo z pewna inng liczba
catkowitg dodatnig m. Wykaz, ze uzyskali rézne wyniki.

Prostokaty ABCD i BEFG, oba o polu 10, utozone sg w taki sposéb, ze punkt C
lezy na odcinku GB. Znajdz pole czworokata AFGD.

W galerii wisi 100 obrazéw — kazdy namalowany przy uzyciu dokladnie £ koloréw,
przy czym zaden kolor nie wystepuje na wszystkich obrazach. Okazuje si¢ ze nieza-
leznie od tego jak wybierzemy trzy obrazy, pewien kolor wystepuje na wszystkich
trzech. Jaka jest najmniejsza dodatnia liczba catkowita k, dla ktérej taka sytuacja
jest mozliwa?



W tréjkacie ABC punkt D lezy na boku AB w taki sposdb, ze okregi wpisane
w tréjkaty ADC i DBC maja réwne promienie. Niech dwusieczne katéw ACD
i DC B przecinaja bok AB odpowiednio w punktach X i Y. Wykaz, ze XD = DY.

Wykaz, ze istnieje dziesie¢ parami réznych dodatnich liczb catkowitych takich, ze
zadna z nich nie dzieli zadnej innej, ale kazda z nich dzieli kwadrat kazdej innej.

Na szachownicy o wymiarach 15 x 15 stoi 15 skoczkéw (koni) szachowych, po jednym
w kazdym rzedzie i w kazdej kolumnie. W pewnym momencie kazdy skoczek wyko-
nuje jeden ruch. Czy jest mozliwe, ze w rezultacie nadal w kazdym rzedzie i w kazdej
kolumnie stoi dokladnie jeden skoczek?

Wyznacz wszystkie tréjki liczb catkowitych (a, b, ¢) takich, ze

a®+b2=c® oraz (a+1)*+(b+1)? = (c+1)%

Punkty M i N sa érodkami odpowiednio bokéw AB i BC réwnolegtoboku ABCD.
Odcinki DM i DN przecinaja odcinek AC odpowiednio w punktach X i Y. Wykaz,
ze A X =XY=YC.

Niech a # b beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Wykaz, ze istnieje nieskoniczenie
wiele dodatnich catkowitych n, dla ktérych NWD(a + n,b+ n) = 1.

W pewnej klasie jest n 0séb i wiadomo, ze kazda osoba ma w tej klasie co najmniej
2024 znajomych. Udowodnij, ze mozna podzieli¢ cala klase na dwie druzyny tak,
aby kazda osoba miala w druzynie przeciwnej co najmniej 1012 znajomych.



Wykaz, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 6 mozna znalez¢ (niekoniecznie rézne)

dodatnie liczby catkowite a;,as, ..., a, spelniajace
1 1 1
72+72+...+72:1.
a; a3 an

Znajdz wszystkie tréjki (a, b, ¢) liczb catkowitych spelniajace uktad réwnan

a+bc=26
b+ca=26
ct+ab=26

Na plaszczyznie dane jest szesS¢ két przecinajacych sie w pewnym punkcie P. Wykaz,
ze Srodek pewnego z tych kot lezy wewnatrz lub na brzegu innego z tych két.

Punkt M jest srodkiem boku AD réwnolegtoboku ABCD. Niech punkt F' bedzie
spodkiem wysokosci tréjkata BC'M poprowadzonej z punktu B na prosta CM.
Wykaz, ze trojkat AF' B jest rtéwnoramienny.

Dana jest dodatnia liczba rzeczywista a. Dla jakich tréjek dodatnich liczb catkowi-
tych (r,s,t) o sumie 2024 wartosé

a” +a° +at

jest mozliwie najwieksza?

Dany jest réwnolegtobok ABC D, ktérego Srodkiem (tzn. punktem przeciecia prze-
katnych) jest punkt O. Niech P bedzie wybranym punktem na plaszczyznie. Oznacz-
my przez M, N érodki odcinkéw AP, BP i przyjmijmy ze odcinki MC i ND przeci-
naja sie w pewnym punkcie (). Wykaz, ze punkty O, P i Q) sa wspétliniowe.



Rozstrzygnij czy kwadrat liczby catkowitej moze by¢ réwny sumie kwadratéw dwdch
liczb pierwszych.

Ustalmy liczbe catkowita n > 1 i rozwazmy liczbe, ktérej zapis dziesietny sklada sie
ze zlaczonych kolejno zapiséw dziesietnych wszystkich liczb catkowitych od 1 do n.
Czy mozliwe jest, ze ta rozwazana liczba jest palindromem?

Liczby naturalne od 1 do 2k podzielono na dwa roztaczne podzbiory k-elementowe
tak, ze dowolne dwie liczby z tego samego podzbioru maja nie wiecej niz dwa rézne
wspolne dzielniki pierwsze. Jaka jest najwieksza mozliwa liczba k, dla ktdrej taka
sytuacja jest mozliwa?

Klockiem nazywamy figure powstalg po usunieciu jednego pola z kwadratu 2 x 2.
Ukladamy pewna niezerowa liczbe klockéw w prostokacie o wymiarach 5 x 7 tak,
by kazdy zajmowal pewne trzy pola prostokata. Klocki moga nachodzi¢ na siebie
nawzajem. Czy mozemy w ten sposdb sprawi¢, aby na kazdym z pdl prostokata
lezala taka sama liczba klockéw?

Operacjg na wielokacie na plaszczyznie nazwiemy wybranie dowolnej prostej prze-
cinajacej jego obwdd w dokladnie dwéch punktach A i B, a nastepnie odbicie wzgle-
dem symetralnej odcinka AB jednej z dwdch czesci, na ktére wielokat zostal prze-
ciety. Udowodnij, ze zadnym skoniczonym ciggiem operacji nie mozna przeksztalcié
kwadratu w tréjkat.

Dla kazdej liczby catkowitej od 100 do 1000 obliczono iloczyn jej cyfr. Nastepnie
dodano wszystkie uzyskane wyniki. Wykaz, ze uzyskana suma jest szeScianem liczby
catkowite;j.



Liczby rzeczywiste a,b,c sa nieujemne i kazda z nich jest mniejsza lub réwna 2.
Wykaz, ze zachodzi nieréwnos¢

(a—=b)(b—c)(a—c) <2

Znajd? wszystkie pary liczb catkowitych (a,b) dla ktérych

2a* +1 =10

Na plaszczyznie narysowano cztery punkty w taki sposdb, ze po zmazaniu dowol-
nego z nich figura ztozona z pozostatych trzech punktéw jest osiowosymetryczna.
Czy wynika stad, ze figura ztozona ze wszystkich czterech punktéw ma o$ symetrii?

Punkt D lezacy wewnatrz tréjkata ABC spelnia warunek AD = DB. Proste CD
i AB przecinajg sie w punkcie F spelniajacym

CD EB

CE AE’
Wykaz, ze tréjkat AEC jest réwnoramienny.

Punkt M jest srodkiem boku BC w tréjkacie ABC. Oznaczmy przez [ i J §rodki
okregéw wpisanych w tréjkaty AMB i AMC. Okregi opisane na tréjkatach ABI
1 ACJ przecinajg sie w punktach A i X. Wykaz, ze punkt X lezy na prostej AM.

W tréjkacie ostrokatnym ABC boki AC i BC sa réwnej diugosci. Punkt D lezacy
wewnatrz tréjkata ABC spelnia SCAD = JCBD = 30°. Wykaz, ze dwusieczne
katow ABC' i ADC przecinajg sie na odcinku AC.



Znajdz wszystkie liczby szeSciocyfrowe postaci aaabbb, ktore sg kwadratami liczby
catkowite;j.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze

aaabbb = 111 - a00b = 111(1000a + b).

Zapiszmy 111 jako iloczyn liczb pierwszych 3 - 37. Obie te liczby dziela aaabbb, wiec
aby byta ona kwadratem, zachodzi¢ musi podzielnosé

32 . 372 | aaabbd, czyli ~ 111]1000a + b.

Skoro
1000a+b=9-11la 4+ a + b,

to z powyzszej podzielnosci wynikatoby rowniez, ze liczba 111 jest dzielnikiem liczby
a + b, co nie jest mozliwe, gdyz 2 < a + b < 18. Zatem zadna liczba postaci aaabbb
nie jest kwadratem liczby catkowite;.

Niech n > 3 bedzie liczba catkowita. Wykaz, ze w zbiorze dowolnych n parami
réznych liczb rzeczywistych mozna wskazac¢ takie trzy liczby, ze ich suma jest liczbg
dodatnig lub takie dwie liczby, ze ich suma jest liczbg ujemna.

Rozungzanie: Rozwazmy dowolne n parami réznych liczb rzeczywistych. Wybierz-
my pewne trzy i oznaczmy je przez a < b < c. Rozpatrujemy dwa przypadki.

e JesSlia+ b <0, to liczby a,b tworza pare spelniajacg warunek zadania.

e Jeslia+b > 0, to jedna z liczb a, b musi by¢ nieujemna, a skoro liczba c jest
wieksza od obu z nich, to musi by¢ ona dodatnia. Zatem

a+b+c>a+b+020,

wiec uzyskujemy tréjke liczb o dodatniej sumie.
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Wierzcholki n-kata foremnego ponumerowano w pewnej kolejnosci liczbami catko-
witymi od 1 do n. Wiadomo przy tym, ze istnieje dodatnia liczba catkowita m taka,
ze pomiedzy kazdymi dwoma wierzchotkami ponumerowanymi kolejnymi liczbami
znajduje sie m innych wierzchotkéw. Znajdz wartos¢ n wiedzac, ze pewne trzy ko-
lejne wierzchotki wielokata ponumerowano kolejno liczbami 11, 4, 17.

Rozungzanie:

Przyjmijmy bez straty ogdlnosci, ze wierzchotki n-kata ponumerowane liczbami
11,4,17 lezg w kolejnosci zgodnej z ruchem wskazéwek zegara. Nazwijmy skokiem
w prawo przejScie w kierunku zgodnym z ruchem wskazdwek zegara z dowolnego
wierzchotka A rozwazanego n-kata do takiego wierzchotka B, tak by miedzy nimi
znajdowalo sie dokladnie m wierzchotkéw, a skokiem w lewo — przejicie o tyle
samo wierzchotkéw w kierunku przeciwnym.

Wiemy, ze z wierzchotka o numerze 1 do wierzchotka o numerze 2 mozna sie dostac
skokiem w ktoérgs strone. Ewentualnie zastepujac m przez n —m —2 mozemy zaltozyc¢,
ze byl to skok w lewo.

Nietrudno uzasadnié¢, ze z wierzchotka o numerze ¢ do wierzchotka o numerze ¢ + 1
mozemy sie dosta¢ skokiem w lewo, dla 2z = 1,2,...,n — 1. Rzeczywiscie, dla¢t =1
jest to prawda. Zalézmy wiec, ze jest to prawda dla pewnego 1 <z < n — 1. Wtedy
skaczac z wierzchotka ¢ + 1 w ktdra$ strone, musimy napotkal wierzcholek ¢ + 2.
Ale skok w prawo przeprowadzilby nas na wierzcholek ¢, wiec musial to by¢ skok
w lewo.

Skoro wierzchotki o numerach 11 i 4 sa sasiednie, to po wykonaniu siedmiu sko-
kéw w lewo (w kazdym przesuwajac sie po brzegu wielokata o m + 1 wierzchotkdw),
poczawszy od wierzchotka o numerze 4, okrazymy wielokat pewna liczbe razy i w re-
zultacie znajdziemy sie o jeden wierzchotek na lewo. Otrzymujemy wiec podzielnosé

n|7(m+1) -1
Rozumujac podobnie dla wierzchotkéw o numerach 111 17, otrzymujemy podzielnosé
n|6(m + 1)+ 2.
Zatem przez n podzielna jest réwniez liczba:
7-(6(m+1)+2)—6-((Tm+1)—1) = 20.

Jasne jest, ze n > 17, wiec jedyna mozliwoscig jest n = 20. Nietrudno sprawdzié
ze dostajemy w tym przypadku m = 2, a dla takiej wartoSci m sytuacja opisana
w treSci zadania faktycznie zachodzi.
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Dwusieczne tréjkata ABC przecinajg sie w punkcie /. Proste AC i BC odbito odpo-
wiednio wzgledem dwusiecznych BI i Al, a uzyskane w ten sposéb proste przeciety
sie w punkcie X. Wykaz, ze proste AB oraz XI sg prostopadle.

Rozungzanie: Zalézmy, ze punkt X lezy po przeciwnej stronie prostej ABC niz
punkt C; w przeciwnym wypadku rozwigzanie przebiega podobnie. Oznaczmy ob-
razy punktéw A,C w symetrii wzgledem prostej BI odpowiednio przez A’ i C'.
Zauwazmy wnioskujemy, ze

IXC'B=JA'C'A' = JACA'

Definiujac B"” i C” jako obrazy punktéw B, C w symetrii wzgledem dwusiecznej Al,
mozemy rozumowaé analogicznie jak wyzej i zauwazy¢, ze C"I = CI = C'I oraz

YXC"A= YBCB' = 4XC"B.

7 tych réwnoéci wynika, ze tréjkaty C'IC" oraz C'XC" s réwnoramienne. Zatem
prosta X1 jest symetralna odcinka C’'C", wiec jest do niego prostopadta.

AI
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Jacek napisat na tablicy wszystkie dodatnie dzielniki pewnej dodatniej liczby cal-
kowitej n, po czym obliczyl ich iloczyn. Placek zrobil to samo z pewng inng liczbg
catkowita dodatnig m. Wykaz, ze uzyskali rézne wyniki.

Rozungzanie:

Niech dzielnikami liczby n beda 1 = d; < dz < ... < dx = n. Interesuje nas wiec
iloczyn d; - ds - . . .- dg. Aby uzalezni¢ go od n, bedziemy potrzebowali nastepujgcego
oczywistego faktu: jezeli liczba d jest dzielnikiem liczby n, to dzielnikiem n jest
réwniez liczba 7. Stad uzyskujemy:

W rezultacie d; - ... -dg = ns.

Zalézmy bez straty ogdlnosci, ze n > m. Przypu$émy wbrew tezie zadania, ze Jacek
i Placek otrzymali ten sam wynik. Wtedy

S

i
nz =m?2,

gdzie t to liczba dzielnikéw liczby m. Skoro n > m, tot > k. Jasne jest tez, ze jesli p

jest dzielnikiem pierwszym liczby m, to jest réwniez dzielnikiem pierwszym liczby n
(i analogicznie w druga strone), wiec rozktady m i n na czynniki pierwsze sa postaci

— 21 a
n=p; ...pss
_ b bs
m=p;y ...ps-

. . sk t .
Zapisujac zatem réwno$¢ nz = m2 jako

t
n=mk
otrzymujemy, ze dlaz = 1,2,..., s zachodzi
t
a; =3 bi,

czyli w szczegdlnodci a; > b;. Oznacza to, ze liczba m jest dzielnikiem n, wiec
liczba n ma wiecej dzielnikéw niz liczba m, a stad k& > t. UzyskaliSmy sprzeczno$c,
ktéra oznacza, ze Jacek i Placek musieli uzyska¢ rézne wyniki.
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Prostokaty ABCD i BEFG, oba o polu 10, utozone sg w taki sposéb, ze punkt C
lezy na odcinku GB. Znajdz pole czworokata AFGD.

Rozungzanie: Tréjkat AGD ma taka samg podstawe i wysokos¢, co tréjkat ABD,
wiec
ABCD
[AGD] = [ABD] = % _

Podobnie [AFG] = [EFG] = 5, wigc rozwazany czworokat ma pole réwne

5.

[AFGD] = [AGD] + [AFG] =5 + 5 = 10.

G F
D C
A B E

W galerii wisi 100 obrazéw — kazdy namalowany przy uzyciu dokiadnie k£ koloréw,
przy czym zaden kolor nie wystepuje na wszystkich obrazach. Okazuje si¢ ze nieza-
leznie od tego jak wybierzemy trzy obrazy, pewien kolor wystepuje na wszystkich
trzech. Jaka jest najmniejsza dodatnia liczba catkowita k, dla ktérej taka sytuacja
jest mozliwa?

Rozwigzanie: Zacznijmy od wykazania, ze dla k = 3 taka sytuacja jest mozliwa.
Podzielmy 100 obrazéw na cztery grupy Gi,Gz,G3, G4 po 25 obrazdéw. Ustalmy
pewne cztery kolory Ci,C5,C3,Cy i dla kazdego 1 < ¢ < 4 pokolorujmy obrazy
znajdujace si¢ w grupie G; na wszystkie kolory poza kolorem C;. W rezultacie, jesli
wybierzemy dowolne trzy obrazy, to jasne jest, ze z pewnej grupy — powiedzmy G;
— nie wybraliSmy zadnego obrazu. Wtedy kazdy z tych obrazéw jest pokolorowany
kolorem C;, wiec przedstawiona konstrukcja spelnia warunki zadania.
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Udowodnimy teraz, ze k > 3. Jasne jest, ze uzyto wiecej niz jednego koloru, wiec
wystarczy rozwazy¢ k = 2. W tym przypadku wybierzmy dowolny obraz X — po-
wiedzmy, ze pokolorowany kolorami Cy, C>. Z zalozenia pewien obraz Y nie zawiera
koloru Cj. Jedli nie zawiera réwniez Cs, to niech Z bedzie dowolnym innym obra-
zem. Je§li natomiast Y zawiera C,, to niech Z bedzie obrazem réznym od X i Y
niezawierajacym C,. Wtedy tréjka obrazéw X,Y,Z nie spelnia warunku zadania.
Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi ze k > 3, wiec najmniejszym mozliwym k jest 3.

W tréjkacie ABC punkt D lezy na boku AB w taki sposdb, ze okregi wpisane
w tréjkaty ADC i DBC maja réwne promienie. Niech dwusieczne katéw ACD
i DC B przecinaja bok AB odpowiednio w punktach X i Y. Wykaz, ze XD = DY.

Rozwigzanie: Oznaczmy Srodki okregéw wpisanych w tréjkaty ADC i DBC odpo-
wiednio przez I, J, a ich punkty stycznosci do prostej C' D odpowiednio przez S, T.
Niech M bedzie punktem przeciecia odcinkdéw [J i CD. Zauwazmy, ze w tréjkatach
prostokatnych ISM i JTM katy przy wierzchotku M sg réwne, a przyprostokat-
ne IS i JT to promienie rozwazanych okregdw, wiec z zalozenia sg réwne. Zatem
tréjkaty ISM 1 JT M sa przystajace. W szczegdlnosci IM = M J.

Skoro punkty [ i J sg réwnoodlegte od AB (ta odlegto$¢ to wspélny promien rozwa-
zanych okregéw), to proste IJ oraz AB sg réwnolegte. Z twierdzenia Talesa otrzy-

mujemy zatem
IM CM MJ

XD CD DY’
a skoro IM = MJ,to XD = DY.

c
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Wykaz, ze istnieje dziesie¢ parami réznych dodatnich liczb catkowitych takich, ze
zadna z nich nie dzieli zadnej innej, ale kazda z nich dzieli kwadrat kazdej innej.

Rozungzanie: Niech p1,p2,...,p10 bedg réznymi liczbami pierwszymi, a liczba M
iloczynem tych liczb. Rozwazmy liczby

n; =M p;

dlaz=1,2,...10. Wtedy tatwo zweryfikowaé, ze dla ¢ # 7 liczba n; nie jest dzielni-
kiem n;, poniewaz p? jest dzielnikiem n; oraz p? nie jest dzielnikiem n;.

7 drugiej strony jest jasne, ze kazda liczba n; dzieli M?, ktéra to liczba dzieli kwadrat
dowolnego n;. Stad dla dowolnych 1 < 7,7 < 10 liczba n; jest dzielnikiem liczby n?

Na szachownicy o wymiarach 15 x 15 stoi 15 skoczkéw (koni) szachowych, po jednym
w kazdym rzedzie i w kazdej kolumnie. W pewnym momencie kazdy skoczek wyko-
nuje jeden ruch. Czy jest mozliwe, ze w rezultacie nadal w kazdym rzedzie i w kazdej
kolumnie stoi dokladnie jeden skoczek?

Rozwigzanie: Przypus¢my nie wprost, ze tak sie stalo. Ponumerujmy kolumny
1 wiersze po kolei liczbami od 1 do 15. Dla kazdego skoczka mozemy rozwazy¢ dwie
jego wspdlrzedne — numer wiersza i numer kolumny, w ktérych sie znajduje.

Gdy w kazdej kolumnie i w kazdym wierszu stoi doktadnie jeden skoczek, suma obu
wspotrzednych wszystkich skoczkéw réwna jest

(1+2+4+...+15)+(1+2+...+15) =0,

wiec jest taka sama zaréwno przed ruchami skoczkdéw, jak i po wszystkich ruchach.

Zauwazmy, ze na skutek ruchu wspélrzedne skoczka zmieniaja sie — jedna o 2,
a druga o 1. Stad w wyniku ruchu suma wspdirzednych skoczka zmienia si¢ o liczbe
nieparzysta. Zatem w wyniku 15 skokéw suma obydwu wspdirzednych wszystkich
skoczkéw powinna zmieni¢ parzystos¢, wiec w szczegdlnosci musi zmieni¢ wartosc.
Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze sytuacja opisana w tresci zadania nie moze mieé
miejsca.
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Wyznacz wszystkie tréjki liczb catkowitych (a, b, ¢) takich, ze
a?+b2=c® oraz (a+1)*+(b+1)? =(c+1)%

Rozungzanie: Rozwijajac kwadraty w drugim réwnaniu, otrzymujemy
a®+2a+14+b°+20+1=c*+2c+1.
Odejmujac pierwsze réwnanie od drugiego réwnania w postaci wyzej, otrzymujemy
2a+2b+1 = 2c.

Latwo zauwazy¢, ze lewa strona uzyskanej réwnosci jest parzysta, prawa zas§ —
nieparzysta. W takim razie szukana tréjka liczb catkowitych nie istnieje.

Punkty M i N sa Srodkami odpowiednio bokéw AB i BC réwnolegtoboku ABCD.
Odcinki DM i DN przecinaja odcinek AC odpowiednio w punktach X i Y. Wykaz,
ze AX =XY =YC.

Rozwigzanie: Skoro odcinki AM i C'D sa réwnolegte, to mozemy skorzystac z twier-

dzenia Talesa, otrzymujac
XC CD

XA~ AM
Wiadomo przy tym, ze punkt M jest Srodkiem odcinka AB, ktéry ma ta samga
dtugos¢ co odcinek C'D. Zatem powyzsze utamki wyrazajace proporcje odcinkéw
maja wartos¢ 2, wiec
AC = AX + XC =3AX.

Podobnie mozemy otrzymac réwnos¢ AC = 3Y C. W rezultacie

XY:AC—AX—YC:%:AX:YC.

D c
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Niech a # b beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Wykaz, ze istnieje nieskoniczenie
wiele dodatnich catkowitych n, dla ktérych NWD(a + n,b+ n) = 1.

Rozungzanie: Przypomnijmy, ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych z > y
zachodzi réwnosé
NW D(z,y) = NWD(z — y,y).

Zalézmy bez straty ogdlnosci, ze a > b. Na mocy wspomnianej wlasno$ci mamy
NWD(a +n,b+n) = NWD (a+n,(a+n) — (b+n)) =NWD(a+n,a —b).

Powyzsza liczba réwna jest 1 choéby wtedy, gdy a + n daje reszte 1 przy dzieleniu
przez a — b. Stad dla k > a liczba

n=k(a—b+1—-a
spelnia warunek NWD(a + n,b + n) = 1. Mamy tez
k(a-b)+1l—a>a-1+1-a=1,

wiec jako liczba dodatnia n spelnia warunek zadania. Liczb opisanej postaci jest
oczywiScie nieskoniczenie wiele.

W pewnej klasie jest n 0s6b i wiadomo, ze kazda osoba ma w tej klasie co najmniej
2024 znajomych. Udowodnij, ze mozna podzieli¢ calg klase na dwie druzyny tak,
aby kazda osoba miata w druzynie przeciwnej co najmniej 1012 znajomych.

Rozwigzanie: Rozwazmy podzial klasy, dla ktérego liczba znajomosci pomiedzy
druzynami jest mozliwie najwicksza. Zalézmy nie wprost, ze pewne dziecko ma
w druzynie przeciwnej d < 1012 znajomych. Wtedy w swojej druzynie osoba ta
ma co najmniej 2024 — d znajomych, wiec przenoszac ja do przeciwnej druzyny
zmieniliby$my liczbe znajomych miedzy druzynami o co najmniej

(2024 — d) — d = 2024 — 2d > 0.

To przeczy sposobowi, w jaki wybraliSmy rozwazany podzial, zarazem dowodzac ze
spelnia on warunki zadania.
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Wykaz, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 6 mozna znalez¢ (niekoniecznie rézne)

dodatnie liczby catkowite a;,as, ..., a, spelniajace
L
Ztagtta=t

Rozungzanie: Zauwazmy, ze dla n = 6, 7,8 warunek zadania spelniajg odpowiednio
ciggi
(2,2,2,3,3,6), (2,2,2,4,4,4,4), (2,2,3,3,3,3,6,6).

Przypus$émy, ze teza zadania nie jest speilniona. Wezmy taka najmniejsza liczbe

n > 9, dla ktorej nie mozna znalez¢ liczb aq, ..., a, spelniajacych warunek zadania.
W szczegdlnosci dla liczby m = n—3 mozna znalez¢ juz liczby ay, . . ., a,, spelniajace
warunek
1= L +...+ L_ 4 ! + L +...+ !
~Et et Tt e tat ot

Zatem zastepujac a; przez cztery kopie 2a; otrzymujemy n = m + 3 liczby, ktérych
odwrotno$ci kwadratéw majg sume réwng 1. Uzyskana sprzeczno$¢ koiczy dowdd.

Znajdz wszystkie trdjki (a, b, ¢) liczb catkowitych spelniajace uktad réwnan

a+bc=26
b+ca=6
ct+ab=26

Rozungzanie: Odejmujac drugg rownosé od pierwszej otrzymujemy
0O=a—-b+bc—ca=(c—1)(b—a),

czyli ¢ = 1 lub a = b. Analogicznie
(a—1)(c—b)=(b—-1)(a—c)=0.

Zalézmy najpierw, ze pewna z liczb a, b, ¢ jest réwna 1 — bez straty ogdlnosci niech

bedzie to a. Wtedy druga z powyzszych réwnosci przybiera posta¢ (b—1)(c—1) = 0,
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wiec jedna z liczb b, ¢ jest réwna 1. Bez straty ogdélnosci przyjmijmy, ze b = 1. Mamy
wtedy
6=c+ab=1+c¢c,

wiec ¢ = b.

Jesli natomiast liczby a, b, ¢ sa wszystkie rézne od 1, to mamy
a—b=b—c=c—a=0,
czyli a = b = c. Wracajac do wyjsciowego uktadu mamy zatem
a®+a—86, czyli (a—2)(a+3)=0,

stad a =2 1lub a = -3.
Yiaczac wszystkie przypadki widzimy, ze tréjka (a, b, ¢) jest jednej z postaci

(1,1,5), (1,5,1), (51,1), (2,2,2), (-3,-3,-3).

Mozemy sprawdzié, ze wszystkie te tréjki speiniajg zadany uklad réwnan.

Na plaszczyznie dane jest szesS¢ két przecinajacych sie w pewnym punkcie P. Wykaz,
ze Srodek pewnego z tych kol lezy wewnatrz lub na brzegu innego z tych két.

Rozwigzanie: Przypuslmy, ze teza zadania nie zachodzi.

Gdyby dla srodkéw A, B pewnych dwdch z szesciu danych két zachodzil warunek
AB < AP, to punkt B bylby wewnatrz lub na brzegu kota o §rodku w A. Za-
tem AB > AP i analogicznie AB > BP. Nietrudno zauwazy¢, ze w takim razie
punkty A, B, P nie moga by¢ wspdlliniowe. Skoro zatem bok AB tréjkata ABP jest
najdtuzszy, to musi leze¢ naprzeciwko najwiekszego kata. Zatem JAPB > 60°.

Jednakze, jesli Oy, ...,0Oq sg $rodkami danych kél, to pdétproste PA, PB,..., POq
tworza szes$¢ katéw, ktérych suma réwna jest 360° (pewien z nich moze by¢ wklesty).
Jeden z tych katéw musi mieé miare nie wiekszg od

Uzyskana sprzeczno$¢ konczy dowdd.
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Punkt M jest Srodkiem boku AD réwnolegtoboku ABCD. Niech punkt F' bedzie
spodkiem wysokosci tréjkata BC'M poprowadzonej z punktu B na prosta CM.
Wykaz, ze trojkat AF' B jest rtéwnoramienny.

Rozwigzanie: Oznaczmy przez X punkt symetryczny do punktu B wzgledem punk-
tu A. Wtedy XA = AB = CD i odcinki XA i CD sa réwnolegle, wiec czworokat
X ACD jest réwnolegtobokiem. W szczegdlnosci jego przekatne przecinajg sie w po-
towie, wiec punkt M lezy na prostej CX.

W rezultacie tréjkat BF X jest prostokatny, a punkt A jest sSrodkiem przeciwpro-
stokatnej, wiec AX = AF = AB, co koniczy dowdd.

D C

Dana jest dodatnia liczba rzeczywista a. Dla jakich tréjek dodatnich liczb catkowi-
tych (r, s,t) o sumie 2024 wartos¢

a" +a°+at
jest mozliwie najwieksza?
Rozwigzanie: Dla a = 1 rozwazana warto$¢ jest réwna 3 dla kazdej tréjki (r, s, t).

Przyjmijmy wiec, ze a # 1. Wykazemy, ze w tym przypadku rozwazana suma jest
najwieksza dla tréjek

(1,1,2022), (1,2022,1), (2022,1,1).

Niech tréjka liczb (r,s,t) spelnia warunek zadania. Zalézmy bez straty ogdlnosci,
ze r < s < t. Zaldézmy tez nie wprost, ze s > 1. Wtedy

(@t +a™) —(a*+a)=al(a—1)—a*t(a—1)=(a—1)(a* —a* 1)
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Zauwazmy, ze liczby a — 1 i a® — a®*~! maja ten sam znak, dla dowolnej dodatniej

liczby a. Istotnie, jedli a > 1, to a® > a® 1. Jedli za$, a < 1, to a® < a® 1. Stad
a"+a* 4t >a" +af +a

Poniewaz liczby r, s —11it+1 s3 dodatnie, to uzyskujemy sprzecznos¢ z okresleniem

tréjki (r, s,t). Z tej sprzecznoéci wynika, ze s = 1, wiec réwniez r = 1.

Dany jest réwnolegtobok ABC D, ktérego §rodkiem (tzn. punktem przecigcia prze-
katnych) jest punkt O. Niech P bedzie wybranym punktem na plaszczyznie. Oznacz-
my przez M, N érodki odcinkéw AP, BP i przyjmijmy ze odcinki MC i ND przeci-
naja sie w pewnym punkcie Q. Wykaz, ze punkty O, P i @ s3 wspétliniowe.

Rozungzanie: Zauwazmy, ze M N jest linig Srodkowg w tréjkacie ABP. Wynika
stad, ze proste M N oraz C'D sg réwnolegle oraz

MN = %CD.

7 twierdzenia Talesa zastosowanego do tréjkatéow M@N i CQD mamy
MQ MN 1

QC CD 2
Stad punkt @ lezy na érodkowej C M w tréjkacie PAC i dzieli ja w stosunku 2 : 1.
Zatem punkt @ jest Srodkiem cigzkosci tréjkata PAC.

Co wiecej, punkt O — jako punkt przeciecia przekatnych w réwnolegtoboku — jest
Srodkiem boku AC. W takim razie punkt @ lezy na sSrodkowej PO, skad bezposrednio
wynika wspdlliniowosé punktéow P, O i Q.
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Rozstrzygnij czy kwadrat liczby catkowitej moze by¢ réwny sumie kwadratéw dwdch
liczb pierwszych.

Rozungzanie: PrzypusSémy nie wprost, ze dla pewnych liczb pierwszych p, g oraz

liczby catkowitej » mamy przedstawienie p? + ¢ = n?.

Bez straty ogélnoéci mozemy przyjaé, ze n > 0. Gdyby liczby p i ¢ byly nieparzyste,
to z powyzszej réwnoéci dostaliby$my, ze liczba n? daje reszte 2 z dzielenia przez 4,
co nie jest mozliwe. W takim razie co najmniej jedna z liczb p, ¢ musi by¢ réwna 2.

Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze p = 2, co prowadzi do warunku
?=n>—4=(n-2)(n+2).

Jasne jest, ze n+2 > n—2, wiec skoro g jest liczba pierwsza, ton—2 = 1in+2 = ¢2.
Stad n = 31 w rezultacie g> = 5, co nie jest mozliwe. Uzyskana sprzecznosé dowodzi,
ze nie istniejg liczby pierwsze spelniajace warunki zadania.

Ustalmy liczbe catkowita n > 1 i rozwazmy liczbe, ktdrej zapis dziesietny sktada sig
ze ztaczonych kolejno zapiséw dziesietnych wszystkich liczb catkowitych od 1 do n.
Czy mozliwe jest, ze ta rozwazana liczba jest palindromem?

Rozwigzanie: Przypusémy nie wprost, ze taka liczba n istnieje. Jasne jest, ze cyfra
jednosci n jest 1, wiec n > 10. Zatem cyfra dziesigtek n jest 2. Nietrudno sprawdzié
ze 21 nie spelnia warunku z zadania, wiec n > 101. Niech wiec & > 2 bedzie naj-
wieksza liczba catkowita, dla ktérej 10* < n. Wtedy w zapisie rozwazanej w zadaniu
liczby pojawi sie ciag kolejnych cyfr

9100...010,
N——

k cyfr

zlozony z ostatniej cyfry liczby 10% — 1, cyfr liczby 10* i pierwszych dwdéch cyfr
liczby 10* 4 1. Gdyby rozwazana liczba byta palindromem, to musiatby pojawi¢ sie
w niej réwniez "odwrdcony” powyzszy ciag, czyli

0100...019.
N—_——
k cyfr
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Zadna z liczb od 1 do n nie zaczyna sie od cyfry 0, wiec w powyzszym ciagu cyfry
100...0 musza naleze¢ do tej samej liczby, powiedzmy ¢. Ale

k cyfr
i< n <108

wiec ¢ ma co najwyzej k cyfr, zatem musi byé réwne wtasnie 10*. Jednak wtedy
po cyfrach : powinny pojawié sie w zapisie szukanej liczby cyfry 10, nie za§ 19.
Sprzecznos¢ ta dowodzi, ze liczba n spelniajaca warunki zadania nie istnieje.

Liczby naturalne od 1 do 2k podzielono na dwa rozlaczne podzbiory k-elementowe
tak, ze dowolne dwie liczby z tego samego podzbioru maja nie wiecej niz dwa rézne
wspolne dzielniki pierwsze. Jaka jest najwieksza mozliwa liczba k, dla ktorej taka
sytuacja jest mozliwa?

Rozungzanie: Zacznijmy od wykazania, ze warunki zadania nie mogg by¢ speinione
dla £ > 45. Liczby 30,60,90 majg bowiem wspdlne trzy rézne dzielniki pierwsze,
wiec musieliby$my wszystkie umiedci¢ w innych grupach, co nie jest mozliwe.

Zalézmy, wiec ze k = 44. Wykazemy, ze grupy

1,2,...44

) )

, oraz 45,46,...,88

spelniajg warunki zadania. Niech z i y bedg réznymi z dostepnych nam liczb, ktére
majg wspdlne co najmniej 3 rézne dzielniki pierwsze. Oznaczmy je przez p,q,T.
Wtedy

pgr > 2-3-5 =30, czyli 3pgr > 90 > 88.

Oznacza to, ze wérdéd z i y jedna jest dwukrotnoscia drugiej. Niech y = 2z. Wtedy

wiec = jest w pierwszej grupie. Natomiast
y > 2pgqr > 2%-3-5 =60,

czyli y jest w drugiej grupie.

Zatem dowolne dwie liczby o trzech wspdlnych dzielnikach pierwszych znajda sie
w réznych grupach, co dowodzi poprawnosci naszej konstrukcji. Najwieksza mozliwa
liczba k spelniaja warunki zadania jest zatem 44.
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Klockiem nazywamy figure powstalg po usunieciu jednego pola z kwadratu 2 x 2.
Uktadamy pewna niezerowg liczbe klockéw w prostokacie o wymiarach 5 x 7 tak,
by kazdy zajmowal pewne trzy pola prostokata. Klocki mogag nachodzié¢ na siebie
nawzajem. Czy mozemy w ten sposdb sprawi¢, aby na kazdym z pdl prostokata
lezata taka sama liczba klockéw?

Rozungzanie:

Kolorujemy niektére pola szachownicy kolorem czerwonym w sposdb zaprezentowa-
ny ponizej.

Ktadac klocki na tablicy kolorujmy ich pola na kolory pdl, na ktére je ktadziemy.
Kazdy klocek bedzie mial co najwyzej jedno czerwone pole, wiec spoéréd wszystkich
pdl wszystkich potozonych klockéw co najwyzej jedna trzecia jest czerwona.

Z drugiej strony, gdyby kazde pole bylo przykryte taka samg liczbag klockdw, to
stosunek liczby czerwonych pdl klockéw do liczby wszystkich pdl klockéw bylby
taki sam, jak stosunek liczby czerwonych pdl tablicy do liczby wszystkich pdl tablicy.
Stosunek ten rowny jest natomiast

12 12 1

3536 3

Zatem nie mozemy sprawi¢, by na kazdym polu tablicy bylo tyle samo klockdw.

Operacjg na wielokacie na plaszczyznie nazwiemy wybranie dowolnej prostej prze-
cinajgcej jego obwdd w dokladnie dwéch punktach A i B, a nastepnie odbicie wzgle-
dem symetralnej odcinka AB jednej z dwoch czesci, na ktore wielokat zostal prze-
ciety. Udowodnij, ze zadnym skonczonym ciggiem operacji nie mozna przeksztatci¢
kwadratu w tréjkat.
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Rozwigzanie: Zauwazmy najpierw, ze obwdd i pole wielokata pozostaja niezmie-
nione po wykonaniu opisanej operacji. Rozwazmy kwadrat o boku dlugosci z.

Przypu$émy nie wprost, ze mozna ten kwadrat przeksztalci¢ w tréjkat za pomoca
skonczenie wielu operacji. W takim razie pole tego tréjkata musiatoby by¢ réwne
z2, a jego obwéd wynositby 4z. Udowodnimy, ze taki tréjkat nie istnieje.

Zalézmy nie wprost, ze taki trdojkat istnieje i oznaczmy przez a,b,c dlugosci jego
bokéw, a przez h — dlugo$¢ wysokosci opuszczonej na bok o dlugosci a. Ze wzoru
na pole tréjkata mamy
2_ ha

=5
Jasne jest ze b > h ic > h, przy czym co najmniej jedna tych nieréwnosci jest ostra.
Mamy zatem

T

$2

h
gdzie ostatnia nieré6wnos¢ jest réwnowazna nieréwnoéci (h—z)? > 0 (lub nieréwnosci
miedzy $rednia arytmetyczng i geometryczng). UzyskaliSmy sprzecznosé.

dz=a+b+c>2h+a=2h+2- > 4z,

Dla kazdej liczby catkowitej od 100 do 1000 obliczono iloczyn jej cyfr. Nastepnie
dodano wszystkie uzyskane wyniki. Wykaz, ze uzyskana suma jest szeScianem liczby
catkowite;j.

Rozwigzanie: Iloczyn cyfr liczby 1000 réwny jest 0, wiec mozemy sie ograniczy¢
do rozwazania sum iloczynéw liczb od 100 do 999. Mozemy ja zapisaé w postaci
(14+2+...+9)0+1+...+9)(0+1+...+9)=45%

gdzie kazdy z nawiaséw odpowiada wyborowi odpowiednio cyfry setek, dziesigtek
1 jednosci sktadnikéw sumy.

Liczby rzeczywiste a,b,c sa nieujemne i kazda z nich jest mniejsza lub réwna 2.
Wykaz, ze zachodzi nieréwnos¢

(a=b)(b—c)(a—c) <2

Rozungzanie: Wystarczy wykazaé, ze

(a=8)(b—)a—c) < 2.
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Wyrazenie po lewej stronie tej nieréwnoéci jest symetryczne w zmiennych a,b,c,
wiec mozemy bez straty ogdlnoéci zatozyé ze a > b > c.

Nastepnie zauwazmy, ze przy zalozeniu 2 > a > b > ¢ > 0 mamy
(a—b)(b—c)(a—c) <(2-0b)(b—0)(2—0)=2b(2—b).

Pozostaje wykazacd, ze b(2 — b) < 1. Po sprowadzeniu wszystkich wyrazéw na jedng
strone nieréwnos¢ ta réwnowazna jest z nastepujaca, w sposéb oczywisty prawdziwa:

0<1-b2-0b)=1-20+b%=(b—1)~%

ZnajdZ wszystkie pary liczb catkowitych (a,b) dla ktérych

2a* +1 =%,

Rozungzanie: Zalézmy bez straty ogdlnosci, ze b > 0. Przepiszmy réwnianie jako
2a* = (b—1)(b+1).
Jasne jest, ze liczba b musi by¢ nieparzysta, wiec zapisujac b = 2¢ + 1 dostajemy
2a* = 4c(c+ 1),
Zatem liczba a musi by¢ parzysta. Niech a = 2ag. Wtedy
8ai = c(c+1).

Skoro liczby c i c + 1 sg wzglednie pierwsze, to z* = c oraz 8y* =c+ 1 lub 8z* =¢
oraz y* = ¢ + 1, dla pewnych liczb catkowitych z, y.

W pierwszym przypadku mamy z* + 1 = 8y*. Lewa strona powyzszego réwnania
daje przy dzieleniu przez 5 reszte 1 lub 2, a prawa strona tego réwnania daje przy
dzieleniu przez 5 reszte 0 lub 3, co jest niemozliwe.

Natomiast w drugim przypadku uzyskujemy 8z* + 1 = y*, co mozemy zapisaé jako
8z* = (y - 1)(y + 1)(¥* + 1).
Whioskujemy stad, ze liczba y jest nieparzysta. Niech wiec y = 2z + 1. Wtedy

zt = z(z + 1)(22° + 2z + 1).

27



Kazde dwa z czynnikéw iloczynu po prawej stronie sg wzglednie pierwsze. Oznacza
to, ze liczby z i z + 1 sa kolejnymi kwadratami, wiec z = 0. Stad b = 1.

Uwzgledniajac, ze przyjeliSmy wczesniej zatozenie b > 0, otrzymujemy ostatecznie
dwa rozwigzania: (0, 1) oraz (0, —1).

Na plaszczyznie narysowano cztery punkty w taki sposéb, ze po zmazaniu dowol-
nego z nich figura zlozona z pozostatych trzech punktéw jest osiowosymetryczna.
Czy wynika stad, ze figura ztozona ze wszystkich czterech punktéw ma of symetrii?

Rozungzanie: Uzasadnimy, ze odpowiedZ na pytanie postawione w zadaniu jest ne-
gatywna, wskazujac odpowiedni kontrprzyktad.

Niech ABC bedzie tréjkatem speliajacym AB = BC i SABC = 36°. Wtedy

JACB = JCAB = M = 72°.

Wybieramy punkt D na odcinku AB tak, by
YACD = SDCB = 36°.
Wtedy jasne jest, ze tréjkat BC D jest réwnoramienny. Wiemy tez, ze
JADC = 180° — SCAD — JACD ="72° = JCAD,

wiec tréjkat AC' D réwniez jest rownoramienny. Zatem kazde trzy z czwoérki punktow
A, B, C, D tworza wierzcholki tréjkata rownoramiennego albo lezg na jednej prostej,
wiec tworzg figure osiowosymetryczna.

Nietrudno sie¢ natomiast przekona¢, ze figura ztozona z punktéw A, B,C, D nie ma
osi symetrii. O§ taka musiataby by¢ symetralng odcinka o koiicach w pewnych dwdéch
z tych punktéw, a zadna taka symetralna nie jest osig symetrii figury.

C
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Punkt D lezacy wewnatrz tréjkata ABC spelnia warunek AD = DB. Proste CD
i AB przecinaja sie w punkcie F spelniajacym

CD EB

CE ~ AE’
Wykaz, ze tréjkat AEC jest réwnoramienny.

Rozwigzanie: Sposéb 1. Niech punkt F' powstaje przez odbicie punktu £ wzgledem
srodka prostej AB. Z warunkéw zadania mamy

AF _CD

AE CE’
Zatem, z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa, odcinek F'D jest réwnolegty
do AC. Skoro punkt D lezy na symetralnej prostej AB, uzyskujemy réwnos¢ katow

YDFE = {DEF.

Laczac powyzsze obserwacje otrzymujemy JCAE = {DFE = SDEF = JCEA,
skad bezposrednio wynika teza.

Sposéb II

Niech G bedzie punktem lezacym na boku AC, takim ze odcinek DG jest réwnolegly
do prostej AB. Z twierdzenia Talesa oraz z warunkéw zadania mamy

GD_cD _EB

AE CE AE’
Uzyskujemy stad GD = EB. Dodatkowo, skoro SGDE = JBED, to tréjkaty
GDE oraz BED sg przystajace (cecha bok—kat-bok). Stad DB = GE = AD, zgod-
nie z warunkami zadania. Trapez AE DG ma zatem réwne przekatne, czyli jest réw-
noramienny. Katy przy podstawie AE sg wigc réwne, co konczy dowdd.

C
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Punkt M jest srodkiem boku BC w tréjkacie ABC. Oznaczmy przez [ i J Srodki
okregéw wpisanych w tréjkaty AMB i AMC. Okregi opisane na tréjkatach ABI
i ACJ przecinajg sie w punktach A i X. Wykaz, ze punkt X lezy na prostej AM.

Rozungzanie: Niech Y bedzie takim punktem na srodkowej AM, ze
MY =MB = MC.
Rozwazmy tréjkaty BMI 1Y MI. Maja one wspdlny bok M I oraz spelniaja
IBMI = <4YMI oraz BM = MY.
Tréjkaty BM1I 1Y MI sa zatem przystajagce. Wynika stad réwnosc¢ katéw
IMYI = SMBI = JABI.

Z powyzszych rownosci wnioskujemy, ze punkty A, B,I,Y lezg na jednym okregu.

Analogicznie wykazujemy, ze punkty A,C, M,Y leza na jednym okregu. Wynika
stad, ze X =Y, co koiiczy dowdd.
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W tréjkacie ostrokatnym ABC boki AC i BC sa réwnej diugosci. Punkt D lezacy
wewnatrz tréjkata ABC spelnia JCAD = JCBD = 30°. Wykaz, ze dwusieczne
katéw ABC i ADC przecinaja sie na odcinku AC.

Rozwigzanie: Na poczatku zauwazmy, ze tréjkat ADB jest takze réwnoramienny.
Istotnie,
YBAD = YBAC - 30° = $ABC — 30° = {ABD.
Niech D' bedzie odbiciem punktu D wzgledem prostej CB. Oczywiscie tréjkaty
ADC i BD'C sa przystajace. Stad CD = CD' oraz SACB = ¥DCD'. Wynika
stad, ze tréjkaty ACB i DC' D' sg podobne, a zatem
CD CB %
DD' ~ AB’ ®

Mamy DBD' = 24DBC = 60° oraz DB = D'D, a zatem tréjkat DBD’ jest
réwnoboczny. Laczac réwnos¢ DD' = DB = DA z (*), otrzymujemy réwnos¢

cp _ck
DA  BA’
C

Dl

Niech K i L to spodki dwusiecznych odpowiednio katéw CDA i CBA na bok AC.
Korzystajac dwukrotnie z twierdzenia o dwusiecznej oraz powyzszej réwnosci sto-
sunkéw, otrzymujemy

CK CB CD CL

KA~ BA DA LA
Wynika stad, ze K = L, co koiczy dowdd.
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