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Wstep

Obdz Naukowy Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow odbyt sie po
raz pierwszy w 2011 r. Zakwalifikowano na niego 20 najlepszych laureatéw
VI edycji OMG (2010/2011) z mtodszych klas gimnazjum. Uczestnicy Obozu
rywalizowali ze sobg w codziennych zawodach indywidualnych, rozegrali mecz
matematyczny (regulamin meczu znajduje sie na koncu niniejszej broszury),
a takze mieli okazje wystuchaé¢ wielu odczytéw o tematyce olimpijskie;j.

Od 2012 roku Komitet Gtéwny OMG organizuje dwa Obozy Naukowe.
Pierwszy z nich (poziom OM) przeznaczony jest dla laureatéw OMG z klas
trzecich gimnazjum, ktorzy koncza swoje zmagania z OMG, a rozpoczynaja
z OM, czyli Olimpiada Matematyczng na poziomie ponadgimnazjalnym. Drugi
Obéz (poziom OMG) przeznaczony jest dla mlodszych gimnazjalistow. Kazdy
z Obozéw trwa tydzien, a kwalifikacja przeprowadzana jest na podstawie wy-
nikéw uzyskanych na finale OMG.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania (wraz z rozwigzaniami) z Obo-
zu na poziomie OM, ktéry odbyt sie¢ w dniach 3-9 czerwca 2012 roku w miej-
scowosci Perzanowo (woj. mazowieckie), w gospodarstwie agroturystycznym
Relax. Wziglo w nim udzial nastepujacych 20 uczniéw wytonionych na pod-
stawie wynikow uzyskanych na finale VII edycji OMG (2011/2012):
Dominika Bakalarz, Damian Czarnecki, Anna Czerwinska, Kosma Grochow-
ski, Daniel Grzegorzewski, Piotr Haryza, Konrad Majewski, Marcin Micho-
rzewski, Jakub Morawski, Adam Nalecz-Jawecki, Szymon Pajzert, Konrad Pa-
luszek, Piotr Pawlak, Pawel Piwek, Michal Siwinski, Piotr Sochaczewski, Be-
niamin Stecuta, Oskar Szymanski, Fwa Wieczorek oraz Michal Zawalski.
Kadre obozu stanowili:

Jerzy Bednarczuk, Filip Borowiec, Szymon Kanonowicz, Szymon Kubicius, Ja-
kub Ocwieja, Urszula Swianiewicz oraz Jarostaw Wroblewski.

Mamy nadzieje, ze publikacja zadan z Obozu wraz z pelnymi rozwigza-
niami pozwoli wigkszej liczbie ucznidéw zapoznaé sie z nimi i bedzie stanowié
cenny material w przygotowaniach do Olimpiady.

Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow






Tresci zadan

Zawody indywidualne

1. Dane sa takie liczby catkowite dodatnie a, b, ¢, d, ze kazda z liczb ab—1,
bc—1 i ac—1 jest podzielna przez d. Wykaz, ze réwniez liczba a? +b% +c? —3
jest podzielna przez d.

2. W pewnej grupie jest 2n oséb. Wérdd nich nie ma takich trzech oséb,
ze kazde dwie z nich sie¢ znaja. Ile maksymalnie moze byé¢ par oséb, ktére sie
znaja?

3. Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC. Dwusieczna kata ADC
przecina bok AC w punkcie M, a dwusieczna kata BDC przecina bok BC
w punkcie N. Udowodnij, ze prosta M N jest réwnolegta do prostej AB wtedy
i tylko wtedy, gdy punkt D jest srodkiem odcinka AB.

4. Wyznacz wszystkie czwérki liczb rzeczywistych (a,b,c,d) spelniajace
uktad réwnan

a+b+c+d=4
ab+bc+cd+da=4.

5. Rozstrzygnij, czy w wyrazeniu
+12422 432+ ... +£20122

mozna tak dobraé¢ znaki +, aby jego wartosé byta réwna 2012.

6. Dany jest taki niepusty zbior kot lezacych w jednej plaszczyznie, ze
ich wnetrza sa parami roztaczne. Kazde z tych kot jest styczne do doktadnie
szeSciu innych kot z tego zbioru. Wykaz, ze kot jest nieskonczenie wiele.

7. Dany jest okrag w o $rednicy AB. Okrag o, styczny do okregu w, jest
styczny do odcinka AB w punkcie F. Cieciwa C'D okregu w jest prostopadta
do AB, styczna do okregu o i przecina odcinek AE. Wykaz, ze AE = AC.

8. Wykaz, ze istnieje takich 101 kolejnych liczb catkowitych dodatnich,
ze ,Srodkowa” liczba nie ma dzielnika pierwszego mniejszego od 100, a kazda
z pozostalych liczb ma dzielnik pierwszy mniejszy od 100.

9. W grafie o 14 wierzchotkach kazde dwa wierzchotki sg poltaczone biatg
lub czerwong krawedzia. Wykaz, ze mozna wybraé takie trzy wierzchotki, ze
kazde dwa sa potaczone bialg krawedzia lub takich pie¢ wierzchotkéw, ze kazde
dwa sa potaczone czerwona krawedzia.

10. Punkt S jest $rodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Okrag o
przechodzi przez punkty B, C, S. Wykaz, ze okrag o wyznacza na prostych
AB i AC réwne cieciwy.

11. Rézne liczby catkowite dodatnie a1, aq, ..., a, daja co najmniej k+1
roznych reszt z dzielenia przez n+k, gdzie k jest liczba catkowita dodatnia.
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Wykaz, ze ze zbioru tych liczb mozna wybraé¢ niepusty podzbiér o sumie po-
dzielnej przez n+k.

12. Dla réznych liczb pierwszych p,q, niech R(p,q)= g, gdzie r jest od-
wrotnoscia liczby p modulo ¢ (czyli najmniejsza taka liczba catkowita dodat-
nia, ze liczba rp—1 jest podzielna przez q). Niech (p,) oznacza ciag kolejnych
liczb pierwszych. Wykaz, ze dla nieskonczenie wielu liczb catkowitych dodat-
nich k zachodzi nieréwno$é

> R(pi,p;)> (I;) :

1<i,j <k
i£j

13. Czy szachownice 2012 x 2012 mozna pokry¢ klockami 5x 51 7 x 77

14. Dana jest taka liczba pierwsza p>3, ze liczby 2p—11i 3p—2 sg pierwsze.
Niech n=p(2p—1)(3p—2). Udowodnij, ze dla kazdej liczby calkowitej k liczba
k™ —k jest podzielna przez n.

15. Jasminka chce powolaé komisje, ktora rozstrzygnie, czy tadniejsze
sg kotki czy aniotki. Kazdy z cztonkéw komisji wybierze aniotka z takim
samym prawdopodobienstwem p € (%,1), przy czym decyzje poszczegdlnych
cztonkow komisji sg niezalezne. Komisja podejmuje decyzje wiekszoscig glo-
sow, a w przypadku remisu rozstrzygniecia dokonuje rzucajac moneta. Ktéra
komisja z wiekszym prawdopodobienstwem wybierze aniotka: 2011-osobowa
czy 2012-osobowa?

16. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i C'D i taki punkt F
wewnatrz trapezu, ze SAED=<YBEC =90°. Punkt S jest punktem przeciecia
przekatnych trapezu. Wykaz, ze jesli E#.S, to prosta ES jest prostopadta do
podstaw trapezu.

Mecz matematyczny

17. Dana jest taka liczba catkowita a, ze dla kazdej liczby calkowitej
dodatniej n liczba 2" +a jest potega liczby pierwszej o wyktadniku catkowitym
dodatnim. Wykaz, ze a jest réwne 0.

18. Wykaz, ze dla dowolnej liczby pierwszej p istnieje taka liczba catkowita
dodatnia n, ze liczba 2™ + 3™ +n jest podzielna przez p.

19. Czworokat wypukly ABC'D jest wpisany w okrag o1. Proste AB 1 CD
przecinajg sie w punkcie P. Okrag oo przechodzi przez punkty A i B oraz
przecina prostg CD w punktach E i F. Dowie$¢, ze punkt P oraz $rodki
okregéw opisanych na tréjkatach BCE i ADF lezg na jednej prostej.

20. Okrag o jest wpisany w czworokat ABC'D. Proste réwnolegle do pro-
stej BD sa styczne do okregu o odpowiednio w punktach K i L, przy czym K
lezy po tej samej stronie prostej BD, co punkt A. Wykaz, ze proste AK, CL
i BD przecinaja sie w jednym punkcie.
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21. Rozstrzygnij, czy istnieje czworoscian, w ktorym érodki okregéw opi-
sanych na Scianach sa wspétliniowe.

22. Dany jest szedcian 8 x 8 x 8. Czy uzywajac 64 paskow papieru o wy-
miarach 1 x 3 mozna pokry¢ jego trzy $ciany o wspdlnym wierzchotku?

23. Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n warto$é wyrazenia

> ()G )

mozna przedstawi¢ w postaci a dla pewnych liczb catkowitych dodatnich

a, b.

24. Koko i Spoko graja w nastepujaca gre. Na poczatku gry na stole
znajduje sie n monet o nominale 1 EURO kazda. Ruch polega na zabraniu
ze stotu jednej monety, czterech monet lub liczby monet bedacej dzielnikiem
pierwszym kwoty na stole. Gracze wykonujg ruchy na przemian, zaczyna Koko.
Wygrywa ten, kto zabierze ze stotu ostatnia monete. Rozstrzygnij, w zaleznosci
od n, ktéry z graczy ma strategic wygrywajaca.

25. Ciag (a,) jest okreslony nastepujaco: ag =2 oraz a,,; =2a2 —1 dla
catkowitych nieujemnych n. Wykaz, ze liczba ag1921 nie jest podzielna przez
2012!+1.

26. Wykaz, ze dla dowolnych niezerowych liczb rzeczywistych a, b, ¢ spel-
niona jest nieréwnosé

1 1 b b
2b2+¥+?+5+5+m>2\/§'

27. Wyznacz najwigksza warto$¢ wyrazenia

T1T2X3 +T2T3T4+ ...+ T2010L2011%2012 + T201122012L1 + T2012L1L2 ,

gdzie x1, T2, ..., Too12 Sa liczbami rzeczywistymi nieujemnymi spelniajacymi
warunek 1 +x2+...+To012 = 2012.






Rozwiazania zadan

Zawody indywidualne

Zadanie 1. Dane sg takie liczby calkowite dodatnie a, b, ¢, d, ze kazda z liczb
ab—1, bc—11ac—1 jest podzielna przez d. Wykaz, ze réwniez liczba
a?4b?+c* — 3 jest podzielna przez d.
Rozwigzanie
Zauwazmy, ze

a’=a*(be)*=ab-bc-ca=1 (modd).

2 —

Podobnie dowodzimy, ze > =1 (mod d) oraz c (mod d). Teza zadania

wynika stad natychmiast.

Zadanie 2. W pewnej grupie jest 2n os6b. Wérdd nich nie ma takich trzech oséb,
ze kazde dwie z nich sie znaja. Ile maksymalnie moze by¢ par oséb,
ktore sie znaja?

Rozwigzanie

Oznaczmy przez X osobe, ktora posiada najwiecej znajomych, a ich liczbe
przez k. Poniewaz zadni dwaj znajomi X nie moga sie znaé¢, wiec kazdy z nich
ma co najwyzej 2n —k znajomych. Z kolei kazda z oséb, ktéra nie jest znajo-
mym X (takich oséb jest 2n—k) moze mie¢ co najwyzej k znajomych, zgodnie

z wyborem X . Wobec tego, skoro w kazdej znajomosci uczestnicza dwie osoby,

to liczba wszystkich znajomosci nie przekracza

k-(2n—k)+2n—k)-k
5 :
Korzystajac z nierownosci miedzy Srednia arytmetyczng i geometryczna, do-
chodzimy do wniosku, ze

E-2n—k)+(2n—k)-k

k+2n—k>2 )
_— =n-.

:k'(Zn—k)<( 5

\)

Pozostaje skonstruowaé przyklad, dla ktérego liczba znajomosci réwna n?

jest osiagana. Podzielmy 2n oséb na dwie n-osobowe grupy i niech kazda osoba
7z pierwszej grupy zna wszystkie osoby z drugiej grupy. Wtedy liczba wszystkich
par znajomych wynosi n-n=n? oraz nie ma takich trzech oséb, z ktérych kazde
dwie sie znaja. Istotnie, wéréd dowolnych trzech oséb co najmniej dwie naleza
do tej samej grupy, a znajomosci sa tylko miedzy osobami z réznych grup.

Zadanie 3. Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC. Dwusieczna kata ADC
przecina bok AC w punkcie M, a dwusieczna kata BDC' przecina
bok BC' w punkcie N. Udowodnij, ze prosta M N jest rownolegla
do prostej AB wtedy i tylko wtedy, gdy punkt D jest srodkiem
odcinka AB.
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Rozwigzanie
Stosujac twierdzenie o dwusiecznej do tréjkatéw ADC i BDC (rys. 1),
otrzymujemy réwnosci
AM  AD BN BD
——=—— oraz ——=——.
cCM CD CN CD

7 twierdzenia Talesa i z twierdzenia odwrot-
nego do niego wynika, ze proste MN i AB sa
rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy

AM BN

CM CN’
Na mocy wczesniejszych réwnosci jest to réwno-
wazne zalezno$ci

AD BD

CD CD’
czyli AD=BD. To jest rownoznaczne ze stwier-
dzeniem, ze punkt D jest Srodkiem odcinka AB.

Zadanie 4. Wyznacz wszystkie czwodrki liczb rzeczywistych (a, b, ¢, d) spelniajace
uktad rownan

at+b+c+d=4
ab+bc+cd+da=4.

Rozwiazanie
Na poczatku zauwazmy, ze

ab+bc+cd+da=bla+c)+d(c+a)=(a+c)(b+d).
Pierwsze rownanie danego ukladu mozemy za$ napisa¢ w postaci
(a+c)+(b+d)=4.

Obserwacje te motywuja wprowadzenie oznaczen x =a+c oraz y=>b+d. Wyj-
Sciowy uktad réownan jest wiec réwnowazny uktadowi

r+y=4
{ zy=4.
Podnoszac pierwsze rownanie do kwadratu i odejmujac drugie réwnanie po-
mnozone przez 4, dostajemy
(x+y)?—4zy=16—16=0.
Zatem
(x—y)?=(x+y)* —4ay =0,

skad x =y. To w polaczeniu z réwnaniem x+y =4 oznacza, ze r =y = 2.
Z drugiej strony, para (2,2) oczywiscie spelnia zadany uktad réwnan, zatem
jest jedynym jego rozwiazaniem.
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Wracajac do wyjsciowych zmiennych, dostajemy uktad
a+c=2
{b+d:2.
Wartosci a i b mozemy przyjaé¢ dowolnie, woéwczas c=2—a, d=2—b. Osta-

tecznie wszystkimi czwérkami spelniajacymi uktad réwnan sa czwérki postaci
(a,b,2—a,2—0), gdzie a i b sa pewnymi liczbami rzeczywistymi.

Zadanie 5. Rozstrzygnij, czy w wyrazeniu
+17£2°+3% 4+ ... £2012
mozna tak dobra¢ znaki 4, aby jego warto$¢ byta réwna 2012.
Rozwigzanie
Wstawmy znaki plus przed kwadratami liczb podzielnych przez 4 oraz
liczb dajacych reszte 1 przy dzieleniu przez 4, a minus przed pozostalymi.
Dostajemy wéwczas sume 503 wyrazen postaci

(4k +1)% — (4k +2)% — (4k+3)2 + (4k +4)%,

a kazde takie wyrazenie ma wartosé¢ 4. Stad wartos¢ wyrazenia z zadania wy-
nosi 2012.

Zadanie 6. Dany jest taki niepusty zbiér két lezacych w jednej plaszczyZnie,
ze ich wnetrza sg parami roztagczne. Kazde z tych kot jest styczne
do doktadnie szesciu innych két z tego zbioru. Wykaz, ze két jest
nieskonczenie wiele.

Rozwigzanie

Przypusémy, ze istnieje skonczony zbiér két spelniajacy warunki zadania.

Wybierzmy kolo o najmniejszym promieniu. Jesli takich két jest wiecej niz

jedno, wybieramy dowolne koto ¢ o tej wlasnoéci, ze Srodki wszystkich pozo-

stalych két o najmniejszym promieniu znajduja sie po jednej stronie pewnej

prostej przechodzacej przez srodek kota c.

rys. 2

Oznaczmy érodek wybranego kola przez O, a jego promien przez r. Srodki
i promienie stycznych do niego k6t oznaczmy zas kolejno, przeciwnie do ruchu
wskazowek zegara, przez O; oraz r; dla i =1,2,...,6. Wowczas dla kazdego i
mamy 7 <7;. Wezmy pod uwage dowolny z trojkatéw O0;0;1 (rys. 2), gdzie
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przyjmujemy O7 = O;. Dhugosci jego bokéw sa réwne
00;=r+r;, O00iy1=r+riy1, 0;0i11=1;,

przy czym x; > 1;+7;11, bo kota maja roztaczne wnetrza. Bok O;0;11 jest nie
krétszy od kazdego z pozostalych, wiec miara kata O;00; 11 nie jest mniejsza
od miary kazdego z pozostalych katéw tego tréjkata. Zatem $0;00; ;1 > 60°
dla kazdego i, a réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy trojkat O;00;41
jest rownoboczny. Z drugiej strony suma katow O;00;41 dla i=1,2,...,6 nie
przekracza 360°, skad wniosek, ze wszystkie one sa réwne 60°. Innymi stowy
wszystkie trojkaty O0;0;11 sa réwnoboczne.
Dla kazdego i =1,2,...,6 otrzymujemy woéwczas

ritril Z2ritr=2; 2r+ i,

co prowadzi do wniosku r=r;11 (przyjmujemy r;=r1). W takim razie dookota
kota o $rodku O otrzymujemy 6 két o promieniach réwnych r, ktérych srodki
tworzg szeéciokat foremny. W szczegdlnosci nie istnieje prosta przechodzaca
przez O o tej wlasnosci, ze wszystkie wierzchotki tego szesciokata leza po
jednej stronie tej prostej. To przeczy wyborowi kota ¢, co konczy dowdd.

Zadanie 7. Dany jest okrag w o $rednicy AB. Okrag o, styczny do okregu w,
jest styczny do odcinka AB w punkcie E. Cigciwa C'D okregu w
jest prostopadta do AB, styczna do okregu o i przecina odcinek AE.
Wykaz, ze AE = AC.

Rozwigzanie

Niech X bedzie punktem stycznosci okregu o z odcinkiem C'D, natomiast

Y punktem stycznosci okregéw o i w (rys. 3). Poniewaz punkty C' i D sa sy-

metryczne wzgledem odcinka AB, wiec tuki AC' i AD niezawierajace punktu

B sa réwnej dlugosci. Stad wniosek, ze punkt A jest érodkiem tuku C'D nie-

zawierajacego punktu B. Zatem prosta k, styczna do okregu w w punkcie A,

jest rownolegta do C'D. Jednoktadnosé o érodku Y przeprowadzajaca okrag

0 na w przeprowadza wiec prosta C'D na prostg k. Punkt stycznosci X prze-

chodzi wéwczas na punkt stycznosci A, skad wniosek, ze punkty Y, X, A sa

wspbiliniowe.




Obo6z Naukowy OMG (poziom OM), 2012 r. 13

Poniewaz katy AY C oraz AC'D sg wpisane w okrag w i oparte na tukach
rownej dlugosci, to majg taka samg miare. Stad wniosek, ze tréjkaty AY C
oraz AC'X, majace dodatkowo wspoélny kat przy wierzchotku A, sg podobne.
Zatem

AC  AX
AY  AC
Stad i z potegi punktu A wzgledem okregu o wynika zaleznosé
AC? =AX-AY = AE?,

ktéra pociaga za soba teze zadania.

Zadanie 8.  Wykaz, ze istnieje takich 101 kolejnych liczb catkowitych dodatnich,
ze ,Srodkowa” liczba nie ma dzielnika pierwszego mniejszego od 100,
a kazda z pozostatych liczb ma dzielnik pierwszy mniejszy od 100.

Rozwigzanie

Liczba 97 jest najwieksza liczba pierwsza mniejsza od 100. Liczby 96! i 97
sa wzglednie pierwsze, zatem z chinskiego twierdzenia o resztach (poréwnaj
rozwiazanie zadania 48 z Ligi zadaniowej Obozu Naukowego OMG 2012/13,
seria X, kwiecien 2013) istnieje liczba n taka, ze 96! |n+1 oraz 97 | n+2.

Liczba n jest wzglednie pierwsza z n+1, wiec jest réwniez wzglednie
pierwsza z 96!. Wobec podzielnosci 97 | n+2 widzimy, ze 97 nie dzieli n. Zatem
liczba n nie ma dzielnika pierwszego mniejszego od 100. Dla i=1,2,...,50
mamy i+1|(n+1)—(i+1), gdyz i+1<96 oraz 96! |n+1. Stad n—i ma dzielnik
wiekszy od 1, a mniejszy od 100; w szczegdlnosci ma dzielnik pierwszy mniejszy
od 100. Podobnie dla i =3,4,...,50 mamy i—1|(n+1)+ (i —1), zatem n+1
ma dzielnik pierwszy mniejszy od 100. Ponadto zachodza podzielnoéci 2| n+1,
97| n+2.

W takim razie liczby n—50,n—49,...,n4+49,n+ 50 spelniaja warunki
zadania.

Zadanie 9. W grafie o 14 wierzchotkach kazde dwa wierzcholki sg polgczone
biala lub czerwona krawedzia. Wykaz, ze mozna wybraé takie trzy
wierzchotki, ze kazde dwa sa polaczone bialg krawedzig lub takich
pie¢ wierzchotkéw, ze kazde dwa sg potaczone czerwona krawedzia.

Rozwigzanie
Udowodnimy najpierw nastepujacy

Lemat

W grafie o 6 wierzchotkach kazde dwa wierzchotki sg potaczone bialg lub
czerwona krawedzia. Wowczas istnieja takie trzy wierzcholki, ze kazde dwa
sa polaczone bialag krawedzig albo takie trzy wierzchotki, ze kazde dwa sa
potaczone czerwona krawedzia.
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Dowad lematu

Ustalmy dowolny wierzchotek. W my$l zasady szufladkowej Dirichleta, do
pewnych trzech innych wierzchotkéw wychodza z niego krawedzie jednakowego
koloru — powiedzmy biatego. Jesli pewne dwa z tych trzech wierzchotkéw sa
polaczone bialg krawedzia, to wraz wybranym na poczatku wierzchotkiem two-
rz3 trojke potaczona bialymi krawedziami. W przeciwnym razie wszystkie trzy
wierzcholki sa potaczone czerwonymi krawedziami. To konczy dowdd lematu.

Przechodzimy do dowodzenia tezy zadania. Przypu$émy, ze nie mozna
wybraé wierzchotkéw w sposéb podany w tresci. Zauwazmy najpierw, ze jesli
jeden z wierzchotkéw jest potaczony krawedziami biatlymi z kazdym sposréd
wierzchotkow pewnej grupy, to w obrebie tej grupy wszystkie wierzchotki mu-
sza by¢ polaczone krawedziami czerwonymi. Istotnie — w przeciwnym razie
znajda sie wsrdd nich takie dwa, ktore wraz z pierwszym wierzchotkiem utwo-
rzg trojke potaczong bialymi krawedziami.

Wybierzmy dowolny wierzchotek w. Gdyby byl on potaczony biatymi kra-
wedziami z co najmniej piecioma innymi, to zgodnie z uwaga poczyniong w po-
przednim akapicie stworzylyby one piatke potaczong czerwonymi krawedziami
— sprzeczno$é¢. Zatem wierzchotek ten musi byé polaczony czerwonymi kra-
wedziami z co najmniej dziewiecioma innymi.

Analogicznie w zbiorze tych dziewieciu wierzchotkéw kazdy polaczony jest
czerwona krawedzia z co najmniej piecioma innymi. Istotnie, gdyby ktérys
z tych dziewieciu wierzchotkéw byl potaczony biata krawedzia z co najmniej
czterema innymi, to te cztery wierzchotki wraz z w tworzylyby piatke wierz-
chotkéw potaczonych czerwonymi krawedziami, a zalozyliSmy, ze taka piatka
nie istnieje.

Gdyby kazdy z omawianych dziewieciu wierzchotkéw byt potaczony czer-
wona krawedzia z dokladnie pigcioma innymi, to liczba czerwonych krawedzi
je taczacych wyniostaby % — sprzecznosé, bo nie jest to liczba catkowita.
Zatem istnieje taki wierzchotek v wsréd tych dziewieciu, ktory jest potaczony
czerwonymi krawedziami z co najmniej szescioma innymi.

Zgodnie z przyjetym przypuszczeniem w zbiorze tych sze$ciu wierzchol-
kow nie ma trojki wierzchotkéw potaczonych bialymi krawedziami. W takim
razie na mocy lematu muszg istnie¢ trzy wierzchotki potaczone czerwonymi
krawedziami. Jednakze wraz z wierzchotkami v i w tworza one piatke po-
taczona czerwonymi krawedziami. Uzyskana sprzecznosé¢ dowodzi falszywosci
uczynionego przypuszczenia, a to koficzy rozwiazanie.

Zadanie 10. Punkt S jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Okrag o
przechodzi przez punkty B, C, S. Wykaz, ze okrag o wyznacza
na prostych AB i AC réwne cigciwy.

Rozwigzanie

Niech prosta AS przecina okrag opisany na trdjkacie ABC w punkcie D

réznym od A (rys. 4). Poniewaz AS jest dwusieczna kata BAC, wiec punkt D

jest érodkiem tuku BC' niezawierajacego punktu A, skad wniosek, ze BD=CD.
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Ponadto
IDBS=<4DBC+4CBS=<DAC+JICBS =

— {BAS+JABS=BSD,
a wiec takze BD =SD. W takim razie punkt D jest srodkiem okregu o.

Okrag ten jest wigc symetryczny wzgledem prostej AS. Ponadto prosta
AC jest symetryczna do prostej AB wzgledem dwusiecznej kata BAC, czyli
prostej AS.

Wobec tego cieciwy, o ktérych mowa w zadaniu, réwniez sa symetryczne
wzgledem prostej AS, a wiec maja taka sama dhugosé.

Zadanie 11. Roézne liczby catkowite dodatnie a1,as,...,an daja co najmniej k+1
réznych reszt z dzielenia przez n—+k, gdzie k jest liczbg calkowita
dodatnia. Wykaz, ze ze zbioru tych liczb mozna wybraé¢ niepusty
podzbidr o sumie podzielnej przez n+ k.

Rozwigzanie

Przypusémy, ze teza zadania jest fatszywa. To oznacza, ze zadna z liczb
ai,as,...,a, nie daje reszty 0 przy dzieleniu przez n+k. Istotnie, gdyby n+k|a;
dla pewnego 1< i< n, to otrzymalibySmy podzbiér {a;} o sumie podzielnej
przez n+ k. Przyjmijmy bez straty ogélnosci, ze liczby ai,as,...,ax+1 daja
parami rézne (i niezerowe) reszty z dzielenia przez n+k. Wprowadzmy ponadto
nastepujace oznaczenia:

n n
S:Zai oraz P= Z a; .
i=1

i=k+2
Rozwazmy nastepujace zbiory:
A={a1+P,as+P,...,ax41+ P},
B={S,S—a1,S—ag,....,S—axs1},
C={aky2, apy2+apis, ..., Qo2 +app3+...+an}t.

Zauwazmy, ze w kazdym z nich wszystkie elementy dajg parami rézne reszty
z dzielenia przez n+ k. Istotnie — dla zbioréw A i B wynika to natychmiast
z przyjetego zalozenia o liczbach ai,aq,...,ar+1. Dla zbioru C' za$ widzimy,
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ze réznica dowolnych dwdéch jego elementéw jest sumg pewnego podzbioru
rozwazanych w zadaniu liczb — zgodnie z naszym zalozeniem nie moze wiec
by¢ podzielna przez n+k.

Reszty z dzielenia przez n+k elementow zbioru C' sa inne niz reszty
z dzielenia przez n+ k elementow zbiorow A i B. Istotnie — w przeciwnym
razie roznica pewnego elementu nalezacego do ktoregos ze zbioréw A lub B
i pewnego elementu ze zbioru C dzielitaby sie przez n+k. Z drugiej strony
taka réznica daje si¢ przedstawi¢ jako suma pewnego podzbioru rozwazanych
w zadaniu liczb, co prowadzi do sprzecznosci. W szczegdlnosci jesli r oznacza
liczbe réznych reszt z dzielenia przez n+k elementéw zbioru AU B, to liczba
roznych reszt z dzielenia przez n+ k elementéw zbioru AUBUC jest rowna

r+(n—k—1).

Wykazemy teraz, ze istnieja co najwyzej dwie liczby a;, majace nastepu-
jaca wlasnosé:
liczba a;+ P nalezgca do zbioru A daje takg samg reszte z dzielenia przez (%)
n+k, jak pewna liczba ze zbioru B.
Jezeli k=1, to w zbiorze A sg doktadnie dwie liczby, wiec jest to prawda.
Przypusémy wiec, ze k > 2. Zauwazmy najpierw, ze nie moze mie¢ miejsca
zadna z kongruencji

a;+P=S (modn+k) ani a;+P=5—a; (modn+k)

dla 1 <4, <k+1, i #j. Istotnie, w przeciwnym razie zachodzitaby ktoéras
z zaleznosci
k+1
0=S—P—a;= Zat—ai (mod n+k)
t=1

lub
k+1
OES—P—ai—aj:Zat—a,-—aj (modn+k),
t=1

przy czym k+1> 3. W obu przypadkach oznacza to, ze suma pewnego pod-
zbioru danych liczb dzieli sie przez n+k, co stoi w sprzecznosci z naszym
zatozeniem.

W takim razie jesli pewna liczba a; ma wlasnosé (x), to musi by¢ spelniona
zaleznosé

a;+P=S—a; (modn+k), czyli 2a0;=S—P (modn+k).
Jesli teraz dla pewnego j #1 liczba a; réwniez ma wlasnodé (x), to
20, =5 —P=2a; (modn+k), wiec n+k|2(a;—a;).

Gdy n+k jest nieparzyste, powyzsza podzielnosé¢ jest niemozliwa wobec przy-
jetego zalozenia o liczbach aq,as,...,ax+1. W takim razie w tym przypadku
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istnieje co najwyzej jedna liczba a; majaca rozwazana wlasnosé (x). Jesli na-
tomiast n+k jest parzyste, to mamy
n+k
2

Skoro n+-k nie dzieli a; —a;, to ma miejsce druga z powyzszych kongruencji. To
oznacza, ze liczba a; jest réwna reszcie z dzielenia liczby a; — ”T‘"k przez n+k,
a zatem jest jednoznacznie wyznaczona przez a;. Innymi slowy, jezeli n+k
jest liczba parzysta, to istnieja co najwyzej dwie liczby majace wlasnosé (x):
sq to a; oraz a;. To za$ konczy dowdd stwierdzenia, ze w zbiorze A istnieja co
najwyzej dwie liczby, ktore daja takie reszty z dzielenia przez n+k, jak pewne
liczby ze zbioru B.

W takim razie liczba r réznych reszt z dzielenia przez n+k elementéw ze
zbioru AU B jest réwna co najmniej

(k+1)+(k+2)—2=2k+1.
Wezesniej udowodnilidémy, ze liczba réznych reszt z dzielenia przez n+k ele-

mentéw zbioru AUBUC to r+ (n—k—1), wiec wobec powyzszej nieréwnosci
r>2k+1, mamy

a;—a;, czyli a;=a; (modn+k) lub aiEaj—f—nT_HC (mod n+k).

r+(n—k—1)>2k+14+n—k—1=n+k.

To dowodzi, ze w zbiorze AUBUC sa wszystkie reszty z dzielenia przez n+k,
w szczegblnosci 0. Innymi stowy, suma pewnego niepustego podzbioru rozwa-
zanych w zadaniu liczb dzieli si¢ przez n+k, wbhrew uczynionemu na poczatku
przypuszczeniu. To konczy rozwigzanie zadania.

Zadanie 12. Dla réznych liczb pierwszych p,q, niech R(p,q) = 7> gdzie 7 jest od-
wrotnoscia liczby p modulo ¢ (czyli najmniejsza taka liczba catkowita
dodatnia, ze liczba rp—1 jest podzielna przez q). Niech (p,) oznacza
cigg kolejnych liczb pierwszych. Wykaz, ze dla nieskonczenie wielu
liczb catkowitych dodatnich k zachodzi nieréwnosé

> R(pi,p;)> (g) :

14,5 <k
. . i
Rozwigzanie
Zauwazmy, ze

> R(pipj)= Y. (R(pi,p;)+R(pj,pi)) ,

1<i,4<k 1Si<isk
i#j i#j

przy czym suma po prawej stronie ma (12“) sktadnikéw. Wykazemy, ze

R(p,q)+R(g;p) >1
dla dowolnych liczb pierwszych p i q, co da nam nieréwnos¢ z tezy dla wszyst-
kich k> 2.
Niech a i b beda najmniejszymi liczbami catkowitymi dodatnimi takimi,
ze ap—1 jest podzielne przez q, a bg—1 przez p. Wtedy

a b ap+b ap+bg—1)+1 ap+bg—1 1
R(p,q)JrR(q,p):aJr];:p ?_(opiba- ¥l _ople-l,

pq pq pq pq
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i wystarczy udowodnié, ze ap+bq— 12> pq.

Liczby ap oraz bg—1 dzielg sie przez p, wiec ich suma réwniez. Analo-
gicznie dowodzimy, ze ¢ |ap+bg—1. W takim razie liczba dodatnia ap+bg—1
jest podzielna przez liczbe pq, a wiec musi by¢ od niej wieksza lub réwna. To
koniczy dowdd.

Uwaga

Udowodnimy, ze istnieje opisana w tredci zadania odwrotno$¢ liczby p
modulo ¢, gdzie p, q sa réznymi liczbami pierwszymi.

Przypusémy, ze nie istnieje dodatnia liczba catkowita r o tej wlasnosci,
ze liczba rp—1 dzieli si¢ przez q. Wowczas zadna z q liczb p,2p,3p,...,qp nie
daje reszty 1 przy dzieleniu przez ¢, a zatem pewne dwie z tych liczb daja te
sama reszte przy tym dzieleniu, czyli kp=~p (mod ¢) dla pewnych 1<k </{<q.
Jednak wowczas liczba (£—k)p jest podzielna przez ¢, co nie moze mie¢ miejsca,
gdyz p i q sa réznymi liczbami pierwszymi oraz £—k < q. Uzyskana sprzeczno$é
oznacza, ze liczba rp—1 jest podzielna przez ¢ dla pewnej liczby catkowite]
dodatniej r, w szczegdlnosci istnieje najmniejsza liczba r o tej wlasnosci.

Zadanie 13. Czy szachownice 2012 x 2012 mozna pokry¢ klockami 5x 51 7 x 77

Rozwiazanie

Odpowiedz: Nie mozna.

Ponumerujmy kolumny danej szachownicy kolejnymi liczbami calkowi-
tymi dodatnimi. Pokolorujmy wszystkie pola w kolumnach o numerach daja-
cych reszte 1 lub 2 z dzielenia przez 7, zas pozostate pola szachownicy pozo-
stawmy biale (rys. 5).

rys. 5

Zauwazmy, ze kazdy klocek o wymiarach 7 x 7 pokrywa dokladnie 35 bia-
tych pol. Klocek 5x 5 pokrywa zas liczbe biatych pél bedaca wielokrotnoscia 5.
Gdyby wiec istniato zadane pokrycie, to liczba wszystkich biatych pol szachow-
nicy musiataby by¢ podzielna przez 5.

7 drugiej strony mamy 2012=7-287+43, skad wniosek, ze na szachownicy
znajduje sie¢ 5-287 41 kolumn zawierajacych biale pola. Zatem liczba takich
pél jest réwna 2012-(5-287+1) i nie dzieli si¢ przez 5. To wraz z ostatnim
zdaniem poprzedniego akapitu dowodzi, ze zadane pokrycie nie jest mozliwe.

Zadanie 14. Dana jest taka liczba pierwsza p >3, Ze liczby 2p—1 1 3p—2 sa
pierwsze. Niech n=p(2p—1)(3p—2). Udowodnij, ze dla kazdej liczby
calkowitej k liczba k™ — k jest podzielna przez n.
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Rozwigzanie

Skoro liczba pierwsza p jest wieksza od 3, to daje reszte 1 lub 5 z dzielenia
przez 6. Jednakze w drugim przypadku liczba 2p—1> 3 jest podzielna przez 3,
wiec nie moze by¢ liczbg pierwsza. W takim razie p=6£+1 dla pewnej liczby
catkowitej dodatniej 4.

Woéwezas otrzymujemy

n—1=p@2p—1)(3p—2)—1=(60+1)(120+1)(18(+1) — 1 =
=6-12-180>+(6-124+12-18+6-18)(* + (6 + 12+ 18)( =
=6%0- (360> +1144+1)=6(p—1)- (362 +11£+1),

skad wniosek, ze liczba n—1 dzieli sie przez liczbe 6(p—1). W takim razie jest
wielokrotnoscig kazdej z liczb p—1, 2p—2 oraz 3p—3.

Jedli liczba k dzieli sie przez p, to liczba k™ —k takze jest podzielna przez p.
Jesli za$ liczba k nie dzieli sie przez p, to z malego twierdzenia Fermata do-
stajemy

EP~'=1 (modp),

co wobec ostatniego zdania poprzedniego akapitu pocigga za soba
E""'=1 (modp).

Zatem w szczegdlnosci p dzieli liczbe k™ — k.

W analogiczny sposéb dowodzimy, ze liczba k™ — k dzieli si¢ takze przez
liczby pierwsze 2p—1 i 3p—2. Laczac otrzymane rezultaty, dochodzimy do
wniosku, ze k" —k dzieli si¢ przez p(2p—1)(3p—2) =n.

Zadanie 15. Jasminka chce powolaé komisje, ktora rozstrzygnie, czy ladniejsze sg
kotki czy aniotki. Kazdy z cztonkéw komisji wybierze aniotka z takim
samym prawdopodobienstwem p € (%, 1), przy czym decyzje poszcze-
gélnych cztonkéw komisji sa niezalezne. Komisja podejmuje decyzje
wiekszoscia gloséw, a w przypadku remisu rozstrzygniecia dokonuje
rzucajac moneta. Ktora komisja z wiekszym prawdopodobienistwem
wybierze aniotka: 2011-osobowa czy 2012-osobowa?

Rozwigzanie

Odpowiedz: Obie komisje wybiora aniotka z takim samym prawdopodo-
bienstwem.

Najpierw obliczymy prawdopodobienstwo wyboru aniotka przez komisje
2011-osobowa. Wobec nieparzystej liczby cztonkéw, w tym przypadku nie doj-
dzie do rzutu moneta. Niech A; oznacza zdarzenie, ze komisja 2011-osobowa
wybrata aniotka oraz doktadnie i sposrdd jej cztonkéw wybralo kotka. Zda-
rzenie A; nie zajdzie dla i > 1006, a jego prawdopodobienstwo dla i < 1005

wynosi
2011 i i
( i >p2011 (1-p),

gdyz sposrdd 2011 cztonkéw komisji musimy wybraé ¢, z ktérych kazdy wybie-
rze kotka z prawdopodobienstwem 1—p, pozostali zas wybiora aniotka z praw-
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dopodobienstwem p. Poniewaz wybodr aniotka przez komisje 2011-osobowa jest
sumg zdarzen A; dlai=0,1,2,...,1005, to jego prawdopodobienstwo jest réwne

1005
2011 . ;
( >p2°11 (1-p)". ()

>
i=0
Teraz zajmiemy si¢ prawdopodobienistwem wyboru aniotka przez komisje
2012-osobowa. Niech B; oznacza zdarzenie, ze komisja 2012-osobowa wybrata
aniotka oraz dokltadnie ¢ sposréd jej cztonkéw wybralo kotka. Podobnie jak
w poprzednim akapicie, stwierdzamy, ze zdarzenie B; nie zajdzie dla ¢ > 1007,
za$ jego prawdopodobienstwo dla ¢ < 1005 wynosi

2012 » ;
( . >p2012 (1_p> )

i

7

Ponadto zdarzenie Biggg zajdzie, gdy po remisowym glosowaniu aniotki zo-
stana wybrane przy pomocy rzutu moneta. Jego prawdopodobienstwo wynosi

wiec
2012 1006 1006 1
1— Lz
<1006> =5

Skoro drugie z rozwazanych w tresci zadania zdarzen jest suma zdarzen B; dla
1=0,1,2,...,1006, to jego prawdopodobienstwo jest réwne

1005
2012 2012—1 i 2012 1006 1006
1-p)’ 1—p)'0%. .
(Z( . >p (=" )+ { 1006 (1=p)"™ 5

=0

—_

Przeksztalcajac powyzsze wyrazenie, otrzymujemy kolejno:

1005
2012 2012—1 ] 2012 1006 1006 1
1 —np) 1— A
<;< ; )p =) )+ 1006 (1=p)"" 5

1005
2011 (2011 U
P t 1—1
2011 . (2011\\ 1006/, 1006 1
1—p)l0%. - —
* ((1006) " (1005)) =5
1005
2011\ o1y
=p- Z( > 2011 (1—p)—|—

1005
2011 2012—1 3 2011 1006 1006 1
i(1—p)i42- 1— =
+> <¢—1)p (1-p)'+ 1005 )7 (1-p) 5

i=1

1005 1005
2011 i i 2011 i i
—p- Z ( ) 2011 (1—p) +(1_p),z ( ; >p2011 (1—p) _

=0

1005
2011 . i
:z< | >p2°“ (1-p)

i—0 \ !
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Ostatnia suma jest réwna wyrazeniu (x), co oznacza, ze oba rozwazane praw-
dopodobienstwa sg réwne.

Zadanie 16. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD i taki punkt F
wewnatrz trapezu, ze YAED=<YBFEC =90°. Punkt S jest punktem
przeciecia przekatnych trapezu. Wykaz, ze jesli E# .S, to prosta ES
jest prostopadta do podstaw trapezu.

Rozwigzanie

Niech o1, 02 beda okregami odpowiednio o $rednicach AD i BC'. Jezeli

AC 1L BD, to YASD =<JBSC =90°, wiec punkt S nalezy do obydwu okregéw

01 1 05. Wobec tego prosta ES jest osia potegowa okregdéw o1 i 09, a zatem jest

prostopadia do prostej taczacej srodki tych okregdéw. Z kolei prosta taczaca

srodki okregéw o1, 02, czyli srodki ramion trapezu ABC D, jest réwnolegta do
podstaw tego trapezu. W tym przypadku teza zadania jest wiec spelniona.

rys. 6

Przypusémy teraz, ze proste AC i BD nie sg prostopadle. Niech K, L beda
rzutami prostokatnymi na prosta BD odpowiednio punktéw A, C' (rys. 6).
Woéwcezas S # K oraz S # L. Punkt K lezy na okregu o1, za$ L lezy na okregu
02. Ponadto proste AK i C'L sa réwnoleglte, co na mocy twierdzenia Talesa
daje

SK SA
SL  SC’

Korzystajac ponownie z twierdzenia Talesa, tym razem dla réwnoleglych

podstaw AB i C'D danego trapezu wnosimy, ze

SA SB

SC~ SD’
7 powyzszych proporcji otrzymujemy

SK SB

SL ~ SD

albo SK-SD=SL-SB.

Ostatnia réwnos¢ oznacza, ze punkt S lezy na osi potegowej okregow
01 i 0g. Réwnoéci YAED = IBEC =90° oznaczaja, ze punkt E lezy zaréwno
na okregu o érednicy AD, jak i na okregu o Srednicy BC. Punkt E jest wiec
punktem wspdlnym okregdw o1 i 09, a zatem on réwniez nalezy do osi potego-
wej tych okregéow. Jednakze o$ potegowa jest prostopadia do prostej taczacej
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srodki odcinkéw AD i BC, a wiec takze do podstaw AB i C'D, a to wtadnie
chcieliSmy udowodnié.

Mecz matematyczny

Zadanie 17. Dana jest taka liczba calkowita a, ze dla kazdej liczby calkowitej
dodatniej n liczba 2" +a jest potega liczby pierwszej o wyktadniku
catkowitym dodatnim. Wykaz, ze a jest réwne 0.

Rozwigzanie

7 tredci zadania wynika, ze 24a > 2, skad a > 0. Przypuéémy, ze istnieje
liczba catkowita a > 0, ktéra spelnia warunki zadania.

Jedli liczba a jest parzysta, to mozna ja przedstawi¢ w postaci a = 2°¢- s,
gdzie £, s sg takimi liczbami caltkowitymi, ze £ > 1 oraz s jest nieparzyste.
Woéwezas liczba

o+l 4 g —ot+l ot ¢
jest podzielna przez 2¢ i niepodzielna przez 2¢+1 — nie moze by¢ zatem potega
liczby pierwszej.

W takim razie liczba a jest nieparzysta i w zwigzku z tym 2+a jest
potega nieparzystej liczby pierwszej p o wykladniku catkowitym dodatnim.
Korzystajac z matego twierdzenia Fermata, otrzymujemy
2 +a=2+a=0 (modp), 2 '+a=2-(2""1)2+a=2+a=0 (modp),
skad wniosek, ze liczby x =2P +a oraz y = 2??"! 4+ a sg podzielne przez p.
Ale w mysl warunkéw zadania liczby te sa potegami liczb pierwszych, wiec
sg one potegami liczby p o wykladnikach calkowitych dodatnich. To wraz
z nieréwnoscia x <y dowodzi, ze liczba x jest dzielnikiem liczby y. W takim
razie liczba nieparzysta x = 2P +a jest dzielnikiem liczby

y—x=2%""1_2p=2r(2P~1 1),
Zatem 2P +a| 2P~ —1, co jest niemozliwe, bowiem 0 < 2P~1 —1 < 2P 4-q.

Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi falszywosci uczynionego przypuszczenia,
skad wnosimy, ze jedynag mozliwoécia jest a=0. W tym przypadku 2" +a=2"
istotnie jest potega liczby pierwszej o wyktadniku catkowitym dla kazdej liczby
catkowitej dodatniej n.

Zadanie 18. Wykaz, ze dla dowolnej liczby pierwszej p istnieje taka liczba catko-
wita dodatnia n, ze liczba 2™ +3" +n jest podzielna przez p.
Rozwiagzanie
Dla p=2ip=3 wystarczy dobra¢ n=1. Zatézmy wiec, ze p>3 i rozwazmy
n=2(p—1). Korzystajac z malego twierdzenia Fermata, otrzymujemy

43" 4 =(2P" 24 (3P )24 2p—2=1241240-2=0 (modp).

Zadanie 19. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag o1. Proste AB
i C'D przecinaja si¢ w punkcie P. Okrag o2 przechodzi przez punkty
A i B oraz przecina prosta CD w punktach E i F. Dowieé¢, ze
punkt P oraz $rodki okregéw opisanych na tréjkatach BCE i ADF
leza na jednej proste;j.
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Rozwigzanie
Bez straty ogélnoéci mozemy zaltozyé, ze punkt F' znajduje sie blizej
punktu P niz punkt E (rys. 7).

rys. 7

Zastosujmy inwersje wzgledem okregu o srodku w punkcie P oraz pro-
mieniu vV PA-PB. Rozpatrujac potegi punktu P wzgledem okregéw o1 i 09,
otrzymujemy

PC-PD=PA-PB=PE-PF,

co oznacza, ze obrazami punktéw B, C, E' w tej inwersji sa odpowiednio punkty
A, D, F. W takim razie obrazem okregu opisanego na trdjkacie BC'E jest okrag
opisany na tréjkacie ADF. To za$ prowadzi do wniosku, ze prosta przecho-
dzaca przez $rodki tych okregéw zawiera takze $rodek inwersji, czyli punkt P.

Zadanie 20. Okrag o jest wpisany w czworokat ABCD. Proste réwnolegte do
prostej BD sa styczne do okregu o odpowiednio w punktach K i L,
przy czym K lezy po tej samej stronie prostej BD, co punkt A.
Wykaz, ze proste AK, C'L i BD przecinaja si¢ w jednym punkcie.
Rozwigzanie
Oznaczmy przez X punkt przeciecia prostej AK z prostg BD i rozwazmy
jednokladno$é o srodku A przeksztalcajaca punkt K na X (rys. 8). Proste AB
i AD przechodzg na siebie, natomiast styczna do okregu o w punkcie K prze-
chodzi na prosta BD. Obraz o’ okregu o w tej jednokladnosci jest wiec styczny
do prostej BD w punkcie X oraz styczny do prostych AB i AD odpowiednio
w pewnych punktach Y i Z, lezacych poza odcinkami AB i AD.
7 twierdzenia o odcinkach stycznych otrzymujemy réwnosci

BX=BY, DX=DZ AY=AZ.
Wobec tego
AB+AD+BD=AB+AD+BX+DX=AB+AD+BY+DZ =AY +AZ,
co w polaczeniu z wczesniej otrzymana rownosciag AY = AZ prowadzi do za-
leznosci

AY:%MB+AD+BDy

W takim razie dostajemy

BX:BY:AY—AB:%MB+AD+Bm—AB:%BD+%MD—ABy
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Oznaczajac przez X' punkt przeciecia prostych C'L i BD oraz przeprowadzajac
analogiczne rozumowanie, otrzymujemy

BX' = %BD+%(CD—BC) )
Jednakze skoro w czworokat ABC'D mozna wpisaé okrag, to
AB+CD=BC+AD, czyli CD—BC=AD—-AB.
To za$ oznacza, ze BX = BX', czyli X = X', skad dostajemy teze.

rys. 8

Zadanie 21. Rozstrzygnij, czy istnieje czworoécian, w ktérym srodki okregéw opi-
sanych na $cianach sg wspdétliniowe.
Rozwigzanie

Udowodnimy, ze taki czworoScian nie istnieje.

Przypuéémy, ze istnieje czworoécian, w ktérym rozwazane érodki leza na
pewnej prostej k.

Niech O1, O2, O3, O4 beda srodkami okregéw opisanych odpowiednio na
tréjkatach BCD, ACD, ABD, ABC. Zalézmy bez straty dla ogdlnosci, ze
w tréjkacie ABC kat przy wierzchotku B jest najwiekszy. Wowczas punkt
O4 nie lezy ani na prostej AB, ani na BC. W takim razie jest roztaczny
z plaszczyznami ABD i BCD, a wiec nie pokrywa sie z zadnym z punktéw
O3 1 0O;.
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Punkty Oy i O4 leza na plaszczyznie symetralnej odcinka BC, wiec lezy na
niej rOwniez prosta k zawierajaca oba te punkty. Analogicznie dowodzimy, ze
prosta k nalezy do plaszczyzny symetralnej odcinka AB. W takim razie musi
pokrywac sie z prosta bedaca czescig wspdlna obu plaszczyzn, czyli prosta pro-
stopadta do ptaszczyzny ABC' i przechodzaca przez punkt O4. Stad wniosek,
ze Srodek O sfery opisanej na czworoscianie ABCD nalezy do prostej k.

Punkt O moze pokrywaé sie co najwyzej z dwoma punktami sposrdéd
01, Os, O3, O4. Rzeczywiscie, gdyby punkt O pokrywat si¢ z pewnymi trzema
z tych punktow, to musiatby naleze¢ jednoczesnie do plaszczyzn zawierajacych
pewne trzy Sciany czworo$cianu ABCD, a tym samym by¢ jednym z jego
wierzchotkow. Ale wierzcholek czworoscianu lezy na sferze opisanej na tym
czworo$cianie, nie moze by¢ wiec jej srodkiem.

W szczegdlnosdci mozemy stwierdzi¢, ze punkt O jest rézny od co najmniej
jednego z punktéw O1, Oz, O4 np. O # O;. Poniewaz punkt O; jest rzutem
prostokatnym punktu O na plaszczyzne BC D, to prosta k zawierajaca oba te
punkty jest do tej ptaszczyzny prostopadta. W takim razie ptaszczyzny ABC
i BC'D muszg by¢ rownolegle, gdyz obie sa prostopadte do prostej k. To jest
jednak niemozliwe i dowodzi falszywosci uczynionego przypuszczenia.

Uwaga

Mozna wskazaé czworoécian, w ktorym srodki okregéw opisanych na $cia-
nach leza na jednej plaszczyinie. Rozpatrzmy mianowicie taki czworoscian
ABCD, 2e ADB=<BDC =<4CDA=90°. Wtedy $rodki okregéw opisanych
na Scianach tego czworoécianu lezg w plaszczyznie tréjkata ABC.

Zadanie 22. Dany jest sze$cian 8 x 8 x 8. Czy uzywajac 64 paskdéw papieru o wy-
miarach 1 x 3 mozna pokryé jego trzy $ciany o wspdlnym wierz-
chotku?

Rozwigzanie

Odpowiedz: Nie mozna.
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rys. 10

Podzielmy kazda z trzech $cian szeScianu o wspélnym wierzchotku na 64
kwadratowe pola. Latwo przekonac sie, ze jezeli chcemy pokry¢ calg powierzch-
ni¢ Scian, kazdy z paskéw musi przykrywaé doktadnie 3 pola.
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Pokolorujmy sciany szedcianu tak jak na rysunku 10.

Woéwezas liczba pdl, ktére nie zostaly zamalowane, jest nieparzysta. Z dru-
giej strony kazdy pasek przykrywa albo zero albo dwa biate pola. Stad wniosek,
ze zadane w tresci zadania pokrycie nie jest mozliwe.

Zadanie 23. Wykaz, ze dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n warto$é wyrazenia

Al

mozna przedstawi¢ w postaci a dla pewnych liczb catkowitych

dodatnich a, b.

Rozwigzanie

Udowodnimy, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi réwnosé

> ()6 ()=
(")

Rozwazmy grupe ztozona z 2n dzieci. Chcemy pewnym n dzieciom daé
jabtko oraz pewnym n — gruszke, przy czym cze$¢ dzieci otrzyma oba te
owoce. Zbadajmy, na ile sposobéw mozna to uczynié.

co wobec wzoru

/§
=
Il

k

dowiedzie tezy zadania.

Aby otrzymacé lewa strone dowodzonej réwnoéci, ustalmy liczbe k, przy
czym 0<k<n, i wybierzmy z danej grupy k dzieci, ktérym damy tylko jabtko.
Mozemy to uczynié na (2,?) sposob6éw. Nastepnie z pozostalych 2n —k dzieci
wybierzmy n i dajmy kazdemu z nich gruszke — mozemy to uczyni¢ na (Q"n_k)
sposobow. W koncu, sposréd n dzieci, ktore dostaty juz gruszke, wybierzmy
n—Fk i dajmy im jeszcze jablko. To mozna uczyni¢ na (, ", ) sposobéw. Sumujac
takie wybory po 0 <k < n, dostajemy liczbe

2”: <2n> <2n—k> ( n >
s\ k n n—k
7 drugiej strony mozemy najpierw wybraé¢ sposrod wszystkich dzieci n,

ktérym damy jabtko (na (2:) sposobow); a nastepnie znéw z wszystkich dzieci

wybraé n, ktérym damy gruszke (znowu na (27?) sposob6w). Liczba wszystkich
takich wyboréw jest wiec réwna prawej stronie dowodzonej rownosci, czyli

()
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Zadanie 24. Koko i Spoko graja w nastepujacg gre. Na poczatku gry na stole
znajduje sie n monet o nominale 1 EURO kazda. Ruch polega na
zabraniu ze stolu jednej monety, czterech monet lub liczby monet
bedacej dzielnikiem pierwszym kwoty na stole. Gracze wykonuja ru-
chy na przemian, zaczyna Koko. Wygrywa ten, kto zabierze ze stotu
ostatnig monete. Rozstrzygnij, w zaleznosci od n, ktory z graczy ma
strategie wygrywajaca.

Rozwigzanie

Strategia wygrywajaca jest pozostawianie na stole liczby monet podziel-
nej przez 6. Poniewaz zero jest liczba podzielng przez 6, a z kazdym ruchem
zmniejsza sie liczba monet na stole, wiec gracz, ktéory w trakcie gry bedzie
stosowal taka strategie, wygra.

Jezeli liczba monet na stole jest podzielna przez 6, to gracz wykonujacy
w tym momencie ruch nie moze pozostawié¢ na stole liczby monet podzielnej
przez 6. Wymagatoby to bowiem odjecia liczby podzielnej przez 6, co nie jest
zgodne z regutami gry.

Jedli natomiast liczba monet na stole nie jest podzielna przez 6, to mozna
wykonaé ruch pozostawiajacy na stole liczbe monet bedaca wielokrotnoscia 6.
Istotnie — jesli liczba monet na stole daje reszte 1 lub 4 z dzielenia przez 6,
to mozna zabra¢ odpowiednio jedng lub cztery monety. Gdy reszta ta wynosi
2 lub 3, liczba jest podzielna odpowiednio przez 2 lub 3, wiec mozna zabraé
wlasdnie tyle monet.

Pozostal do rozpatrzenia przypadek, gdy liczba monet na stole jest postaci
¢ =06k+5 (gdzie k jest pewna liczba calkowita nieujemna). Wykazemy, ze
wéwcezas £ ma dzielnik tej samej postaci. Zauwazmy, ze liczba £ nie dzieli sie
ani przez 2 ani przez 3, zatem wszystkie jej dzielniki pierwsze daja reszte 1
lub 5 z dzielenia przez 6. Jednakze iloczyn liczb dajacych reszte 1 z dzielenia
przez 6 takze daje reszte 1 z dzielenia przez 6. To za$ oznacza, ze £ ma pewien
dzielnik d dajacy reszte 5 z dzielenia przez 6. Zabranie wéwczas d monet
pozostawia na stole liczbe monet podzielna przez 6.

W takim razie dla liczb n podzielnych przez 6 strategiec wygrywajaca ma
Spoko, a dla pozostalych Koko.

Zadanie 25. Ciag (an) jest okreslony nastepujaco: ap =2 oraz a,+1 =2a2 —1 dla
catkowitych nieujemnych n. Wykaz, ze liczba a21021 nie jest podzielna
przez 2012!+1.

Rozwigzanie

Przypusémy, ze liczba asigor dzieli sie przez 2012!4+1. W szczegdlnosci
oznacza to, ze w rozwazanym ciggu istniejg wyrazy podzielne przez 2012!+1.

Wybierzmy zatem sposrdd nich wyraz a; o najmniejszym indeksie t. Wowczas

oczywiscie t < 2102!.

Zauwazmy najpierw, ze jesli pewien wyraz rozwazanego ciagu daje reszte 1

z dzielenia przez 2012!+1, to nastepny — i w konsekwencji wszystkie kolejne

wyrazy — takze daje reszte 1 z dzielenia przez 2012!+ 1. Jedli bowiem

as=1 (mod2012!+1)
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dla pewnej dodatniej liczby catkowitej s, to takze
as11=2a2—1=2-1>-1=1 (mod 2012!+1).
Skoro a; dzieli sie przez 2012!+1, to
a1 =2a7-1=2-0>~1=-1 (mod2012!+1)
oraz

arpo =202, —1=2-(—1)2~1=1 (mod 2012!+1).

Zatem wszystkie wyrazy a;io,as13,... daja reszte 1 z dzielenia przez 2012!+1.
Wynika stad w szczegdlnoscei, ze ¢+ 2 > 2102!, co w polaczeniu z nieréwnoscia
t<2102! oznacza, ze t=2102! lub t=2102!—1. Druga z tych réwnoéci nie moze
mie¢ jednak miejsca, gdyz woéwcezas asipor =ar+1=—1 (mod 2012!4-1), co jest
sprzeczne z zalozeniem poczynionym na poczatku rozwiazania. Stad t=2102!.

7 drugiej strony z zasady szufladkowej Dirichleta otrzymujemy, ze wsréd
201242 liczb ag,aq,...,a20121+1 istnieja dwie dajace jednakowe reszty z dzie-
lenia przez 2012!4 1. Niech to bedg liczby ax oraz agy¢, przy czym £ >0 oraz
k, k40<2012!4+1. Wowczas, skoro ai =aj,, (mod2012!+1), to réwniez

apt1=2a; —1=2aj,,—1=apie41 (mod2012!+1).

Powtarzajac to rozumowanie stwierdzamy, ze dowolne dwa wyrazy ciagu (a,)
o indeksach wigkszych od k oraz rézniacych sie o ¢ daja takie same reszty
z dzielenia przez 2012!+1.

Poniewaz t+2—£¢>2102!4+2—-2012!—1>2012!+1 > k, wiec
At42—0 =A¢42 =1 (mod 2012'+1) .

Stad i z drugiego akapitu wynika, ze wszystkie wyrazy ciagu poczawszy od
atro—p¢ dajg reszte 1 z dzielenia przez 2012!+1. To jest jednak niemozliwe,
bowiem >0, wiec t+2—£<t+1, a jednoczesnie wiemy, ze a;41 daje reszte —1
z dzielenia przez 2012!4+1. W takim razie uczynione na poczatku rozwigzania
przypuszczenie byto falszywe, co konczy rozwigzanie zadania.

Zadanie 26. Wykaz, ze dla dowolnych niezerowych liczb rzeczywistych a, b, ¢
spelniona jest nieréwnosé

1 1 b b
2b2+§+§+5+2+m22\/§'

Rozwigzanie

7 nieréwnosci miedzy $rednig kwadratowa i arytmetyczng dla dodatnich
liczb 2a? i 2¢? otrzymujemy

222 222 22 22
\/2a4+204—\/(a) ;—(C) > a4 ;— ¢ =a’+c%.
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Stad dostajemy
1 1 b b
2%+ — + S +—+-+V2a+2c4—2V3>
a®? 2 a c

1 1 b b
>20°+ S+ +—+-+a’+c?—2V3=
a? ¢ a ¢

V3o (v 1\? 1\2
e _— _— - N >
<2a “) T2 ¢ +<b+2a> +<b+2c> v
co daje teze.

Zadanie 27. Wyznacz najwicksza warto$¢ wyrazenia
T1T2X3 +T2X3T4+ ...+ 2201022011T2012 + T2011L201221 + T2012T122
gdzie x1, T2, ..., 2012 sa liczbami rzeczywistymi nieujemnymi spet-
niajacymi warunek x1+x2+ ...+ 22012 =2012.
Rozwigzanie
Mozemy bez straty ogdlnosci przyjacé, ze x¢ jest najwieksza liczba spo-
sroéd xq, xa, ..., x2012 (jezeli najwiekszych liczb jest wiecej niz jedna, za xg
przyjmujemy dowolna z nich). Mamy wéwczas
T1T2X3+T2X3T4+ ...+ T20107201122012 + T201122012%1 + 20122122 <
S T122%3 +X2T3T4 + ...+ 22010T2011%2012 T T201122012%6 T T6L1 L2
< (.751 +a:4+. . .+.732011)(x2 +$5+.. .+$2012)(l‘3+x6+.. .+$2010)
(xl +m2+...+x2012)3 B (2012)3
3 3 '
W ostatnim z zastosowanych szacowan skorzystaliSmy z nieréwnosci migdzy
srednimi arytmetyczng i geometryczna trzech liczb.

Pozostaje zauwazy¢, ze réwno$¢ w powyzszej nieréwnosci jest osiggana na

przykiad dla

<
<

N

2012
1’1:$6:$2012:T oraz Io=...=I5=x7—=—...=T2011 =0.

W takim razie najwicksza warto$cia danego w tresci zadania wyrazenia jest
: 2012\ ?
liczba T .






Regulamin meczu matematycznego

Ustalenia wstepne

1. W meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swo-
jego grona Kapitana.

2. W pierwszej fazie meczu obie druzyny rozwigzuja 11 zadan dostarczo-
nych przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwiazan przy tablicy.
Druga faza meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

3. Ekipy na przemian wywoluja druzyne przeciwna do zreferowania przy
tablicy rozwiazania jednego z niewybranych dotad zadan. Numer zadania jest
wybierany przez druzyne wywolujaca. Wywolywanie rozpoczyna druzyna wy-
losowana tuz przed rozgrywka.

4. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje
zadanie. Dalszy przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywolane;j.

Jesli druzyna wywolana przyjmuje zadanie...

5. Druzyna wywotana staje si¢ druzyna referujaca.

6. Zawodnika druzyny referujacej, ktéry przedstawia rozwiagzanie przy
tablicy, wyznacza Kapitan druzyny przeciwne;j.

7. Zawodnik moze byé wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik
z jego druzyny zakonczyt referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie mozna
wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego samego zadania. Jezeli do refero-
wania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod tablica swego
zastepce.

8. Osoba referujaca nie moze korzysta¢ z notatek, ani konsultowaé sie
ze swoja druzyna. Druzyna przeciwna nie moze przeszkadzaé¢ lub przerywaé
referujgcemu.

9. Kapitan druzyny referujacej moze odwolywaé osoby referujace dowolna
liczbe razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowadé z referowania. Wowczas
Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje kolejng osobe druzyny referujacej do
kontynuowania rozwiazania przy tablicy na zasadach opisanych w punktach
7 i 8. Druzyna zmieniajaca referujacego traci n punktéw przy swojej n-tej
zmianie w czasie meczu.

10. Laczny czas na zreferowanie rozwigzania przez druzyne referujaca
wynosi 10 minut. Po uplywie tego czasu Jury moze przerwaé referowanie,
poprosié¢ o streszczenie dalszej czesci rozwigzania lub pozwoli¢ na dalsze refe-
rowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje nadzieje
na poprawnos¢ i zbliza sie do konca.

11. Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwiazania zostato
zakonczone, druzyna przeciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do poprawnoéci
rozwigzania, a nastepnie referujacy odpowiada na te zastrzezenia.



12. Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrocita uwage na bledy
lub luki dyskwalifikujace rozwiazanie, ma ona prawo do zreferowania brakuja-
cych czedci rozwiazania na zasadach okreslonych w punktach 6 — 11.

13. Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przy-
znaje obu druzynom nieujemne liczby punktow o sumie nie przekraczajacej 10
punktéw. Druzyna, ktéra przedstawita poprawne rozwiazanie, otrzymuje co
najmniej 7 punktéw.

Jesli druzyna wywolana nie przyjmuje zadania...

14. Druzyna wywolujaca staje sie druzyng referujaca i prezentuje rozwig-
zanie zgodnie z zasadami okreslonymi w punktach 6 — 11.

15. Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktéw,
jezeli zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesied)
punktéw w przeciwnym przypadku. Jury moze réwniez przydzieli¢ druzynie
przeciwnej punkty za wskazanie luk lub btedéw w przedstawionym rozwiaza-
niu.

Ustalenia koncowe

16. Rozgrywka konczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku remisu
wywoluje si¢ dodatkowo 2 zadania.

17. Przewodniczacy Jury moze naltozyé kare punktowa na druzyne za
niezgodne z niniejszym regulaminem zachowania jej zawodnikdw.

18. Interpretacja regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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