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Wstep

Obdz Naukowy Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow odbyt sie po
raz pierwszy w 2011 r. Zakwalifikowano na niego 20 najlepszych laureatéw
VI edycji OMG (2010/2011) z mtodszych klas gimnazjum. Uczestnicy Obozu
rywalizowali ze sobg w codziennych zawodach indywidualnych, rozegrali mecz
matematyczny (regulamin meczu znajduje sie na koncu niniejszej broszury),
a takze mieli okazje wystuchaé¢ wielu odczytéw o tematyce olimpijskie;j.

Od 2012 roku Komitet Gtéwny OMG organizuje dwa Obozy Naukowe.
Pierwszy z nich (poziom OM) przeznaczony jest dla laureatéw OMG z klas
trzecich gimnazjum, ktorzy koncza swoje zmagania z OMG, a rozpoczynaja
z OM, czyli Olimpiada Matematyczng na poziomie ponadgimnazjalnym. Drugi
Obéz (poziom OMG) przeznaczony jest dla mlodszych gimnazjalistow. Kazdy
z Obozéw trwa tydzien, a kwalifikacja przeprowadzana jest na podstawie wy-
nikéw uzyskanych na finale OMG.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania (wraz z rozwigzaniami) z Obo-

zu na poziomie OM, ktéry odbyt si¢ w dniach od 25-31 maja 2014 roku w miej-
scowosci Perzanowo (woj. mazowieckie), w gospodarstwie agroturystycznym
Relax. Wziglo w nim udzial nastepujacych 20 uczniéw wytonionych na pod-
stawie wynikéw uzyskanych na zawodach trzeciego stopnia IX edycji OMG
(2013/2014):
Jakub Boguta, Jakub Brojacz, Maciej Dziuba, Tomasz Grzeskiewicz, Twona
Kotlarska, Adrian KoZluk, Jan Lebioda, Rafal Lyzwa, Wojciech Mitros, Jan
Olkowski, Bogna Pawlus, Pawel Poczobut, Dominik Rafacz, Blazej Rozwoda,
Jan Rownicki, Jakub RozZycki, Philip Smolenski, Szymon Stolarczyk, Magda-
lena Szybka oraz Mariusz Trela.

Kadre Obozu stanowili:

Jerzy Bednarczuk, Sylwester Blaszczuk, Lukasz Bozyk, Tomasz Cie$la, Szymon
Kanonowicz oraz Jarostaw Wroblewsk:.

W ramach zawoddéw indywidualnych mozna bylo uzyskaé 132 punkty.
Trzy najlepsze wyniki to: 89 punktéw, 74 punkty i 61 punktéw. Aby utatwié
Czytelnikowi ocene trudnosci poszczegdlnych zadan, opracowano tabele punk-
tacji uczestnikéw Obozu dla poszczegdlnych zadan (zob. nastepna strona).

Mamy nadzieje, ze publikacja zadan z Obozu wraz z pelnymi rozwiaza-
niami pozwoli wigkszej liczbie ucznidéw zapoznaé sie z nimi i bedzie stanowié
cenny material w przygotowaniach do Olimpiady.

Komitet Glowny Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow



Zestawienie ocen z zawoddéw indywidualnych

Zad: | (P55 | 5. a2y a0 p
1. ) 0 0 15
2. 16 0 1 3
3. 1 0 0 19
4. 0 8 0 12
5. 16 0 0 4
6. ) 1 0 14
7. 8 2 0 10
8. 8 1 1 10
9. 1 0 1 18
10. 0 0 0 20
11. 2 2 0 16
12. 1 0 0 19
13. 8 0 0 12
14. 8 5 0 7
15. 4* 0 0 16
16. 0 0 0 20
17. 11 1 0 8
18. 5 0 0 15
19. 3 1 0 16
20. 2 3 0 15
21. 6 0 0 14

* w tym jedna praca oceniona na 12 punktéw (patrz tres¢ zadania 15).



Tresci zadan

Pierwsze zawody indywidualne

1. Na bokach BC' i CD kwadratu ABCD wybrano takie punkty E i F,
ze SFAE =45°. Odcinki AE i AF przecinaja przekatna BD kwadratu od-
powiednio w punktach G i H. Wykaz, ze pole trojkata AGH jest réwne polu
czworokata EGHF'.

2. Wielomian W (z) ma wspdlczynniki catkowite. Udowodnij, ze dla kaz-
dej liczby calkowitej n i kazdej liczby pierwszej p liczba
W(n—p)—2-W(n)+W(n+p)
jest podzielna przez p?.

3. Udowodnij, ze w rozwinigciu dziesietnym liczby
(5++/26)"

na pierwszych 2014 miejscach po przecinku nie wystepuje cyfra 7.

4. W okrag w wpisany jest taki pieciokat ABCDE, ze AE=BC=CD.
Proste AB i DFE przecinaja sie w punkcie F. Udowodnij, ze Srodek okregu
opisanego na trojkacie BDF lezy na okregu w.

5. Udowodnij, ze dla kazdej pary liczb rzeczywistych z, y zachodzi nie-
réwnosé
Sry <x*+y*+8.

X 32014

6. Rozstrzygnij, czy prostokat o wymiarach 102014 mozna pociaé

na prostokaty o wymiarach 5 x 6.

7. Rozstrzygnij, czy istnieje taki ostrostup pieciokatny, ktérego wszystkie
Sciany boczne sa tréjkatami prostokatnymi i ktéry mozna rozciaé na takie
dwa ostrostupy czworokatne, ktérych wszystkie Sciany boczne sa tréjkatami
prostokatnymi.

8. Udowodnij, ze wsrdd liczb postaci 2 +3", gdzie n jest liczbg catkowita
dodatnig mniejsza od 10?°14, jest mniej niz 10000 liczb pierwszych.

Drugie zawody indywidualne

9. Liczba n jest iloczynem czterech réznych liczb pierwszych wiekszych
od 100. Udowodnij, ze istniejg takie rézne dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, d
mniejsze od n/4, ze liczby a® — b2, b? —c?, ¢? —d? sa podzielne przez n.
10. Na prostych zawierajacych boki BC, C' A, AB trbjkata ABC wybrano
odpowiednio po dwa punkty A; i As, By i Bg, C1 1 Cy w taki sposéb, ze
A1A=AB=BB;, Bi1B=BC=CC;, CiC=CA=AA;.
Wykaz, ze srodki ciezkosci trojkatéw A1 B1C1 i A3 BoCs pokrywaja sie.
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11. Udowodnij, ze dla kazdej pary liczb rzeczywistych = <y zachodzi

nierownosé
z+ Wy +16 <y+ 'V/216 +16.

12. Rozstrzygnij, czy kwadrat o boku 28 mozna pocia¢ na prostokaty,
z ktorych kazdy ma wymiary 1 x 10 lub 1 x11.

Trzecie zawody indywidualne

13. W czworokacie wypuklym ABCD o osi symetrii BD przekatne prze-
cinaja si¢ w punkcie S. Na odcinkach AS i C'S wybrano odpowiednio takie
punkty K i L, ze SK =SL. Proste BL i C'D przecinaja sie w punkcie M,
a proste DK i AB przecinajg sie w punkcie N. Wykaz, ze punkty M, N, S
leza na jednej proste;j.

14. Dana jest liczba pierwsza p oraz takie dodatnie liczby calkowite
m, n, ze m=n (mod p(p—1)). Udowodnij, ze m™ =n" (mod p).

15. Przyjmij n =21 (wersja latwiejsza) lub n =19 (wersja trudniejsza
za podwdjna liczbe punktéw), a nastepnie udowodnij, ze wsréd dowolnych
n oséb istnieja trzy osoby, z ktérych zadne dwie si¢ nie znaja lub szesé o0sob,
z ktérych kazde dwie sie znaja.

16. Rozstrzygnij, czy istnieje wieloscian wypuktly, ktéry ma doktadnie
pie¢ Scian trojkatnych i doktadnie trzy wierzchotki, w ktérych schodza sie trzy
krawedzie.

Czwarte zawody indywidualne

17. Dla liczby pierwszej p, na potrzeby tego zadania, liczbe catkowita n
nazwiemy p-fajng, jezeli liczba (n+1)P —nP —1 jest podzielna przez p?.

Udowodnij, ze liczba n jest p-fajna wtedy i tylko wtedy, gdy liczba n+p
jest p-fajna.

18. Rozstrzygnij, czy istnieja dodatnie liczby catkowite k, m, n spetnia-
jace réwnosé

BV A+ VT =(5+VT)"

19. Dany jest nieréwnoramienny tréjkat ostrokatny ABC, ktérego wyso-
kosci przecinaja sie w punkcie H. Punkty X, Y lezg odpowiednio na odcinkach
CA, CB, przy czym czworokat C X HY jest réwnolegtobokiem. Wykaz, ze $ro-
dek okregu opisanego na trojkacie ABC lezy na symetralnej odcinka XY

22014

20. Rozstrzygnij, czy kwadrat o boku mozna podzieli¢ na kwadraty,

z ktorych kazdy ma bok 3 lub 5.
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22014

21. Rozstrzygnij, czy kwadrat o boku mozna podzieli¢ na kwadraty,

z ktérych kazdy ma bok 3, 5 lub 7.

Mecz matematyczny

22. Niech a,, =[n-v/2] dla n=1,2,3,... oraz niech (b,) bedzie rosnacym
ciagiem ztozonym ze wszystkich dodatnich liczb catkowitych niewystepujacych
w ciagu (ay). Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby calkowitej n liczby
an 1 b, sa tej samej parzystosci.

Uwaga: Symbolem [z] oznaczamy najwigksza liczbe catkowita, ktéra nie jest
wieksza od liczby .

23. Punkt P wybrano na podstawie AB ostrokatnego trdjkata rowno-
ramiennego ABC'. Punkty E i D sa symetryczne do punktu P odpowiednio
wzgledem prostych AC'i BC. Odcinki AD i BE przecinajg sie w punkcie Q.
Udowodnij, ze prosta PQ przechodzi przez pewien punkt niezalezny od wy-
boru punktu P.

24. W kwadracie o boku 48 umieszczono 100 tréjkatéw (niekoniecznie
roztacznych) o sumie pél réwnej 600 i sumie obwodéw réwnej 1200. Udowodnij,
ze w danym kwadracie mozna umieéci¢ koto o promieniu 1, ktérego wnetrze
jest roztaczne z wnetrzami tych tréjkatow.

25. Liczby rzeczywiste a1,a2,as,...,a99 spelniaja warunek
(I1+a1)(14a2)(1+as3)...(14+agg) =100.

Wykaz, ze
(14+a?)(1+2a2)(1+3a2)...(1+99ay) > 100.

26. Rozstrzygnij, czy istnieje taki wielokat wypukty, ze kazda jego prze-
katna ma taka sama dlugosé jak pewnien jego bok oraz kazdy bok wielokata
ma taka sama dlugosé jak pewna jego przekatna.

27. Interesuja nas takie liczby naturalne, ktére maja doktadnie jedno
przedstawienie w postaci ab+2a+ 3b, gdzie a, b sa dodatnimi liczbami catko-
witymi. Wykaz, ze takich liczb jest nieskonczenie wiele.

28. Udowodnij, ze spoéréd dowolnych 64 wierzchotkow 2015-kata forem-
nego mozna wybraé cztery, ktore sg wierzchotkami trapezu.

29. Okrag w jest opisany na trojkacie ABC. Okrag o jest styczny do od-
cinkéw AC' i BC odpowiednio w punktach K i L oraz styczny wewnetrznie
do okregu w. Okregi 01 i 02 sa styczne wewnetrznie do okregu w oraz ze-
wnetrznie do okregu o odpowiednio w punktach K i L. Wykaz, ze istnieje
prosta styczna do okregéw o, 01, 0s.
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52014

30. Rozstrzygnij, czy réwnanie a4 b = ma rozwigzanie w liczbach

catkowitych a, b niepodzielnych przez 5.

_ 52014

31. Rozstrzygnij, czy réwnanie a4 b3 +c? ma rozwigzanie w licz-

bach catkowitych a, b, c.

32. Czworoécian ABCD ma te wlasnosé, ze suma katéw plaskich przy
wierzchotku A jest réwna sumie katéw plaskich przy wierzchotku B, a suma
katéw ptaskich przy wierzchotku C jest rowna sumie katéw ptaskich przy wierz-
chotku D. Udowodnij, ze AC = BD.



Rozwiazania zadan

Pierwsze zawody indywidualne

Zadanie 1. Na bokach BC i CD kwadratu ABCD wybrano takie punkty E i F,
ze YFAE =45°. Odcinki AE i AF przecinaja przekatnag BD kwa-
dratu odpowiednio w punktach G i H. Wykaz, ze pole trojkata AGH
jest réwne polu czworokata EGHF'.

Rozwigzanie

Niech S bedzie punktem przeciecia przekatnych kwadratu ABCD (rys. 1).
Zauwazmy, ze SHSA=<IEBA=90° oraz YHAS =45° — 4SAG = 4FAB.
Wobec tych réwnoéci trojkaty HSA i EBA sa podobne na mocy cechy kat—kat.

D F C
E
G
A B
rys. 1

Tréjkat ABS jest réwnoramienny oraz <ASB =90°, wiec AB=+/2-AS.
7 powyzszego podobienstwa wynika, ze
AE AB
—=—=V2.
AH AS V2
Postepujac analogicznie, dowodzimy, ze
A

F
aa-Vv?

Wéwcezas podobne sa trojkaty AFE i AGH na mocy cechy podobienstwa
bok—kat—bok, a skala podobienstwa wynosi

AE AF

S NGY

AH AG V2
Oznaczmy przez [F] pole figury F. Stosunek pdl tréjkatéw podobnych jest
réwny kwadratowi skali podobienstwa, wiec [AF E]=2-[AGH]. Ponadto mamy

[AFE)=[AGH]+ |[EGHF]. Stad otrzymujemy réwno$¢ [AGH|=[EGHF].
Zadanie 2. Wielomian W (z) ma wspo6lczynniki catkowite. Udowodnij, ze dla
kazdej liczby catkowitej n i kazdej liczby pierwszej p liczba
W(n—p)=2-W(n)+W(n+p)

jest podzielna przez p?.
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Rozwigzanie

Udowodnimy najpierw postulowana podzielno$é dla jednomianéw postaci
Wy (x) =2, gdzie k jest nieujemna liczba catkowita. Korzystajac ze wzoru
dwumianowego Newtona, uzyskujemy

Wi(n—p)—2-Wi(n)+Wi(n+p) = (n—p)* —2n* + (n+p)* =

= (o (B () g () s 1) -

n (nk+ (/D b1yt <§> nk=2p2 4 <7§> nk—3p3_|_m+pk> — g,

gdzie a jest pewna liczbg catkowita. Korzystajac z udowodnionej podzielnoéci
w oczywisty sposéb otrzymujemy teze zadania dla jednomianéw postaci azz”,
gdzie ay, jest liczba catkowita. W takim razie, teza zadania zachodzi réwniez

dla wielomianéw o wspélczynnikach catkowitych w ogdlnej postaci

W(z)= alﬂk +ak—1l'k_1 +...+aix+ap.

Zadanie 3. Udowodnij, ze w rozwinieciu dziesigtnym liczby
(5-+/26)2014

na pierwszych 2014 miejscach po przecinku nie wystepuje cyfra 7.
Rozwigzanie
Uzywajac wzoru dwumianowego Newtona, wnioskujemy, ze istniejg takie
liczby calkowite dodatnie a, b, ze

(5+v/26)%°" = a+bv/26.

Zauwazmy, ze na podstawie tego samego wzoru uzyskujemy réwniez, ze

(5—v26)2"" =a —bv/26.
Wobec tego liczba (5+1/26)2°M + (5 —1/26)2014 jest catkowita.

Oznaczmy kolejno z = (5++/26)201, y=(5—1/26)2°'4. Ponadto niech {z}
oznacza cze$é ulamkows liczby z. Poniewaz |5 — /26| < 1/10, wiec zachodzi
y<1/10%01 a jako ze liczba y jest dodatnia, to w szczegdlnosci spetniona jest
réwno$é¢ y = {y}. Poniewaz z, y nie sa liczbami calkowitymi (a nawet sa nie-
wymierne) i ich suma jest catkowita, wigc musi zachodzi¢ {z}+{y}=1. Stad
wnioskujemy, ze {z}=1—{y}>1-1/102"'4 zatem na pierwszych 2014 miej-
scach po przecinku rozwiniecia dziesigtnego liczby x wystepuja tylko cyfry 9.
W szczegblnosci nie wystepuje tam cyfra 7.

Zadanie 4. W okrag w wpisany jest taki pieciokat ABCDE, ze AE=BC=CD.
Proste AB i DFE przecinaja si¢ w punkcie F'. Udowodnij, ze srodek
okregu opisanego na trojkacie BDF' lezy na okregu w.
Rozwigzanie
Niech C'M bedzie $rednica okregu w (rys. 2). Udowodnimy, ze punkt M
jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie BDF.
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Punkty B i D sg symetryczne wzgledem prostej CM, wiec MB=MD.
Pozostaje udowodnié, ze punkt F' nalezy do okregu o érodku M i promieniu
MB, czyli ze BFD = {4¥BMD.

rys. 2

7Z réwnoéci SACE = JCED (katéw wpisanych w okrag w opartych na
przystajacych lukach) wynika, ze proste AC i DE sa réwnolegte. Stad

IBFD =<YBAC =<4BMC = %§(BMD,
co konczy rozwigzanie zadania.

Zadanie 5. Udowodnij, ze dla kazdej pary liczb rzeczywistych x, y zachodzi nie-
rownosé
8xy < 1:4+y4—|—8.

Rozwigzanie
Sposob 1
Zauwazmy, ze wyrazenie

:1:4~|—y4+8—8:cy::z4 —2m2y2+y4+2x2y2 —8zry+8= (332 —y2)2+2(xy—2)2

jest suma kwadratow dwoch liczb rzeczywistych. Zachodzi zatem nieréwnosé
x* +y* +8—8xy > 0, ktéra jest rtéwnowazna tezie zadania.

Sposob 11
Na mocy nieréwnosci pomiedzy Srednia arytmetyczna a geometryczna
zastosowanej dla nieujemnych liczb 24, y4, 4, 4, otrzymujemy

oyt 8=t fyta+4> a2t yt 44 =8|ay| > 8ay.

%3201 mozna pociaé

Zadanie 6. Rozstrzygnij, czy prostokat o wymiarach 102014
na prostokaty o wymiarach 5 x 6.
Rozwigzanie
Udowodnimy, ze taki podzial prostokata jest niemozliwy, a nawet udo-
wodnimy wigcej: danego w zadaniu prostokata nie mozna pociaé na prostokaty
o wymiarach 1 x 6.
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W tym celu podzielimy prostokat na kwadraty jednostkowe zwane dalej
polami i ponumerujemy lub pokolorujemy je w odpowiedni sposéb. Poniewaz
102014 =22 (mod 6) oraz 32°'* =21 (mod 6), a numerowania lub kolorowania
beda okresowe w poziomie i pionie z okresem 6, wigec sposoéb numerowania lub
kolorowania przedstawimy na przyktadzie prostokata o wymiarach 22 x 21.

Sposob 1
Ponumerujmy pola prostokata jak na rysunku 3.

1121345611234 |5|6]1|2(3|4(5|6|1]|2]|3]|4
2134|5161 (2|3(4|5]6|1|2|3(|4|5|6|1]|2|3|4|5
314|5|16(1(2]3|4(5]6|1|2]3(4|5|6|1(2|3|4|5|6
4151611234561 ]|2(3]4(5]|6[1]|2]3]4]5|6|1
5161|2345 |16[]1|2|3|4|5|6|1|2|3|4]|5|6]|1|2
611234561234 |5|6|1|2|3|4|5]|6|1]|2|3
1121314561234 |5|6]1|2(3|4(5|6|1]|2]|3]|4
2134|5161 (2|3[4|5]6|1|2|3(|4|5|6|1]|2|3|4|5
3145|6123 |4(5[6|1|2]3(4|5|6|1(2|3]|4|5|6
4151611234561 ]|2(3]4(5]|6[1]|2]3]4]5|6|1
5161|123 |4|5|6[1|2]3(4|5|6|1|2|3|4]|5|6]|1|2
611(2|3[4|56|1(2|3|4|5|6|1[|2|3|4|b5]|6|1]|2|3
1121345611234 |5|6]1|2(3|4(5|6|1]|2]3]|4
2134|5161 (2|3(4|5]6|1|2|3(4|5|6|1]|2|3|4|5
3145|6123 |4(5]6|1|2]3(4|5|6|1(2|3]|4|5|6
415161234561 ]|2(3]4(5]|6[1]|2]|3]4]5|6|1
5161|123 |4|5|16[1|2[3(4|5|6|1|2|3|4]|5|6|1|2
611(2|3[4|56|1(2|3|4|b5|6|1[|2|3|4|b5]|6|1]|2|3
1121345611234 |5|6]1[|2(3|4(5|6|1]|2]3]|4
2134|5161 (2|3(4|5]6|1|2|3(4|5|6|1]|2|3|4]|5
3145|6123 |4(5]|6|1|2]3[4|5]|6|1(2|3|4|5|6

rys. 3

Zauwazmy, ze kazdy prostokat 1x6 pokrywajacy 6 pél pokrywa pola z réz-
nymi numerami. Poniewaz prawe dolne naroze o wymiarach 4 x 3 (zaznaczone
kolorem) zawiera jedno pole z numerem 1 i trzy pola z numerem 3, a w pozo-
stalej czesci prostokata liczby pdl z numerami od 1 do 6 sa réwne, wiec caly
prostokat zawiera wiecej pél z numerem 3 niz pél z numerem 1. Stad wynika,
ze nie jest mozliwe pokrycie danego prostokata zgodne z warunkami zadania.

Sposob 11
Pokolorujmy pola prostokata jak na rysunku 4.
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Woéwezas kazdy prostokat 1 x 6 pokrywajacy 6 pol pokrywa 0 lub 3 zama-
lowane pola. Gdyby dany prostokat dato sie wypelni¢ prostokatami 1x6, liczba
zamalowanych pdl bytaby podzielna przez 3. Tymczasem prawe dolne naroze
o wymiarach 4 x 3 zawiera dwa zamalowane pola, a liczba zamalowanych pol
w pozostalej czedci prostokata jest podzielna przez 3.

rys. 4 rys. 5

Sposob 111

Pokolorujmy pola prostokata jak na rysunku 5.

Woéwezas kazdy prostokat 1 x 6 pokrywajacy 6 pdl pokrywa 0 lub 2 za-
malowane pola. Gdyby dany prostokat dato sie wypelni¢ prostokatami 1 x 6,
liczba zamalowanych pél bylaby parzysta. Tymczasem prawe dolne naroze
o wymiarach 4 x 3 zawiera jedno zamalowane pole, a liczba zamalowanych pol
w pozostaltej czesci prostokata jest parzysta.

Sposdb IV

Pokolorujmy pola prostokata jak na rysunku 6.

Wéwczas kazdy prostokat 1 x 6 pokrywajacy 6 pél pokrywa 0, 3 lub 6 za-
malowanych pél. Gdyby dany prostokat dalo si¢ wypelnié prostokatami 1 x 6,
liczba zamalowanych pdl bylaby podzielna przez 3. Tymczasem prawe dolne
naroze o wymiarach 4 x 3 zawiera cztery zamalowane pola, a liczba zamalowa-
nych pél w pozostatej czeéci prostokata jest podzielna przez 3.

Sposob V

Pokolorujmy pola prostokata jak na rysunku 7.

Wéwezas kazdy prostokat 1 x 6 pokrywajacy 6 pél pokrywa 0, 2 lub 6
zamalowanych p6l. Gdyby dany prostokat dato sie wypelni¢ prostokatami 1x6,
liczba zamalowanych pél bylaby parzysta. Tymczasem prawe dolne naroze
o wymiarach 4 x 3 zawiera trzy zamalowane pola, a liczba zamalowanych pél
w pozostalej czedci prostokata jest parzysta.
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rys. 6 rys. 7

Zadanie 7. Rozstrzygnij, czy istnieje taki ostrostup pieciokatny, ktérego wszyst-
kie éciany boczne sa tréjkatami prostokatnymi i ktéry mozna roz-
cia¢ na takie dwa ostrostupy czworokatne, ktérych wszystkie $ciany
boczne sa tréjkatami prostokatnymi.

Rozwigzanie

Rozwazmy prostokat ABDFE o bokach dtugosci AF = BD =2, a takze

AB=DFE=1. Niech punkt M bedzie érodkiem odcinka AFE, a punkt C' bedzie

odbiciem punktu M wzgledem prostej BD (rys. 8). Wéwcezas katy M AB,

MBC,CDM, DEM sa proste.

A M E
B D
C
rys. 8 rys. 9

Niech F' bedzie punktem lezacym na prostej przechodzacej przez punkt M
i prostopadiej do ptaszczyzny zawierajacej pieciokat ABCDE, przy czym
FM =1. Wykazemy, ze ostrostup ABCDEF ma zadane wlasnosci.

Zauwazmy, ze rzutami odcinkow F'A, F'B, F'D, F'E na plaszczyzne za-
wierajaca pieciokat ABCDFE sa odcinki M A, M B, M D, M E. Poniewaz katy
MAB, MBC, CDM, DEM sa proste, wiec na mocy twierdzenia o trzech
prostopadtych katy FAB, FBC, CDF, DEF réwniez sg proste. Ponadto,
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z okreslenia punktu F' wynika, ze trojkat AEF jest réwnoramiennym tréjka-
tem prostokatnym o kacie prostym przy wierzchotku F'. Zatem kazda ze Scian
bocznych ostrostupa ABCDEF jest trojkatem prostokatnym.

Rozetnijmy ostrostup ABCDEF plaszczyzng FMC na dwa ostrostupy
czworokatne ABCMF oraz CDEMF. WykazaliSmy juz wczedniej, ze ich
Sciany boczne FAB, FBC, FCD, FDF sa trbjkatami prostokatnymi. Ich
pozostate sciany AMF, CMF, EMF maja katy proste przy wierzchotku M,
gdyz MF jest odcinkiem prostopadlym do ptaszczyzny podstawy. Warunki
zadania sg zatem spelnione.

Zadanie 8. Udowodnij, ze wsrdd liczb postaci 2" +3", gdzie n jest liczbg catko-
wita dodatnia mniejsza od 102°**, jest mniej niz 10000 liczb pierw-
szych.

Rozwiagzanie

Wykazemy, ze jesli liczba n ma nieparzysty dzielnik pierwszy, to liczba

2" +3™ jest ztozona. Niech p bedzie pewnym nieparzystym dzielnikiem pierw-

szym liczby n. Wéwczas n = pm dla pewnej dodatniej liczby catkowitej m

mniejszej od n. Wstawiajac do tozsamosci

2P P = (z4y) (P —aP Py +aP Ty -y Ty
liczby x =2™ i y= 3", wnioskujemy, ze liczba 2™ + 3" jest podzielna przez
2™m 4+ 3™ a zatem nie jest liczba pierwsza. Oznacza to, ze jesli 2" 4+ 3™ jest
liczbg pierwsza, to n jest potega dwdjki.
Poniewaz zachodzag nieréwnosci

102014 < 102016 _ 1000672 < 1024672 _ 26720 < 210000’

wiec liczba poteg dwéjki mniejszych od 1029 jest mniejsza od 10000. Stad
dostajemy, ze wéréd liczb postaci 2" 43", gdzie n < 10214, liczb pierwszych
jest mniej niz 10 000.

Drugie zawody indywidualne

Zadanie 9. Liczba n jest iloczynem czterech réznych liczb pierwszych wigkszych
od 100. Udowodnij, ze istniejq takie réozne dodatnie liczby catkowite
a, b, ¢, d mniejsze od n/4, ze liczby a*>—b*, b*>—c?, ¢ —d?* sa podzielne
przez n.
Rozwigzanie
Zapiszmy zdefiniowang w zadaniu liczbe naturalng jako n=p1-p2-ps3-pa,
gdzie p1, pa2, p3, P4 sa réznymi liczbami pierwszymi wigkszymi od 100.

Sposob 1

Wiemy, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 2 i kazdej liczby catkowitej m,
liczby m? i (p—m)? =p® —2pm+m? daja te sama reszte z dzielenia przez p.
Zatem roznych reszt z dzielenia kwadratéw liczb catkowitych przez p jest mak-
symalnie (p—1)/2+1=(p+1)/2. Prawdziwy jest nawet mocniejszy fakt, a mia-
nowicie, wszystkich reszt kwadratowych modulo p >3 jest doktadnie (p+1)/2.
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Nie bedziemy sie tu powolywaé na ten fakt, ale goraco zachecamy Czytelnika
do udowodnienia tego twierdzenia.

Kazdej dodatniej liczbie catkowitej k& mniejszej od n/4 mozna przypo-
rzadkowaé czworke uporzadkowana (kq, ks, ks, ks), gdzie liczba caltkowita k;
jest reszta z dzielenia liczby k? przez p;. Jak wspomnieliémy wczeéniej, liczba
wszystkich mozliwych takich czwérek uporzadkowanych wynosi co najwyzej

pitl pp+1 p3+1 pitl
2 2 2 2

Poniewaz kazda z liczb p; jest wicksza od 100, wiec wyzej wymieniona liczba
jest mniejsza od

1 p1> < p4>_1,014-n n
16<p1+100 Pt 0) T 16 S 15

Teraz wystarczy tylko zauwazyé, ze jesli n > 100%, to liczb catkowitych
dodatnich mniejszych od n/4 jest ponad 3 razy wiecej od n/15. Na mocy za-
sady szufladkowej Dirichleta istnieja cztery takie catkowite liczby a, b, ¢, d,
ktore maja przypisana te sama czworke uporzadkowana (r1,72,73,74). Korzy-
stajac z chinskiego twierdzenia o resztach, uzyskujemy ostatecznie, ze liczby
a?, b2, ¢%, d? daja te samg reszte z dzielenia przez n, co jest réwnowazne tezie
zadania.

Sposob 11

Zauwazmy, ze a® — (a—p1pap3)? = p1pap3(2a — p1paps).
Na mocy chinskiego twierdzenia o resztach istnieje rozwiazanie ukladu
kongruencji

r=pipeps (mod py)
r=pop3ps (mod py)
r=p3pap1  (mod p2)

x=0 (mod 2),

gdzie 0 <z <2p1p2ps <n/50. Przyjmujac 2a=x, b=[a—p1peps|, c=|a—papspal,
d = |a—p3spap1|, uzyskujemy natychmiast, ze liczby a? —b?, a® —c?, a® —d? sa
podzielne przez n, co jest rownowazne tezie zadania. Musimy jednak wczesniej
sprawdzi¢, ze liczby b, ¢, d sa parami réznymi dodatnimi liczbami catkowitymi
mniejszymi od n/4, co zostawiamy Czytelnikowi jako proste ¢wiczenie.

Zadanie 10. Na prostych zawierajacych boki BC, CA, AB tréjkata ABC wy-
brano odpowiednio po dwa punkty A; i Az, By i Bz, C1 i C2 w taki
sposoéb, ze

A1A=AB=BB;, B1B=BC=CC;, CiC=CA=AA;.
Wykaz, ze $rodki ciezkosci trojkatéw A3 B1Cy 1 A2 BaCs pokrywaja,
sie.
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Rozwigzanie

Sposob 1

7 okreslenia punktow Ay, As, By, Bs, C1, C5 wynika, ze trojkaty CC1Co
oraz CAB sg symetryczne wzgledem wysokoéci tréjkata ABC opuszczonej
z wierzchotka C. Oznacza to, ze spelniona jest réwnosé m: CT?) Podobnie
uzasadniamy, ze C' By = AB; oraz A1 Ay = OB.

Niech X bedzie takim punktem, ze czworokat AB; X Cs jest rownoleglo-
bokiem (rys. 10). Wéwczas X B; =CoA=C) B, zatem czworokat X By BC| jest
rownolegtobokiem. Podobnie uzasadniamy, ze czworokat X CoC By jest rowno-
legtobokiem.

Ay

rys. 10

Przyjmijmy, ze punkty Y oraz Z sa srodkami odpowiednio rownolegtobo-
kéw X B1BC; oraz XCsC Bsy. Poniewaz sa one $rodkami odcinkéw X B oraz
XC, wiec V7= %B—d: %m Oznaczmy punkt przeciecia odcinkéw Y Aq
i ZAs przez T. Wowczas na mocy twierdzenia Talesa otrzymujemy

AT AT
Y TZ

Skoro punkty Y, Z sa érodkami réwnolegtobokéw X B1BC i XC5C Bs,
to sa to srodki odcinkéw Cy B; oraz CyBsy. Powyzej wykazaliSmy, ze punkt T
dzieli odcinki A,Y oraz AsZ w stosunku 2:1, zatem punkt ten pokrywa sie
ze $rodkami ciezkosci tréjkatow Ay B1Cy oraz As BoCl.

Sposob 11

Oznaczmy przez D, E, I spodki wysokoéci trojkata ABC' poprowadzo-
nych odpowiednio z wierzchotkéw A, B, C' (rys. 11). Rozwazmy uklad mas,
w ktorym kazdy z punktéw A, B, C' ma mase —1, a kazdy z punktéw D, E, F
ma mase 2. Srodek ciezkosci S tego ukladu jest okreslony jednoznacznie.




18 Rozwigzania zadan

Podobnie jak w sposobie pierwszym uzasadniamy, ze punkty A;, By, Cy
sa symetryczne do punktéw B, C, A odpowiednio wzgledem punktéw D, E, F
oraz analogicznie dla punktow As, By, Cs.

Cy +

B,

rys. 11

Grupujac masy par punktéw B i D, C'i E, Ai F otrzymujemy mase 1
w kazdym z punktow Aq, B, Cq. To oznacza, ze punkt S jest srodkiem ciezko-
Sci tréjkata A1 B1C:. Analogicznie grupujac masy par punktéw C'i D, Ai E,
B i F, otrzymujemy mase 1 w kazdym z wierzchotkdéw trojkata As BoCy, wiec
punkt S jest rowniez Srodkiem ciezkosci tego trdjkata.

Zadanie 11. Udowodnij, ze dla kazdej pary liczb rzeczywistych x <y zachodzi

nieréwnosé
r+ Wyb+16 <y+ 'Y/z16+16.

Rozwiagzanie
Wielokrotnie korzystajac ze wzoru na réznice kwadratow, otrzymujemy
tozsamosé

a'® —b'% = (a®+0%) - (a* +bY) - (a® +?)- (a+Db)- (a—D). (1)
Jezeli a+b+#0, to réwnosé (1) mozna zapisa¢ w postaci
16 _b16
a—b= a (2)

(a®+0b8)-(a*+b*)- (a2 +b?)-(a+b)’
Dang w zadaniu nieréwno$¢ mozemy przepisa¢ réwnowaznie jako
19/y16 116 - 1/216 416 <y —a. (3)

Z zalozenia x <y wynika, ze prawa strona nieréwnosci (3) jest dodatnia.
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Przyjmijmy oznaczenie SL = Vy16+16+ I\€/x16+16'

Wéwezas zastosowanie tozsamoéci (2) dla a= /3164161 b= '¥/x16 +16
do réznicy wystepujacej po lewej stronie nieréwnoéci (3) oraz ponowne wyko-
rzystanie tozsamosci (1), tym razem dla a=y i b=z, prowadzi kolejno do

16 4 16) — (216 41 16 _ .16
19,16 1 16— Wpto 4 16= WO @I yTox

S2-Si-Ss- 516 82845556
_ WP +a®) (vt +at) - (v +a?) (y+a) - (y—=)
S2+84- 58 S16

_y8+x8.y4+x4.y2+x2‘y+x
So Sy Ss S16

(y—z). (4)

Zauwazmy, ze

yS ot =\ Jy10 4 [r10 < \Jy10 416+ /a10 +16= 55, (5)

gt et = g0+ {fa10 < Yo 116+ {fal0 +16 =5, ©)

vt =y + ot < Yyt 16+ oo +16= 5 @)
oraz

yra<lyl+lz)= "yo+ W16 < Wy1o 4164 W 4 16=515.  (8)

Z nieréwnosci (5)—(8) wynika, ze pierwsze cztery czynniki iloczynu (4) sa
mniejsze od 1. Ponadto czynniki pierwszy, drugi, trzeci i piaty sa nieujemne.
Zatem caly ten iloczyn jest mniejszy od y—x, co konczy dowdd nieréwnosci
danej w treéci zadania.

Zadanie 12. Rozstrzygnij, czy kwadrat o boku 28 mozna pociaé¢ na prostokaty,
z ktérych kazdy ma wymiary 1x 10 lub 1 x 11.

Rozwigzanie

rys. 12 rys. 13

Wykazemy, ze taki podzial jest mozliwy.
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Zauwazmy, ze kwadrat o boku 28 mozna rozcia¢ na cztery prostokaty
8% 20 i jeden kwadrat 12 x 12 (rys. 12). Z kolei prostokat 8 x 20 w oczywisty
sposéb daje sie ztozy¢ z 16 prostokatéw 1x 10. Pozostaje zauwazyé, ze kwadrat
o boku 12 mozna podzieli¢ na prostokaty 1x 11 (kolorowe) oraz 1 x 10 (biale)
jak na rysunku 13.

Trzecie zawody indywidualne

Zadanie 13. W czworokacie wypuklym ABCD o osi symetrii BD przekatne prze-
cinaja si¢ w punkcie S. Na odcinkach AS i C'S wybrano odpowied-
nio takie punkty K i L, ze SK = SL. Proste BL i C'D przecinaja
si¢ w punkcie M, a proste DK i AB przecinaja si¢ w punkcie N.
Wykaz, ze punkty M, N, S lezg na jednej proste;j.

Rozwigzanie

Na poczatku zauwazmy, ze punkty K i L sa symetryczne wzgledem pro-
stej BD. Oznaczmy przez N’ punkt przeciecia prostych BC' i DL. Wowczas
punkt N’ jest symetryczny do N wzgledem prostej BD, a co za tym idzie

NN'" 1 BD. Oznaczmy rzuty prostopadle punktéw M i N’ na prosta BD

odpowiednio przez P i @ (rys. 14).

rys. 14

Udowodnimy, ze M SP=<INSQ. W tym celu wprowadzmy jeszcze dwa
oznaczenia: niech X bedzie punktem przeciecia prostych DL i M P, a Y punk-
tem przeciecia prostych BL i N'Q. Na mocy twierdzenia Talesa dla prostych
PM i SC oraz katéw SDC' i LDC prawdziwe sa nastepujace réwnosci

PM DM XM

SC ~ DC  ILC

Analogicznie otrzymujemy
QN YN’
SC  LC
Przeksztalcajac otrzymane wyniki, uzyskujemy
PM SC QN'
XM LC YN’
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a co za tym idzie

PM XM
QN' YN’
Ponadto, z twierdzenia Talesa dla prostych XM, YN’ i kata X LM, a takze
dla prostych PX, SL, QN’ i kata $QDN’ wynikaja odpowiednio réwnoséci
XM XL XL PS
YN’ LN’ LN'~ SQ°
Laczac otrzymane zaleznosci, otrzymujemy
PM PM XM XL PS
QN QN YN’ LN  SQ’
wiec trojkaty MPS i NQS sa podobne na mocy cechy bok—kat—bok. Stad
IMSP =<4NSQ, czyli punkty M, N, S leza na jednej prostej.

oraz

Zadanie 14. Dana jest liczba pierwsza p oraz takie dodatnie liczby calkowite
m, n, ze m=n (mod p(p—1)). Udowodnij, ze m™ =n" (mod p).

Rozwigzanie

Zal6zmy bez straty ogdlnosci, ze m > n. Z warunku m=n (mod p(p—1))
wynika, ze m=n (mod p) oraz m=n (mod p—1). To oznacza, ze istnieja liczby
calkowite nieujemne k, [ spelniajace réwnosci m=kp+n oraz m=1I1(p—1)+n.

Jesli m=0 (mod p), to n=0 (mod p) i wéwczas m™ =0=n" (mod p),
wiec teza jest spelniona.

Jesli mZ0 (mod p), to stosujac wlasnosci kongruencji oraz mate twier-
dzenie Fermata, dostajemy

m™ = (kp+n)" =n™ =n!PD = (pp=Hlpn =1Ly =n" (mod p).

Zadanie 15. Przyjmij n =21 (wersja latwiejsza) lub n =19 (wersja trudniejsza
za podwdjng liczbe punktéw), a nastepnie udowodnij, ze wérdd do-
wolnych n oséb istnieja trzy osoby, z ktérych zadne dwie si¢ nie znaja
lub sze$¢ oséb, z ktérych kazde dwie sie znaja.

Rozwigzanie

Wersja latwiejsza (n=21).

Zal6zmy, ze pewna osoba A nie zna pewnych 6 innych oséb. Wtedy wéréd
tych 6 oséb albo pewna para sie nie zna, co po uwzglednieniu A prowadzi nas
do istnienia tréjki osob, z ktorych zadne dwie si¢ nie znaja, albo kazdy zna
kazda inna osobe, czyli mozemy wskazaé szesé oséb, z ktérych kazde dwie sie
znaja.

Jesli wstepne zatozenie nie jest prawdziwe, to A zna 15 innych oséb
(rys. 15). Wskazujemy wsréd nich dowolng osobe B i rozpatrujemy dwa przy-
padki — w grupie znajomych A osoba B albo nie zna co najmniej 5 os6b, albo
zna co najmniej 10 oséb.

Pierwszy przypadek rozpatrujemy analogicznie jak powyzej — albo wsréd
tych 5 os6b istnieja dwie, ktére sie nie znaja (pamietajac, ze nie znaja tez B),
albo kazdy zna kazdego (tu pamietajac, ze znaja tez A).
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Jedli za$ osoba B zna co najmniej 10 oséb wsrod znajomych A, to konty-
nuujemy nasze rozumowanie wybierajac z tej grupy osobe C' i patrzac, czy nie
zna ona 4 0s6b, czy tez zna ona 6 0s6b (w obu przypadkach zawezamy ten wy-
bér do wspdlnych znajomych A i B). W pierwszym przypadku teza jest praw-
dziwa po sprawdzeniu dwéch oczywistych mozliwoscei (jak we wezedniejszym
rozumowaniu). Natomiast w drugim przypadku kontynuujuemy rozumowanie
dla szeéciu wspdlnych znajomych A, Bi C.

W ten sam sposéb dowodzimy, ze teza jest prawdziwa, lub wsrdéd wspdl-
nych znajomych A, B i C istnieje taka osoba D, ktéra zna 3 innych wspol-
nych znajomych oséb A, B i C. Wéréd wspomnianych 3 wspdlnych znajomych
A, B, C'i D albo pewna para si¢ zna (zatem mamy sze$¢ oséb, ktére si¢ znaja),
albo zadna para sie nie zna, co wskazuje trzy osoby, z ktorych zadne dwie sie
nie znaja.

Jak widzimy, rozwazyliSmy wszystkie przypadki, a w kazdym z nich teza
zadania okazala sie prawdziwa.

Wersja trudniejsza (n=19).
Rozumowanie jest analogiczne do przeprowadzonego powyzej (rys. 16).
Odnotujemy tylko miejsca, w ktérych dodamy kolejny krok rozumowania.

Postugujac sie argumentem z tatwiejszej wersji zadania uzyskalibysmy, ze
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jesli nie jest prawda, ze A nie zna pewnych 6 oséb, to A zna pewne 13 0séb
(dla n =21 zamiast 13 pojawila sig¢ liczba 15). Jednak osoba A byla wybrana
dowolnie, a gdyby wszystkie osoby znaly dokladnie 13 oséb, to liczba par
znajomych wynositlaby doktadnie 19-13/2. Nie jest to jednak liczba catkowita.
Istnieje wiec osoba, ktéra zna co najmniej 14 innych oséb, dla przejrzystosci
oznaczen, niech bedzie to wladnie osoba A.

Analogicznie sprowadzamy zadanie do przypadku, gdy wsréd znajomych
osoby A jest taka osoba B, ze A i B maja co najmniej 9 wspdlnych znajo-
mych. Rozumowanie podobne jak w wersji dla n=21 prowadzi nas do sytuacji,
w ktérej wérdd tych 9 oséb istnieje osoba C, ktéra zna co najmniej 5 innych
0s6b.

Zauwazmy jednak, ze osoba C' nie byla w tym rozumowaniu w zaden
sposéb wyrdzniona. Gdyby kazda ze wspomnianych 9 oséb znala doklad-
nie 5 oséb z tej grupy, to liczba par znajomych w tej grupie bytaby réwna
doktadnie 9-5/2, co jednak nie jest liczba calkowita. Zatem wsréd tych 9 oséb
istnieje taka osoba, ktéra zna co najmniej 6 innych oséb, dla przejrzystosci
oznaczen, niech bedzie to C.

Dalsze rozumowanie przebiega identycznie jak w wersji tatwiejszej.

Zadanie 16. Rozstrzygnij, czy istnieje wieloscian wypukty, ktéry ma dokladnie
pie¢ écian tréjkatnych i doktadnie trzy wierzchotki, w ktérych scho-
dza sie trzy krawedzie.

Rozwigzanie

Przypusémy, ze istnieje wieloscian o zadanych wlasnodciach majacy k kra-
wedzi. Dla n > 3 przez s, oznaczmy liczbe Scian n-katnych tego wielo$cianu,

a przez w, — liczbe wierzchotkéw tego wieloScianu, w ktérych schodzi sie

doktadnie n krawedzi. Mamy wiec s3 =5 oraz ws=3.

Jezeli policzymy krawedzie kazdej Sciany i zsumujemy wyniki, otrzymamy
dwukrotnosé¢ liczby krawedzi omawianego wieloscianu, gdyz kazda krawedz jest
bokiem dokladnie dwdch $cian tego wieloscianu. To oznacza, ze

3s3+4s4+5s5+...=2k.
Analogicznie, jezeli policzymy krawedzie schodzace sie w kazdym wierzchotku
i zsumujemy wyniki, uzyskamy 2k, czyli
3wz + 4wy +dws + ... =2k.
Dodajac stronami otrzymane réwnosci, uzyskujemy
3(ws+s3) +4(ws+ 1) +5(ws +55) + ... = 4k.

7 drugiej strony, korzystajac ze wzoru Eulera w—k+s=2, gdzie w=ws+w4+. ..
oraz s =s3+ S84+ ... to odpowiednio liczby wierzchotkéw i Scian omawianego
wielodcianu, otrzymujemy 4k =4(w+s) —8. W takim razie

3(ws+s3) +4(ws+54) +5(ws +55)+... =
= 4(ws+s3) +4(ws+54) +4(ws+55)+...—8.
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Przeksztalcajac powyzsza zalezno$¢ oraz korzystajac z réwnosci s3 =5
i w3y =3, otrzymujemy
(ws+s5)+2(we+56) +3(wr+s7)+...=wz+s3—8=0.

Liczby ws, s5,ws, g, - - - 83 nieujemne, wiec wszystkie musza by¢ réwne 0. W ta-
kim razie z réwnosci 3s3+4s4+5s5+ ... =2k wynika, ze 15 =2k —4s4, co nie
jest jednak mozliwe, gdyz liczba 2k —4s4 jest parzysta, a zatem rézna od 15.

Uzyskana sprzeczno$é oznacza, ze nie istnieje wieloScian spelniajacy wa-
runki zadania.

Czwarte zawody indywidualne

Zadanie 17. Dla liczby pierwszej p, na potrzeby tego zadania, liczbe catkowita n
nazwiemy p-fajng, jezeli liczba (n+1)P —n? —1 jest podzielna przez p?.
Udowodnij, ze liczba n jest p-fajna wtedy i tylko wtedy, gdy liczba
n+p jest p-fajna.
Rozwigzanie
Udowodnimy nastepujacy lemat:

Lemat
Dla kazdej liczby pierwszej p oraz liczb catkowitych a, b spelniajacych
kongruencje a=b (mod p) zachodzi a? =b” (mod p?).

Dowad lematu
Niech a, b beda takimi liczbami catkowitymi, ze réznica a—b jest podzielna
przez p. Wéwczas liczba k= (a—b)/p jest catkowita i zachodzi réwnosé

a=b+k-p.

Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona, otrzymujemy

a? = (b+kp)? = (6’) b+ <11’> W kp+ (g) P2k (g) PO+
p 21.p—2, p—2 p -1, p—1 p —
+..+ b2 kP 2pP +( )bkp +()kp P =

<p—2> b p—1 P p)" P

= (g) P+ <}1’> b’ kep =P+ pb? ' kp=bP (mod p?),
co konczy dowdd lematu.

Na podstawie lematu otrzymujemy (n+p)? =nP (mod p?) oraz
(n+1+p)? = (n+1)? (mod p?),
skad
(n4+1)P —nP —1= (n+p+1)’ — (n+p)? —1 (mod p?). (1)

Teza zadania wynika bezposrednio z kongruencji (1).
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Zadanie 18. Rozstrzygnij, czy istniejg dodatnie liczby calkowite k, m, n spelnia-
Jace rownosc
BV A+VT)" =B+VT)™ (1)
Rozwigzanie
Rozumujac analogicznie jak w rozwiazaniu zadania 3, wnioskujemy, ze
z danej w tresci zadania réwnosci wynika, ze

BV A—VT)"=(5-VT)" (2)
Wymnozenie stronami réwnosci (1) i (2) prowadzi kolejno do
BV BV (A=) (A4+VT) ™ = (5-VT)" - (5+VT)",
2k.9m =18",
ok . g2m —gn .3, (3)

Po obu stronach réwnania (3) wystepuja iloczyny poteg réznych liczb pierw-
szych. Z twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki
pierwsze wynika, ze w obu iloczynach wystepuja odpowiednie liczby pierwsze
w tych samych potegach. Poréwnujac wyktadniki, otrzymujemy uktad réwnan

k=n
2m =2n,
skad k=n=m.

Zatem réwnosé (1) moze zachodzié tylko w przypadku, gdy k=m=mn
i przybiera wowczas postac

B+VD* - (A+VT)F = (6+VT)".

Poniewaz podstawy poteg wystepujacych w powyzszej rownosci sg dodatnie,
wiec ré6wnos¢ ta jest rownowazna zaleznosci

(34+VT) - (44+VT7)=5+VT.

Jednak lewa strona tej rownosci jest wicksza od 12, a prawa jest mniejsza
od 5+ 3 =8. Otrzymalismy sprzecznos¢.

Odpowiedz
Liczby k, m, n spelniajace warunki zadania nie istnieja.

Uwaga
Zmiana jednego znaku w tresci zadania zmienitaby konkluzje rozwigzania,
mozna bowiem sprawdzi¢, ze ma miejsce réwnosé

(34+V7)-(4—VT)=5+VT.

Zadanie 19. Dany jest nieréwnoramienny tréjkat ostrokatny ABC, ktoérego wy-
sokodci przecinajg si¢ w punkcie H. Punkty X, Y leza odpowiednio
na odcinkach C A, CB, przy czym czworokat CX HY jest rownole-
globokiem. Wykaz, ze srodek okregu opisanego na trojkacie ABC
lezy na symetralnej odcinka XY'.
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Rozwigzanie
Sposdb 1
Niech O bedzie érodkiem okregu w opisanego na tréjkacie ABC i niech R
bedzie jego promieniem (rys. 17). Teza zadania OX = OY jest réwnowazna
réwnoséci OX? — R? =0Y? — R?, czyli réwnosci poteg punktéw X i Y wzgle-
dem okregu w. Wystarczy wiec udowodnié, ze XA-XC =Y B-YC. Poniewaz
czworokat CX HY jest réwnoleglobokiem, wiec XH =Y C oraz XC=YH.
Teza zadania jest rownowazna rownosci XA-YH=XH Y B.
Poniewaz $AXH = SACB=<YHY B oraz SAHX =90° =4BHY , wiec
tréjkaty AHX oraz BHY sa podobne. Stad
XA YB
XH YH’
co po wymnozeniu przez mianowniki dowodzi rownosci, do ktérej zostata spro-
wadzona teza.

rys. 17 rys. 18

Sposob 11

Podobnie jak w pierwszym rozwigzaniu bedziemy wykazywaé, ze spel-
niona jest réwno$é BY -YC = AX - XC. Obierzmy punkt Z tak, ze czworokat
ZCBH jest réwnoleglobokiem (rys. 18).

Wowezas SHZC =<SCBH =90° — YACB = <HAC, zatem skoro punkty
A1 Z lezg po jednej stronie prostej HC', to na czworokacie ZCH A mozna
opisaé okrag.

Zauwazmy teraz, ze ZX =ZH - XH=BC—-YC=BY. Wobec tego

BY . YC=ZX-XH=AX -XC.

Sposob 111

Niech punkt P bedzie punktem symetrycznym do punktu H wzgledem
prostej BC. W my$él znanego twierdzenia punkt P lezy na okregu opisanym
na trojkacie ABC.

Zachodza rownoéci odcinkéw: OP =0OC oraz PY = HY = XC.

Wykazemy, ze Y PO = <X CO. Na mocy cechy przystawania tréjkatéw
bok—kat—bok otrzymamy przystawanie AY PO=AXCO, a stad teze zadania.
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Poniewaz trojkaty OC A i OPA sa réwnoramienne, wiec zachodza réwno-
éci FOCX =4OAC oraz SOPA=YOAP. Poniewaz Y P=Y H oraz Y H|| AC,
wiec JYPH =Y HP =JCAP.

Jezeli AC < AB (rys. 19), to

LY PO =Y PH+JI0PA=JCAP+3I0AP = SOAC = $XCO.
Jezeli natomiast AC' > AB (rys. 20), to
LY PO =Y PH—J0PA=JCAP—JOAP = SOAC = $XCO.

Uzyskana rownos¢ konczy rozwigzanie zadania.

rys. 20

Zadanie 20. Rozstrzygnij, czy kwadrat o boku 2?°'* mozna podzieli¢ na kwa-
draty, z ktérych kazdy ma bok 3 lub 5.
Rozwiazanie
Udowodnimy, ze taki podzial nie jest mozliwy. W tym celu w odpowiedni
sposob pokolorujemy duzy kwadrat, przy czym kolorowanie bedzie okresowe
w pionie i poziomie z okresem 15. Poniewaz

22014 — 22012 . 22 — 16503 4=4 (mod 15)’

wiec sposéb kolorowania przedstawimy na przyktadzie kwadratu o boku 19.

Sposob 1

Pokolorujmy dany kwadrat w szachownice jak na rysunku 21. Wowczas
kazdy kwadrat o boku 3 lub 5 umieszczony w duzym kwadracie tak, aby po-
krywal odpowiednio 9 lub 25 kwadratéw jednostkowych, pokrywa tyle samo
pola kolorowego, co biatego.

Tymczasem kwadratowe naroze 4 x 4 w prawym dolnym rogu ma pole
biate o powierzchni o 1 wiekszej od pola kolorowego, a pozostata czesé¢ duzego
kwadratu ma tyle samo pola biatego, co kolorowego.

Zatem dany w zadaniu kwadrat, jako zawierajacy wiecej pola bialego niz
kolorowego, nie moze by¢ podzielony na kwadraty 3 x 3 1 5 x 5.
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rys. 21

Sposdob 11
Podzielmy kwadrat o boku 2204 na kwadraty jednostkowe (zwane dalej
polami) i wpiszmy w te pola liczby jak na rysunku 22.

1j1}j1}j1j1rjr|jr|jr{ryr 111|111 41411
-1/-1|-1-1-1-1-1/-1/-1|-1|-1|-1|—-1|—-1|—1}—1|—-1|—-1|-1
oj0joy0|0j0/0{0J0O|0OjO|JO|O|O|O]JO|O]O]O

rys. 22

Wéwezas kazdy kwadrat o boku 3 pokrywajacy 9 pél pokrywa pola o su-
mie liczb rownej 0. Z kolei kazdy kwadrat o boku 5 pokrywajacy 25 pdl po-
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krywa pola o sumie podzielnej przez 5. Zatem kazda figura, ktora mozna po-
kry¢ kwadratami o boku 3 lub 5, ma sume liczb wpisanych w jej pola podzielna
przez 5.

Tymczasem suma liczb wpisanych w dany w zadaniu kwadrat jest réwna
sumie jedynek wpisanych w dolny wiersz — jest wiec réwna 22014 i w zwiazku
z tym nie jest podzielna przez 5. To oznacza, ze tego kwadratu nie mozna
podzieli¢ na kwadraty 3 x3 1 5 x5.

Sposob 111

Podzielmy kwadrat o boku na kwadraty jednostkowe (zwane dalej
polami) i wpiszmy w te pola liczby jak na rysunku 23.

22014

oo |o
oo |O
oo o

rys. 23

Wéwczas kazdy kwadrat o boku 5 pokrywajacy 25 p6l pokrywa pola o su-
mie liczb réwnej 0. Z kolei kazdy kwadrat o boku 3 pokrywajacy 9 pdl pokrywa
pola o sumie podzielnej przez 3. Zatem kazda figura, ktérag mozna pokry¢ kwa-
dratami o boku 3 lub 5, ma sume liczb wpisanych w jej pola podzielna przez 3.

Tymczasem suma liczb wpisanych w dany w zadaniu kwadrat jest rowna
sumie jedynek wpisanych w dolny wiersz — jest wiec réwna 22°14 i w zwigzku
z tym nie jest podzielna przez 3. To oznacza, ze tego kwadratu nie mozna
podzieli¢ na kwadraty 3 x3 1 5x5.
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Zadanie 21. Rozstrzygnij, czy kwadrat o boku 22014

draty, z ktorych kazdy ma bok 3, 5 lub 7.

mozna podzieli¢ na kwa-

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych p, ¢, z kwadra-
tow o boku p mozna zlozy¢ prostokat o wymiarach pg x p, a z kwadratéw
o boku ¢ mozna zlozy¢ prostokat o wymiarach pg X q. Z kolei z tych pro-
stokatéw mozna zlozyé prostokat o wymiarach pg x (ap+bq), dla dowolnych
nieujemnych liczb catkowitych a, b.

Wykorzystujac powyzsza uwage, skonstruujemy podzial kwadratu o boku
64 na kwadraty rozmiaru 3 x 3, 5x 51 7x 7. Poniewaz dany w zadaniu kwa-
drat w oczywisty sposéb mozna podzieli¢ na kwadraty o boku 64, bedzie stad
wynikata mozliwo$é dokonania podzialu wymaganego w tresci zadania.

Sposob 1

Podzielmy kwadrat o boku 64 na cztery prostokaty 35x29 i jeden kwadrat
6 x 6 jak na rysunku 24.

Dzielac prostokaty 35 %29 na kwadraty 5x517x7, a kwadrat 6 x6 na kwa-
draty 3x 3, otrzymamy zapowiedziany podzial kwadratu 64 x 64, przedstawiony

na rysunku 25. Tym samym wskazaliSmy zgodny z warunkami zadania sposéb
podziatu kwadratu o boku 22014,

rys. 24 rys. 25

Sposob 11

Podzielmy kwadrat o boku 64 na cztery prostokaty 42 x 22 i jeden kwadrat
20 x 20 jak na rysunku 26.

Drzielac prostokaty 42 x 22 na kwadraty 3 x3 1 7x 7, a kwadrat 20 x 20
na kwadraty 5 x5 otrzymamy zapowiedziany podzial kwadratu 64 x 64, przed-
stawiony na rysunku 27. Tym samym wskazaliSmy zgodny z warunkami zada-
nia sposéb podziatu kwadratu o boku 22014,
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rys. 26 rys. 27

Sposob 111

Tym razem konstruujemy podzial prostokata o wy-
miarach 32 x 128.

W tym celu zauwazamy, ze taki prostokat daje sie
ztozy¢ z prostokata 32 x 35, dwdch prostokatéw 32 x 15
i trzech prostokatéw 32 x 21.

Powstaly w ten sposob podzial przedstawiony jest
na rysunku 28.

rys. 28
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Mecz matematyczny

Zadanie 22. Niech a, =[n-v2] dlan=1,2,3,... oraz niech (b,) bedzie rosnacym
ciaggiem ztozonym ze wszystkich dodatnich liczb catkowitych niewy-
stepujacych w ciagu (a, ). Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby
catkowitej n liczby a, i b, sa tej samej parzystosci.

Uwaga: Symbolem [z] oznaczamy najwieksza liczbe catkowita, ktéra
nie jest wieksza od liczby x.
Rozwigzanie
W rozwiazaniu skorzystamy z nastepujacego lematu.

Lemat
Niech «, 8 beda dodatnimi liczbami niewymiernymi spelniajacymi waru-
nek
1 n I 1
a [

Wéweczas ciagi (a,) oraz (b,) okreslone wzorami
an =la-n], b, =[B-n]

sg rosngcymi ciagami o wyrazach catkowitych dodatnich oraz kazda dodatnia
liczba calkowita wystepuje w doktadnie jednym z tych ciagoéw.

Dowaod lematu

Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej k wyznaczmy laczna liczbe wy-
razéw ciagéow (a,) i (b,) mniejszych od k.

Warunek a,, < k jest rownowazny warunkowi [a-n] <k, a to jest réwno-
wazne nieréwnoéci a-n <k, czyli

n<—, lubréownowaznie n<|—|.
Q Q@

Zatem w ciagu (a,) wystepuje

k
} wyrazow mniejszych od k i analogicznie
Q@
k
w ciagu (b,) wystepuje {ﬁ} wyrazéw mniejszych od k.

Zatem dla dowolnej dodatniej liczby calkowitej k, w obu ciagach wy-
k k
stepuje [] + {ﬂ} wyrazéw mniejszych od k. Poniewaz dla dowolnej liczby
o

niewymiernej x zachodza nieréwnoéci z — 1 < [z] < z, otrzymujemy

b-2=t -t ot<[F] 4[] <S4 5k

k k
Liczba [] + [ﬁ] jest catkowita, wiec uzyskujemy
@

e[t
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Wykazaliémy wiec, ze w ciagach (a,) i (b,) wystepuje k —1 wyrazéw
mniejszych od k. Analogicznie dowodzimy, ze w ciagach (a,) i (b,) wyste-
puje k wyrazow mniejszych od k+ 1. Wobec tego dokladnie jeden wyraz jest
rowny k, co konczy dowdd lematu.

Przystepujac do rozwiazania zadania, przyjmijmy a=+/2 oraz =2++/2.
Wéwczas
11 1 1 1+v2 1 242
BTV o 2ivE T aE 2y

wiec mozemy skorzystac¢ z lematu.

Zauwazmy, ze ciag (a,) zdefiniowany w treéci zadania jest identyczny
z ciagiem (a,) zdefiniowanym w lemacie. W konsekwencji takze ciag (by,)
zdefiniowany w tresci zadania jest identyczny z ciagiem (b,,) zdefiniowanym
w lemacie, skad

bo=[n-(24v2)].

Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x i dowolnej liczby catko-
witej k zachodzi réwnosé

[+ k] = [z] +k.

Zatem dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n prawdziwa jest zaleznosé
b, =a, +2n.

Teza zadania wynika bezposrednio z powyzszej réwnosci.

Zadanie 23. Punkt P wybrano na podstawie AB ostrokatnego tréjkata réwnora-
miennego ABC. Punkty F i D sg symetryczne do punktu P odpo-
wiednio wzgledem prostych AC' i BC. Odcinki AD i BE przecinaja
sie w punkcie Q. Udowodnij, ze prosta P(Q) przechodzi przez pewien
punkt niezalezny od wyboru punktu P.

Rozwigzanie

Sposdb 1
Niech S bedzie takim punktem, ze <SAB=<SBA=<ACB oraz punkty

C'i S leza po tej samej stronie prostej AB (rys. 29). Udowodnimy, ze punkt S

nalezy do prostej P(Q niezaleznie od polozenia punktu P.

Punkt przeciecia prostych AS i BE oznaczmy przez K, a punkt przeciecia
prostych BS i AD oznaczmy przez L. Zauwazmy, ze

IEAS =4EAB—4SAB=29BAC -~ JACB=180° —294ACB = YASB.
Analogicznie ¥DBS = ¥BSA. Na mocy cechy kat-kat, AEK i SBK oraz
BDL i SAL to pary tréjkatéw podobnych. Stad wynika, ze

SK_Sp . BL_DD
AK  AE SL  SA°

raz
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Mnozac powyzsze réwnosci stronami oraz korzystajac z tego, ze SA=SB,

AE = AP, BD = BP, uzyskujemy

SK BL BP .

———=—, czyli — = -—%=1

AK SL AP KA PB LS
Na mocy twierdzenia Cevy zastosowanego do tréjkata ABS, z ostatniego
zwigzku wynika, ze proste AL, BK, SP przecinaja si¢ w jednym punkcie.
To oznacza, ze punkt S lezy na prostej PQ.

SK AP BL _

Sposob 11

Punkt S okreslamy tak, jak w poprzednim sposobie. Udowodnimy, ze
punkty P, Q, S leza na jednej prostej.

Niech D’ i E' beda punktami symetrycznymi odpowiednio do D i E wzgle-
dem prostej AB (rys. 30). Zauwazmy, ze

SE'AB+<4BAS=4EAB+<YACB=24BAC+JACB =180°,

skad wynika, ze punkty E’, A, S leza na jednej prostej. Analogicznie uza-
sadniamy, ze punkty D’, B, S leza na jednej prostej. Ponadto z réwnosci
JAPE'=4APE =<YBPD =<YBPD' wynika, ze E', P, D oraz D', P, E réw-
niez sa trojkami punktow wspoétiniowych.
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Zauwazmy, ze proste DE, D'E’, AB przecinaja sie w jednym punkcie,
gdyz proste DE i D'E’ sa symetryczne wzgledem prostej AB. W takim razie
z twierdzenia Desargues’a dla tréjkatéw ADE’ i BED' wynika, ze punkty
P=DE'NED', Q=ADNBE, S=AE'NBD’ leza na jednej prostej.

Zadanie 24. W kwadracie o boku 48 umieszczono 100 tréjkatéw (niekoniecznie
roztacznych) o sumie pél réwnej 600 i sumie obwodéw réwnej 1200.
Udowodnij, ze w danym kwadracie mozna umiesci¢ koto o promie-
niu 1, ktérego wnetrze jest roztaczne z wnetrzami tych trojkatow.
Rozwigzanie
Dla dowolnego tréjkata rozwazmy zbior wszystkich punktéw plaszczyzny
odleglych od co najmniej jednego punktu tego tréjkata o mniej niz 1 (na-
zwijmy go otoczeniem trojkata). Jednoczesnie jest to zbiér wszystkich takich
punktow O, ze wnetrze kola o srodku O i promieniu 1 ma punkty wspdlne
z danym tréojkatem. Zbiér ten, dla trojkata o polu P i bokach dtugosci a, b, ¢,
jest suma tegoz trojkata (na rysunku 31 zaznaczony kolorem bialym), trzech
prostokatéw o wymiarach 1 xa, 1x b, 1 x ¢ (kolor) oraz trzech wycinkéw kota
o promieniu 1 (kolor szary), sktadajacych sie tacznie na cale koto. Pole takiej
figury jest réwne P+ p+m, gdzie p=a+b+c jest obwodem rozpatrywanego
trojkata.

<

Rozwazmy teraz otoczenia wszystkich tréjkatéw umieszezonych w danym
kwadracie o boku 48. Suma ich pdl jest réwna

S=%(P)+X(p)+ N,

gdzie N jest liczba tréjkatéw, X(P) suma ich pdl, a X(p) suma ich obwoddéw.
Podstawiajac dane wystepujace w tresci zadania, otrzymujemy

S =600+1200+ 1007 = 1800+ 1007 < 1800+ 100- 3,15 =2115.

Zauwazmy, ze punkty wewnetrzne danego kwadratu odlegle o wiecej niz 1
od jego brzegu, tworzg kwadrat K o boku 46. Pole tego kwadratu jest réwne
462 =2116, a wiec jest wicksze od sumy pél otoczen tréjkatéw. Zatem istnieje
punkt wewnatrz kwadratu K nienalezacy do zadnego z otoczen trdjkatéw.
Koto o érodku w tym punkcie i promieniu 1 spelnia warunki zadania.

rys. 31
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Zadanie 25. Liczby rzeczywiste ai,az,as,...,a9s spelniajg warunek
(I14a1)(14+a2)(14as)...(14+age) = 100.
Wykaz, e
(1+a3)(142a3)(143a3) ... (1+99a3e) > 100.

Rozwigzanie
Udowodnimy najpierw, ze dla k=1,2,...,99 zachodzi nieréwnos¢

k

Przeksztalcamy te nieréwnoéé¢ réwnowaznie, uzyskujac kolejno
(k+1)(1+ka?) >k(1+2ay +ai),
k+1+k%a; +ka; >k+2ark+kai,
(kag)? —2apk+1>0,
(kay, —1)* >0.
Ostatnia nieréwno$¢ jest oczywiscie spelniona, wiec dowdd jest zakonczony.

Mnozac stronami nieréwnosci (1) dla k=1,2,...,99 oraz korzystajac z wa-
runku danego w tresci zadania, otrzymujemy

(1+a?)(1+2a3)(1+3a3)...(1+99a3,) >

1 2 3 99
> 5(1-1'@1)2'§(1+a2)2'1(14‘03)2'---'@(14-&99)2:
1 2 3 99 2
= 551m((l‘i‘@l)(l‘i‘@g)(l‘i‘@:ﬁ)(1+a99)> =
1
= —-100% =100.
100

Zadanie 26. Rozstrzygnij, czy istnieje taki wielokat wypukly, ze kazda jego prze-
katna ma taka sama dlugos$é jak pewnien jego bok oraz kazdy bok
wielokata ma taka samg dtugosé jak pewna jego przekatna.

Rozwiazanie

Przypusémy, ze taki wielokat istnieje. Niech odcinek AB bedzie najdiuz-
szym bokiem tego wielokata, a odcinek C'D jego najkrotsza przekatna, przy
czym punkty sa nazwane w taki sposéb, ze AC' 1 BD sg przekatnymi czworo-

kata ABCD (rys. 32). Moze si¢ zdarzy¢, ze A= D (rys. 33).

A B A=D B
rys. 32 rys. 33
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Poniewaz rozwazany wielokat jest wypukty oraz C'D jest jego przekatna,
wiec istnieje wierzcholek tego wielokata E zawarty w zaznaczonym obszarze.

Z wyboru odcinkéw AB i CD wynika, ze AB jest najdluzszym bokiem
trojkata ABE, wiec SAEB > 60° oraz CD jest najkrotszym bokiem tréjkata
CDE, zatem <DEC <60°. Zatem

60° < SAEB < $DEC <60°,
co jest sprzecznoscia. Zatem nie istnieje wielokat spetniajacy warunki zadania.

Zadanie 27. Interesuja nas takie liczby naturalne, ktére maja dokladnie jedno
przedstawienie w postaci ab+2a-+3b, gdzie a, b sa dodatnimi liczbami
catkowitymi. Wykaz, ze takich liczb jest nieskonczenie wiele.

Rozwigzanie

Niech n bedzie liczba naturalna, dla ktérej szukamy wszystkich przedsta-
wien spelniajacych warunki zadania, czyli rozwiazan rownania

ab+2a+3b=n (1)

w dodatnich liczbach catkowitych a, b. Przeksztalcanie réwnania (1) prowadzi
kolejno do:

ab+2a+3b+6=n-+6,

(a+3)(b+2)=n+6. (2)
Podstawiajac s =a+3, t =b+2, otrzymujemy réwnanie (2) w postaci
st=n+6
z dodatkowymi warunkami
s>4, t>3. (3)

Wobec tego zadanie sprowadza sie do wykazania, ze istnieje nieskoficzenie wiele
liczb naturalnych majacych jednoznaczne przedstawienie w postaci iloczynu st,
ktérego czynniki spelniaja warunki (3).

Udowodnimy to na dwa sposoby, wskazujac odpowiednie nieskonczone
rodziny liczb spelniajacych warunki zadania.

Sposob 1
Jezeli s=t=p, gdzie p>5 jest liczba pierwsza, to liczba n+6 = p? ma
natepujace 3 rozktady na iloczyn dwdch dodatnich liczb catkowitych:
n+6=1-p’=p-p=p>1,
ale tylko w drugim rozkladzie czynniki spelniaja nieréwnosci wynikajace z (3).
Odpowiedz

Warunki zadania sa spetnione przez liczby p? —6, gdzie p>5 jest liczba
pierwsza.



38 Rozwigzania zadan

Sposob 11
Jezeli s =t=23p, gdzie p>5 jest liczba pierwsza, to liczba n+6 =3p ma
natepujace 4 rozklady na iloczyn dwoch dodatnich liczb catkowitych:

n+6=1-3p=3-p=p-3=3p-1,

ale tylko w trzecim rozktadzie czynniki spelniajg nieréwnosci wynikajace z wa-
runku (3).

Odpowied?z
Warunki zadania sa spelnione przez liczby 3p —6, gdzie p > 5 jest liczba
pierwsza.

Zadanie 28. Udowodnij, ze sposrdéd dowolnych 64 wierzchotkéw 2015-kata forem-
nego mozna wybraé cztery, ktore sa wierzchotkami trapezu.
Rozwigzanie
Ponumerujmy kolejno wierzchotki danego 2015-kata foremnego liczbami
naturalnymi od 1 do 2015.
Rozpatrzmy zbiér numeréw dowolnie wybranych 64 wierzchotkéw. Wow-
czas liczba nieuporzadkowanych par réznych numeréw z tego zbioru jest rowna

64-63
(624> = 2 =20 (20 1) =21 - 2° = 2048 - 32— 2016,

Kazdej parze numeréw przyporzadkujemy reszte z dzielenia ich sumy przez
2015. Z zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze pewne dwie pary liczb, po-
wiedzmy (a, b) i (¢, d), maja przyporzadkowana te sama reszte, czyli zachodzi
przystawanie

a+b=c+d (mod 2015).

Wobec tego prosta przechodzaca przez wierzchotki o numerach a i b jest
réwnolegla do prostej przechodzacej przez wierzchotki o numerach c i d. Zatem
wierzcholki o numerach a, b, ¢ i d sa wierzchotkami trapezu.

Zadanie 29. Okrag w jest opisany na tréjkacie ABC. Okrag o jest styczny do od-
cinkéw AC i BC odpowiednio w punktach K i L oraz styczny
wewnetrznie do okregu w. Okregi 01 i 02 sa styczne wewnetrznie
do okregu w oraz zewnetrznie do okregu o odpowiednio w punktach
K i L. Wykaz, ze istnieje prosta styczna do okregéw o, o1, 02.

Rozwigzanie

Sposob 1
Oznaczmy przez P i @ punkty stycznosci okregu w odpowiednio z okre-

gami 01 01. Przez R oznaczmy drugi punkt przeciecia okregu o1 z prosta C'Q),

a przez S drugi punkt przeciecia okregu o z prosta C'P (rys. 34). Niech p ozna-

cza prosta styczna do okregu w w punkcie P. Udowodnimy, ze prosta SR jest

styczna do okregow o i 01. Oznaczmy przez Y dowolny punkt na prostej p, le-

zacy po tej samej stronie prostej C'P co punkt R. Z wlasnosci potegi punktu C

wzgledem okregéw o i 07 wynika, ze CR-CQ=CK?=CP-CS.
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Wobec tego na czworokacie PQ RS mozna opisa¢ okrag, a co za tym idzie
IPSR=180°— 4PQR.
Na mocy twierdzenia o kacie miedzy styczna a cieciwa otrzymujemy

JCPY =180° — 4 PQC.
Z ostatnich dwoch réwnosci wynika, ze
LSPY = 4CPY =180° — 4PQC =180° — YPQR = YPSR.

Wobec tego proste p i SR sa symetryczne wzgledem symetralnej odcinka P.S.
Okrag o takze jest symetryczny wzgledem symetralnej odcinka PS. Skoro pro-
sta p jest styczna do okregu o, to prosta SR takze jest do niego styczna. Analo-
gicznie mozna udowodnié, ze prosta SR jest styczna do okregu 0o; w punkcie R.
Wobec tego prosta styczna do okregu o w punkcie S jest styczna do okregu o .
Analogicznie dowodzimy, ze prosta ta jest styczna do okregu o, co konczy
dowdd.

Sposdb 11

Zauwazmy, ze C' K =C'L jako odcinki stycznych do okregu o poprowadzo-
nych z punktu C. Rozwazmy inwersje wzgledem okregu o érodku C' i promie-
niu CK (rys. 35).

Poniewaz okregi o, 01, 02 sa prostopadte do okregu inwersji, wiec kazdy
z nich zachowuje swoje polozenie. Z kolei okrag w, jako przechodzacy przez
srodek inwersji, przechodzi na prostg. Prosta ta, w mysl warunkéow zadania,
jest styczna do kazdego z okregéw o, o1, 0s.

Zadanie 30. Rozstrzygnij, czy réwnanie a®+b* =524

caltkowitych a, b niepodzielnych przez 5.

ma rozwigzanie w liczbach

Rozwigzanie
Okreslmy liczby a,, oraz b, wzorami
a1=2, by=1, ant+1=2an—by, bpi1=2b,+a,. (1)

Udowodnimy nastepujacy lemat:
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Lemat
Dla kazdej liczby naturalnej n liczby a.,, b, sa niepodzielne przez 5, a po-
nadto zachodzi réwnosé
ay, +by, =5" (2)

oraz kongruencja

an =2b, (mod 5). (3)

Dowad lematu
Przeprowadzimy dowdd indukcyjny.
1° Dla n=1 lemat jest prawdziwy.
2° Zalézmy, ze n jest taka liczba naturalna, ze zachodza (2) i (3), a przy
tym liczby ay, b, sa niepodzielne przez 5. Wykazemy, ze woéwczas
Ay g +05 =5 (4)
oraz

apt1=2by41 (mod 5), (5)

a ponadto liczby a1, bny1 sa niepodzielne przez 5.
Wychodzac od lewej strony réwnosci (4) i korzystajac ze wzoréw reku-
rencyjnych (1), otrzymujemy
a’i—&-l +b721+1 = (2an - bn)2 + (2bn +an)2 =
=402 —4a,b, + b2 +4b2 +4da,b, +a? =
=5-(a®4+b2)=5-5"=5""1
co dowodzi réwnosci (4).
Ponadto z kongruencji
ap+1=2ap, — b, =4b, — b, =3b, (mod 5)

oraz
bp+1=2by, + ay, = 2b, + 2b,, = 4b,, (mod 5)

wynika niepodzielnoéé¢ liczb a1, by11 przez 5 oraz prawdziwosé kongruen-
cji (5).

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej lemat jest prawdziwy dla
kazdej liczby naturalnej n.

Odpowiedz

Dane réwnanie ma rozwigzanie spetniajace warunki zadania, a mianowi-
cie a =a9gg14 1 b=bog14, gdzie liczby a, i b, sa zdefiniowane rekurencyjnie
wzorami (1).

Uwaga

Wzory (1) wynikaja z nastepujacej konstrukeji liczb a,, i b,, uzywajacej
liczb zespolonych: a,, +b,,-i=(2+1)".
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Zadanie 31. Rozstrzygnij, czy réwnanie a®4b+ ¢ =52014

bach catkowitych a, b, c.

ma rozwigzanie w licz-

Rozwigzanie

Z tozsamosci (3k)®=9-3k3 oraz

(3k+1)3=9-(3k>+3k> +k)+1

wynika, ze szedcian dowolnej liczby catkowitej przy dzieleniu przez 9 moze
dawacé tylko jedna z nastepujacych trzech reszt: 0, 1, 8. W konsekwencji suma
trzech szescianéw moze dawacé przy dzieleniu przez 9 jedna z reszt: 0, 1, 2, 3,
6, 7, 8. Zatem kazda liczba catkowita, ktora przy dzieleniu przez 9 daje reszte
4 lub 5, nie jest sumag trzech szeScianéw.

Dla zakonczenia rozwigzania wystarczy zauwazyc¢, ze

52014 — 52013 5 — 195671 .5 = (—1)"! .5 = —5=4 (mod 9).

Odpowiedz
Dane w zadaniu réwnanie nie ma rozwigzan.

Zadanie 32. Czworo$cian ABCD ma te wlasnosé, ze suma katéw plaskich przy
wierzchotku A jest réwna sumie katow plaskich przy wierzchotku B,
a suma katow ptaskich przy wierzchotku C' jest réwna sumie katow
ptaskich przy wierzchotku D. Udowodnij, ze AC = BD.
Rozwigzanie
Sposob 1
Rozwazmy siatki czworoscianu ABCD przedstawione na rysunkach 36
oraz 37.

rys. 36 rys. 37

Poniewaz suma katow ptaskich przy wierzcholtku A jest réwna sumie katow
plaskich przy wierzchotku B, wiec SCAC’ = $DBD’ i skoro AC = AC" oraz
BD=BD', to JACC' = <)C’C’A IBDD'=<4DD'B.

Z réwnoéci sum katéw plaskich przy wierzchotkach C'i D wnioskujemy, ze
IDCA+YAC'D' = 4C'D'B+ IBDC. Rozwazajac teraz czworokat CC’D’D

i uwzgledniajac powyzsze réwnosci wnioskujemy, ze

IDCC'+4CC'D'=4C'D'D+<4D'DC.
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Poniewaz jednoczeénie SDCC’ + SCC'D' 4+ 4C'D'D + <D’ DC = 360°, wiec
IDCC' + 4C'CD = 180°. Stad wynika, ze DC|C’D’. Poniewaz takze
CD=C'D', wiec czworokat CC’'D’D jest réwnoleglobokiem. Stad otrzymu-
jemy C'C’" = DD’. Dodatkowo tréjkaty ACC’ i BDD’ maja odpowiednie katy
rowne, wiec sa podobne, a wobec ostatniej rownosci, sa przystajace. Zatem
AC =BD.

Sposob 11

Oznaczmy przez Sx sume katow plaskich przy wierzchotku X.

7 warunkow zadania otrzymujemy réwnosci S4 = Sp oraz S¢=5Sp. Po-
nadto Sq4+Sp+Sc+Sp=4-180°=720°. Stad otrzymujemy, ze S +Sc=360°.

Przypuéémy, ze S < 180°. Roztézmy siatke ostrostupa jak na rysunku.
Woéwezas AD1=ADs, BDy=BD,, CDy=CDs i skoro katy wypukte <D; ADs,
LDy BD; oraz $DyC D3 sa réwne, to tréjkaty réwnoramienne Dy ADs, Dy BD,
i DoC D3 sa podobne.

rys. 38

St@d Wynika, ze %(ADng = %:CDgDQ, zatem %:ADZJ,C: <ID1D3D2. Z po-

dobienstwa tréjkatow ADiAD3 ~ AD>C D3 mamy réwnosé

AD3s  D1Dsg

CD3  DsD3’
Na mocy cechy podobienstwa tréjkatéw bok—kat—bok dostajemy podobienstwo
tréjkatéw AAD?)C ~ ADngDQ. Zatem

AC ADs3 BD,
DDy,  DiD3 DDy’

gdzie pierwsza réwnosé wynika z podobienstwa AAD3C ~ADyD3Ds, a druga
z podobienstwa AD{AD3 ~ ADyBD;. Zatem AC = BD.

Jedli S4>180°, to S¢ < 180° i dowdd przeprowadzamy analogicznie. Jesli
S4=180°, to Sc=180° i po roztozeniu siatki ujrzymy tréjkat D; Ds Do, ktérego
srodkami bokow sa punkty A, B i C. W tym przypadku teza zadania jest
spelniona.




Regulamin meczu matematycznego

Ustalenia wstepne

1. W meczu biora udziat dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swo-
jego grona Kapitana.

2. W pierwszej fazie meczu obie druzyny rozwigzujg 11 zadan dostarczo-
nych przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwiazan przy tablicy.
Druga faza meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

3. Ekipy na przemian wywoluja druzyne przeciwna do zreferowania przy
tablicy rozwiazania jednego z niewybranych dotad zadan. Numer zadania jest
wybierany przez druzyne wywolujaca. Wywolywanie rozpoczyna druzyna wy-
losowana tuz przed rozgrywka.

4. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje
zadanie. Dalszy przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywolane;j.

Jesli druzyna wywolana przyjmuje zadanie...

5. Druzyna wywolana staje sie druzyna referujaca.

6. Zawodnika druzyny referujacej, ktéry przedstawia rozwiazanie przy
tablicy, wyznacza Kapitan druzyny przeciwnej.

7. Zawodnik moze byé¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik
z jego druzyny zakonczyt referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie mozna
wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego samego zadania. Jezeli do refero-
wania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod tablica swego
zastepce.

8. Osoba referujaca nie moze korzysta¢ z notatek, ani konsultowaé sie
ze swoja druzyng. Druzyna przeciwna nie moze przeszkadzaé¢ lub przerywaé
referujacemu.

9. Kapitan druzyny referujacej moze odwolywaé osoby referujace dowolng
liczbe razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowaé z referowania. Wéowcezas
Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje kolejna osobe druzyny referujacej do
kontynuowania rozwiazania przy tablicy na zasadach opisanych w punktach
7 i 8. Druzyna zmieniajaca referujacego traci n punktéw przy swojej n-tej
zmianie w czasie meczu.

10. Laczny czas na zreferowanie rozwigzania przez druzyne referujaca
wynosi 10 minut. Po uplywie tego czasu Jury moze przerwaé referowanie,
poprosié¢ o streszczenie dalszej czesci rozwiazania lub pozwoli¢ na dalsze refe-
rowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje nadzieje
na poprawnos¢ i zbliza sie do konca.

11. Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwigzania zostalo
zakonczone, druzyna przeciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do poprawnosci
rozwigzania, a nastepnie referujacy odpowiada na te zastrzezenia.



12. Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrocita uwage na bledy
lub luki dyskwalifikujace rozwiazanie, ma ona prawo do zreferowania brakuja-
cych czedci rozwiazania na zasadach okreslonych w punktach 6 — 11.

13. Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przy-
znaje obu druzynom nieujemne liczby punktow o sumie nie przekraczajacej 10
punktéw. Druzyna, ktéra przedstawita poprawne rozwiazanie, otrzymuje co
najmniej 7 punktéw.

Jesli druzyna wywolana nie przyjmuje zadania...

14. Druzyna wywolujaca staje sie druzyng referujaca i prezentuje rozwig-
zanie zgodnie z zasadami okreslonymi w punktach 6 — 11.

15. Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktéw,
jezeli zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesied)
punktéw w przeciwnym przypadku. Jury moze réwniez przydzieli¢ druzynie
przeciwnej punkty za wskazanie luk lub btedéw w przedstawionym rozwiaza-
niu.

Ustalenia koncowe

16. Rozgrywka konczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku remisu
wywoluje sie dodatkowo 2 zadania.

17. Przewodniczacy Jury moze naltozyé kare punktowa na druzyne za
niezgodne z niniejszym regulaminem zachowania jej zawodnikdw.

18. Interpretacja regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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