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Wistep

Obdz Naukowy Olimpiady Matematycznej Junioréw (poziom OM) odbyt! si¢ w dniach
28 maja — 4 czerwca 2023 r. w Domu Rekolekcyjno-Konferencyjnym ,,Wieczernik”
w miejscowoéci Swieta Katarzyna (woj. éwietokrzyskie). Do udziatu w Obozie za-
kwalifikowano 20 uczniéw z najwyzszymi wynikami w XVIII edycji OMJ.

Kazdego dnia uczestnicy Obozu rozwigzywali zadania w formule konkursowej, pracu-
jac zaréwno indywidualnie, jak i w grupach. Popoludnia po§wiecone byly na wykla-
dy tematyczne i zajecia warsztatowe. W piatek odby? sie spacer do Swietokrzyskiego
Parku Narodowego, a w sobote przeprowadzony zostal mecz matematyczny.

W niniejszym opracowaniu zgromadzone sg wszystkie zadania konkursowe wraz
z rozwigzaniami. Zachecamy do wykorzystania tych materialéw w przygotowaniach
do rozpoczecia przygody z Olimpiadg Matematyczna dla szkét ponadpodstawowych,
ktérg wielu finalistéw i laureatéw OMJ podejmuje jeszcze w trakcie nauki w szkole
podstawowej lub bezposrednio po jej zakonczeniu.

Niektdére problemy zawarte w niniejszym opracowaniu sg zdecydowanie trudniejsze
od zadan rozwiagzywanych na konkursach juniorskich — nawet na zawodach mie-
dzynarodowych. Warto przy tym podkresli¢, ze tematyka zaje¢ na Obozie dotyczyta
przede wszystkim tych elementéw przygotowania do Olimpiady Matematycznej, kto-
re stanowia naturalne rozszerzenie programu merytorycznego OMJ. Pominieta jest
natomiast szeroka gama zagadnien dotyczacych poje¢ omawianych jedynie w szkole
ponadpodstawowej, choéby pojecia funkcji. W ten sposéb z materiatéw zawartych
W niniejszej broszurze korzystaé moga nie tylko ambitni uczestnicy OMJ, ale takze
uczniowie mlodszych klas szkél ponadpodstawowych.

Mitej lektury!
Kadra Obozu

Uczestnicy Obozu Naukowego OMJ (poziom OM)

Uczniowie: Mikotaj Badura, Tymoteusz Czapkowski, Tomasz Ferenc, Dominik Fin-
deisen, Michatl Fronczek, Rafal Grzyb, Alicja Kaliszewska, Filip Klim, Juliusz Klim,
Mariia Kulyk, Adam Kurzynski, Lucja Lyziak, Emil Makal, Karolina Michalak,
Stanistaw Nawrocki, Anna Pilipczuk, Wojciech Szymczyk, Adam Wiatr, Michat
Wolny, Jakub Zagrodzki.

Kadra: Pawel Dziuba (kierownik), Hai An Mai, Arkadiusz Mecel, Piotr Miernik,
Stefan Swierczewski.



Tresci zadan

Zadanie 1.

Wykaz, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n liczba (n+1)™—1 jest podzielna

przez n2.

Zadanie 2.

Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktéorym AB < AC. Okrag opisany na tréjkacie
BOC przecina proste AB oraz AC odpowiednio w punktach D oraz E, przy czym
punkt D jest rézny od punktu B i lezy na przedluzeniu odcinka AB, za$ punkt &
jest rézny od punktu C' i lezy na boku AC. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego
na tréjkacie ABC. Wykaz, ze wysokosci tréjkata ADE przecinaja sie w punkcie O.

Zadanie 3.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AB = 3 i katy ABC oraz BAC maja miary nie
wieksze od 60°. Udowodnij, ze sposréd dowolnych 10 punktéw lezacych wewnatrz
tego tréjkata istnieja takie dwa, ktérych odlegtosé réwna jest co najwyzej 1.

Zadanie 4.

Liczby caltkowite a, b, ¢, d spelniajg warunek a + b+ c + d = 0. Wykaz, ze liczba
n = (ab — cd)(bc — ad)(ac — bd) jest kwadratem liczby catkowite;j.

Zadanie 5.

Znajdz wszystkie takie dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych liczba 4™ — n jest
wielokrotno$cig 17.

Zadanie 6.

Na prostokatnym placu o wymiarach 3 x 100, podzielonym na 300 pdl rozmiaru
1 x 1, maszeruje piechur. Robi to tak, aby na kazdym polu znalez¢ si¢ doktadnie raz.
Piechur rozpoczyna marsz na pewnym polu i zostawia na nim tabliczke z liczbg 1.
Gdy piechur przechodzi na i-te z kolei pole, zostawia na nim tabliczke z liczbg z,
a nastepnie przechodzi na pole sasiadujace z i-tym przez wspdlny bok. Jaka jest
najmniejsza liczba naturalna k& o tej wlasnos$ci, ze po poznaniu liczb zostawionych
na pewnych k polach mozna jednoznacznie odtworzy¢ potozenie wszystkich liczb?



Zadanie 7.

Wyznacz wszystkie pary (a,b) dodatnich liczb catkowitych, dla ktérych wartosci

utamkéw

a®+b b +a
oraz
b2 —a a?—b

sg liczbami catkowitymi.

Zadanie 8.

Dany jest réwnolegtobok ABC D. Wybieramy takie punkty E, F' odpowiednio na
bokach BC oraz AD, ze okrag opisany na tréjkacie ABE jest styczny z prostg C'F.
Udowodnij, ze okrag opisany na tréjkacie CDF jest styczny z prosta AE.

Zadanie 9.

Dane sg dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajace warunki a > b > ¢ oraz

a+b_b+c_c+a
be  ca  ab

Wykaz, ze a = b =c.

Zadanie 10.

Dany jest ciag liczb catkowitych (a,). Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n
sume pierwszych n wyrazéw tego ciagu, czyli liczbe a; + as + ... + a,, oznaczamy
przez S,. Zalézmy, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi réwnosé
Sy, = 3n?. Udowodnij, ze réznica dwdéch kolejnych wyrazéw ciagu (a,) jest stala.

Zadanie 11.

Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym AB < AC, oraz punkt D lezacy na
boku BC w taki sposob, ze prosta AD jest dwusieczng kata BAC. Prosta prostopa-
dla do prostej AD przechodzaca przez punkt B przecina okrag opisany na tréjkacie
ABD w punkcie F, réznym od punktu B. Niech O bedzie §rodkiem okregu opisanego
na tréjkacie ABC. Udowodnij, ze punkty A, O i E s wspoétliniowe.



Zadanie 12.

An i Piotrek tocza gre na szachownicy o wymiarach 2023 x 2023. Na polu sasiadu-
jacym z prawej strony z lewym dolnym rogiem szachownicy znajduje si¢ hetman.
Standardowo, moze on poruszac sie o dowolng ilo§¢ pdél wzdtuz kolumny, wiersza lub
dowolnej przekatnej, na ktorej stoi. Gracze wykonuja na przemian ruchy hetmanem,
przy czym zakonczenie ruchu na polu, na ktérym pionek wczesniej juz zakonczyt
ruch lub na polu startowym tego pionka oznacza automatyczng przegrang. Wygry-
wa osoba, ktéra doprowadzi hetmana do prawego gérnego rogu planszy. Kto ma
strategie wygrywajaca, jesli gre rozpoczyna An?

Zadanie 13.

Rozwiaz w dodatnich liczbach catkowitych réwnanie 3%' + 4% + 5 + 4 = n?.

Zadanie 14.

Jas dysponuje nastepujacg operacjg na zbiorze wierzchotkéw dowolnego tréjkata:
moze zamieni¢ jeden z nich na jego obraz w symetrii wzgledem innego wierzchotka.
Czy jest mozliwe, aby Ja$ startujac od tréjkata o wierzchotkach (0,0), (0,1), (1,0)
1 stosujac opisang operacje dowolng liczbe razy, otrzymat tréjkat o wierzchotkach
(0,0), (2,0), (0,1)? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 15.

Dany jest czworokat ABC' D, w ktérym S ABC = 90° oraz {BCD = 30°. Wiadomo
takze, ze AB = CD oraz BC = 2AD. Wykaz, ze SBAD = 30°.

Zadanie 16.

Dodatnie liczby catkowite n, m spelniaja warunek
n(dn + 1) = m(5m + 1).
Wykaz, ze n — m jest kwadratem liczby catkowite;j.

Zadanie 17.

Udowodnij nieréwno$é



Zadanie 18.

Dany jest czworokat ABCD, w ktérym AC = BC = CD oraz SABC = 70°.

Wyznacz JADB.

Zadanie 19.

Dane sg dwie kolejne liczby pierwsze p i ¢ wieksze od 2. Wykaz, ze p+q jest iloczynem

co najmniej trzech liczb catkowitych wigkszych od 1 (niekoniecznie réznych).

Zadanie 20.

Kazde z 4n? pdl szachownicy rozmiaru 27 X 2n pokolorowano na jeden z n koloréw,

gdzie n jest liczbg catkowita wiekszg od 1. Rozstrzygnij czy istniejg na tej szachow-

nicy cztery pola takiego samego koloru, ktérych srodki tworza réwnolegtobok.

Zadanie 21.

Dodatnig liczbe catkowita n nazywamy dzieciecq, gdy n — 11 jest liczba pierwsza

oraz istniejg takie dodatnie liczby catkowite a oraz b, ze spelnione sg warunki
dn+1=a* oraz lln+4="0.

Znajdz wszystkie liczby dzieciece.

Zadanie 22.

Okregi w; oraz ws o Srodkach odpowiednio w punktach O; i O, przecinajg sie
w punktach A oraz B. Prosta AO; przecina okrag w, w punkcie C réznym od punk-
tu A. Prosta AO; przecina okrag w; w punkcie D réznym od punktu A. Udowodnij,
ze punkt A jest Srodkiem okregu wpisanego w tréjkat BCD.

Zadanie 23.

Dane sg dodatnie liczby catkowite z i y, takie ze liczba zy jest dzielnikiem liczby
z? + y? — z. Wykaz, ze = jest kwadratem liczby catkowite;j.

Zadanie 24.

Dana jest dodatnia liczba catkowita n > 1. Dla jakich liczb rzeczywistych z wyra-
zenie 22" — "1 4 2272 — "3 4 4 22 — 2 4+ 2 przyjmuje warto$¢ 07



Zadanie 25.

Dany jest tréjkat prostokatny ABC, w ktérym BCA = 90°. Punkt M jest §rod-
kiem odcinka AB. Punkty D i E leza odpowiednio na bokach BC oraz CA, przy
czym

BD-DC =CE - EA.

Wykaz, ze DM = EM.

Zadanie 26.

Dany jest czworokat ABCD wpisany w okrag w, w ktérym odcinki AC i BD sa
prostopadte. Niech punkty E i F' bedg odbiciami punktu D odpowiednio wzgledem
prostych AB oraz BC. Prosta EF przecina krétsze tuki AB, AC okregu w odpo-
wiednio w punktach X i Y. Udowodnij, ze BX = BY.

Zadanie 27.

Znajdz wszystkie dodatnie liczby catkowite n, takie ze liczba 2™ — 1 nie ma zadnego
dzielnika pierwszego wigkszego od 7.

Zadanie 28.

W pewnej szkole jest n dzieci, i funkcjonuje w niej k klubdw Fi, F3, ..., Fi. Kazde
dziecko nalezy do pewnej nieujemnej liczby z nich. Zalézmy, ze zaden klub nie
zawiera si¢ w innym klubie, tzn. nie istnieje klub F;, ktére wszyscy czlonkowie
sg w klubie Fj, dla pewnych ¢ # j. Niech n; oznacza liczbe o0séb z i-tego klubu.
Udowodnij, ze

[y
[y
=

Zadanie 29.

Na okregu umieszczono n liczb rzeczywistych, gdzie n jest liczba catkowita wieksza
od 3. Dla kazdych czterech kolejnych liczb a, b, ¢, d, potozonych w tej kolejnosci na
okregu, zachodzi réwnos¢ a + d = b+ c. Dla jakich liczb n wynika stad, ze wszystkie
liczby umieszczone na okregu sg réwne?

Zadanie 30.

Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniajace uklad réwnan

a+b+c+d=20,
ab + ac + ad + bc + bd + cd = 150.



Zadanie 31.

Niech a, b, ¢ beda niezerowymi liczbami rzeczywistymi spetniajacymi warunek
[(a+6)(b+c)(c+a)| =|(a—0b)(b-c)(c—a)l

Wykaz, ze

Zadanie 32.

Dane jest n kart ustawionych w rzedzie, przy czym n jest dodatnia liczba calko-
witg. Kazda karta ma jedna strone biala, a drugg czarng. Ruch polega na wzieciu
dwdch sasiednich kart, z ktérych lewa jest biala, a prawa moze by¢ czarna lub biata,
i odwrdceniu ich obydwu. Udowodnij, ze niezaleznie od poczatkowego ulozenia kart
mozna wykona¢ tylko skoniczenie wiele ruchow.

Zadanie 33.

Na tablicy znajduja sie liczby 1, 2, ..., n, gdzie n > 1 jest dodatnig liczba catkowita.

Dopdki na tablicy nie pozostanie jedna liczba, z tablicy wybierane sg w kolejnych

krokach pewne dwie liczby a i b, nastepnie liczby te sa §Scierane i w ich miejscu
ab

zapisana jest jedna liczba ;2%. Udowodnij, ze po wykonaniu n — 1 krokéw liczba

pozostala na tablicy jest mniejsza od "2—21

Zadanie 34.

Kazdy punkt w przestrzeni pomalowano na jeden z dwéch koloréw: kawowy lub her-
baciany. Tréjkat nazwiemy jednokolorowym, jedli ma trzy wierzchotki tego samego
koloru. Czy istnieje jednokolorowy tréjkat réwnoboczny o boku diugosci 20237

Zadanie 35.

Dany jest trojkat ABC, w ktéorym AC > BC. Niech punkt M bedzie Srodkiem
tego tuku AB okregu opisanego na tréjkacie ABC, ktéry zawiera punkt C. Niech
punkt H bedzie rzutem prostopadlym punktu M na prostg AC. Wykaz, ze

AH =HC+CB.



Zadanie 36.

Dany jest czworokat wypukly ABCD wpisany w okrag o §rodku O. Proste AB
i CD przecinajg sie w punkcie P, a proste BC i AD przecinajg si¢ w punkcie Q.
Okregi opisane na tréjkatach CDQ oraz BC P przecinaja si¢ w punkcie R, réznym
od punktu C. Wykaz, ze punkty A, O, C oraz R leza na jednym okregu.

Zadanie 37.

Dany jest tréjkat réznoboczny ABC. Niech punkty D, E i F' beda spodkami wy-
soko$ci tego tréjkata opuszczonych odpowiednio z punktéw A, B i C. Ozgnaczmy
odpowiednio przez X, Y, Z punkty przeciecia par prostych: AB i DE, AC i DF
oraz BC i EF. Udowodnij, ze punkty X, Y, Z sg wspoéiliniowe.

Zadanie 38.
Niech a, b, ¢ beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Zalézmy, ze réwniez liczby

a+b b+c c+a

)

c '’ a b

sg calkowite dodatnie. Znajdz wszystkie mozliwe wartosci liczby

a+b b+c c+a
+ + .
c a b

Zadanie 39.

Znajdz najmniejsza liczbe catkowita n > 9, ktérej zapis dziesietny nie zawiera cyfry
0 ani 7, ale zamiana dowolnej cyfry liczby n na cyfre 7 daje liczbe podzielng przez 7.

Przyktad. Liczba 143 nie ma wlasno$ci opisanej w zadaniu. Mimo, ze liczba 147 jest
podzielna przez 7, to liczba 173 nie jest podzielna przez 7.
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Rozwigzania zadan

Zadanie 1.

Wykaz, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n liczba (n+1)™—1 jest podzielna

przez n2.

Rozwigzanie: Sposéb I
Skorzystajmy ze wzoru na réznice n-tych poteg:
M+ —1=Mm+1D)"-1"=n((n+1D)" 1+ (n+1)" 2+ ... +(n+1)+1).

Wystarczy zatem udowodnié, ze (n+1)" "1+ (n+1)" 2 +...+(n+1)+1 jest liczba
podzielng przez n. Dla dowolnej nieujemne;j liczby catkowitej & liczba (n + 1) daje
reszte 1 przy dzieleniu przez n. Zatem suma n kolejnych naturalnych poteg liczby
n + 1 jest podzielna przez n. Stad liczba (n + 1) — 1 jest podzielna przez n?.
Sposéb II

Dla n = 1 teza jest oczywista. Dla n > 2 skorzystamy ze wzoru dwumianowego
Newtona:

(n+1)" —1= <g>n"+ (T)n”‘1+---+ (nil)rw (Z) _1

Suma ostatnich dwdch sktadnikéw sumy po prawej stronie powyzszej réwnosci jest
réwna 0. Kazdy z pierwszych n — 1 sktadnikéw jest natomiast podzielny przez n?.
Pozostaje wiec stwierdzi¢, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n mamy

(_1):(_1)1:

W rezultacie liczba (n + 1)™ — 1 jest podzielna przez n?.

Uwaga. Dla nieujemnych liczb catkowitych n > k liczbe (’k‘) okreslamy formuta

(&)= e

Mozna udowodni¢, ze liczba ta réwna jest liczbie k-elementowych podzbioréw zbioru
n-elementowego. Wzér dwumianowy Newtona, z ktérego skorzystaliSmy, ma postaé

n __ & n n—k k _ (T n n n—1 n n—1 n n
(z+y) —%(k)x y* = <0>ZE +<1)£L‘ y+...+(n_1)xy +<n)y .

11



Zadanie 2.

Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktéorym AB < AC. Okrag opisany na tréjkacie
BOC przecina proste AB oraz AC odpowiednio w punktach D oraz E, przy czym
punkt D jest rézny od punktu B i lezy na przedluzeniu odcinka AB, za§ punkt £
jest rézny od punktu C i lezy na boku AC. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego
na tréjkacie ABC. Wykaz, ze wysokosci tréjkata ADFE przecinaja si¢ w punkcie O.

Rozwigzanie: Niech X, Y beda odpowiednio punktami przeciecia prostych DO i AC
oraz prostych EO i AB. Wystarczy wiec udowodnié, ze DY O = SEXO = 90°.
Uzasadnimy réwnoéé¢ 4 DY O = 90°, wyznaczajac miary katéw Y OB oraz Y BO za
pomocg miar katéw wewnetrznych tréjkata ABC.

rys. 1

Punkty B, O, E i C leza na jednym okregu, skad YY OB = 180°— YBOE = JECB.

Mamy tez SOBC = JOCB, poniewaz BO i CO to promienie okregu opisanego na
tréjkacie ABC. Stad

4YBO = 4ABO = SABC — JOBC =
1
= JABC — (90° — 5 YBOC) = YABC —90° + YBAC.
W ostatniej réwnosci korzystamy z twierdzenia o kacie Srodkowym i wpisanym.
Wreszcie, znajac miary katéw Y OB oraz Y BO, uzyskujemy:

YBYO = 180°~4YOB—4Y BO = 180°—(YECB+ YABC—90°+ Y BAC) = 90°.

12



Zadanie 3.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AB = 3 i katy ABC oraz BAC maja miary nie
wieksze od 60°. Udowodnij, ze sposréd dowolnych 10 punktéw lezacych wewnatrz
tego tréjkata istniejg takie dwa, ktérych odleglos¢ réwna jest co najwyzej 1.

Rozwigzanie: Niech C' bedzie punktem lezacym po tej samej stronie prostej AB co
punkt C, tak ze tréjkat ABC’ jest réwnoboczny. Zauwazmy, ze zalozenie o miarach
katéw C AB oraz CBA gwarantuje, ze tréjkat ABC lezy wewnatrz tréjkata ABC'.
Dzielimy tréjkat ABC’ na 9 mniejszych tréjkatéw réwnobocznych o boku 1 (rys. 2).

/ \
/ \

\\
// \\

rys. 2

Sposrdd 10 punktow lezacych wewnatrz trdjkata ABC pewne dwa lezg w tym samym
tréjkacie réownobocznym o boku 1. Kazde dwa punkty nalezace do takiego tréjkata
sg od siebie oddalone o nie wiecej niz 1, co konczy dowdd.

Zadanie 4.

Liczby catkowite a, b, ¢, d spelniajg warunek a + b+ ¢ + d = 0. Wykaz, ze liczba
n = (ab — cd)(bc — ad)(ac — bd) jest kwadratem liczby catkowite;j.

Rozwigzanie: Mamy d = —(a+b+c). Wstawiajac te zaleznos¢ do kazdego z wyrazei
ab — cd, bc — ad, ac — bd, uzyskujemy:

ab—cd=ab+cla+b+c)=ab+ac+bc+c® = (a+c)(b+c),
bc—ad=bc+ala+b+c)=bc+a®+ab+ac=(a+c)(a+b),
ac—bd=ac+bla+b+c)=ac+ab+b*+bc=(a+b)(b+c).

W rezultacie n = ((a + b)(b + ¢)(a + ¢))?.

13



Zadanie 5.

Znajdz wszystkie takie dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych liczba 4™ — n jest
wielokrotnosciag 17.

Rozwigzanie: Skoro 4* =1 (mod 17), to nalezy rozwazy¢ cztery przypadki:
(a) jeSlin =0 (mod 4), to 4 =1 (mod 17),

(b) jeSlin =1 (mod 4), to 4™ =4 (mod 17),

(c) jeslin = 2 (mod 4), to 4™ = 16 (mod 17),

(d) jesli n = 3 (mod 4), to 4® = 13 (mod 17).

)
)

Wykazemy, ze szukane liczby n sa, w zalezno$ci od przypadku (a)-(d), w jednej
z postaci 68t +52, 68t +21, 68t +50, 68t +47, gdzie ¢ jest nieujemna liczba catkowita.

Rozwazymy tylko przypadek (a). Szukamy wszystkich liczb n, takich ze
n=0 (mod4) oraz n=1 (mod17).

Zauwazmy, ze jesli pewna liczba n spelnia powyzsze warunki, to speinia je réwniez
kazda liczba postaci n + 4 - 17t = n + 68t¢, gdzie ¢ jest liczba catkowita. Zatem wy-
starczy znalez¢ rozwigzanie dwéch powyzszych warunkéw wsrdd nieujemnych liczb
catkowitych mniejszych od 68. Jedynym takim rozwigzaniem okazuje sie liczba 52.
Rzeczywiscie, gdyby istniata inna liczba m' majaca te wlasno$ci, wéwczas liczba
|52 — m'| bylaby podzielna przez 68, co jest niemozliwe. W rezultacie kazda licz-
ba n spelniajaca warunki opisane w przypadku (a) ma postaé 68t + 52, gdzie ¢ jest
dowolng nieujemna liczbg catkowita. Analogicznie rozpatrujemy przypadki (b) — (d).

Uwaga. W rozwigzaniu skorzystaliSmy z idei dowodu szczegdlnej wersji chinskiego
twierdzenia o resztach. Mowi ono, w interesujagcym nas przypadku, ze jesli dane sa
dodatnie i wzglednie pierwsze liczby catkowite z, y oraz dowolne liczby catkowite r;
oraz r3, to istnieje dokladnie jedna liczba catkowita 0 < m < zy, taka ze

m=r; (modz) oraz m=ry (mody).

Liczbe m wyznaczamy w nastepujacy sposob. Skoro liczby z, y sa wzglednie pierw-
sze, to istniejg liczby catkowite a, b, takie ze az+by = 1 (jest to tzw. lemat Bézouta).
Wéwczas liczba byr; + azrs spelnia dwa warunki wypisane wyzej. Dodajac do niej
odpowiednig wielokrotno$¢ zy, uzyskujemy szukane m. W rozwazanym przypadku
(o) mamy z =4,y=17,7r1 =0,ro =1loraz —4-4+1-17=1,czylia = —4,b=1.
Stad uzyskujemy liczbe byr; + azry = —4-4-1 = —16, czyli m = 52 = —16 + 68.
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Zadanie 6.

Na prostokatnym placu o wymiarach 3 x 100, podzielonym na 300 pdl rozmiaru
1 x 1, maszeruje piechur. Robi to tak, aby na kazdym polu znalez¢ si¢ doktadnie raz.
Piechur rozpoczyna marsz na pewnym polu i zostawia na nim tabliczke z liczbg 1.
Gdy piechur przechodzi na i-te z kolei pole, zostawia na nim tabliczke z liczbg z,
a nastepnie przechodzi na pole sgsiadujace z i-tym przez wspdlny bok. Jaka jest
najmniejsza liczba naturalna & o tej wlasnosci, ze po poznaniu liczb zostawionych
na pewnych k polach mozna jednoznacznie odtworzy¢ potozenie wszystkich liczb?

Rozwigzanie:

Wykazemy, ze odpowiedzia na problem postawiony w zadaniu jest liczba &k = 2.
Zacznijmy od podania odpowiedniego przyktadu w tej wlasnie sytuacji.

Zalézmy, ze poziomy bok prostokata 3 x 100 jest dtuzszy od pionowego. Niech dwie-
ma poznanymi przez nas liczbami zapisanymi przez piechura beda: liczba 1 na ta-
bliczce w lewym gérnym rogu oraz liczba 199 na tabliczce w lewym dolnym rogu.
Uzasadnimy, ze jedynag mozliwg trasg piechura jest ta przedstawiona ponizej.

1 2 3 . 98 99 | 300
198 | 197 | 196 . 101 | 100 | 299
199 | 200 | 201 . 296 | 297 | 298

rys. 3

Zauwazmy najpierw, ze jesli pola o numerach z;, z, znajduja si¢ odpowiednio w wier-
szach 1,1, 1 kolumnach jy, J5, to zachodzi nieréwno$é

|z1 — 22| 2> [11 — 22| + |71 — 72|

Niech a bedzie liczbg wpisang w tabliczke stojaca w prawym gérnym rogu prosto-
kata. Wiemy, ze |a — 1| > 99 i |a — 199| > 101. Jedyna liczba z przedziatu [1, 300]
spelniajaca obie te nieréwnosci jest 300, wiec liczba ta musi by¢ wartoscig a.

Jesli natomiast w prawe dolne pole zostala wpisana liczba b, dostajemy nieréwnosci
|b—1| > 101, [b—199| >99, |b—300|> 2,

skad b = 298. To juz pozwala nam jednoznacznie otworzy¢ trase piechura po poja-
wieniu sie w lewym dolnym rogu — musial on iS¢ poziomo az do prawego brzegu
prostokata, a nastepnie pionowo az do gérnego brzegu.
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Whioskujemy stad, ze do lewego dolnego pola naroznego piechur mégt wejs¢ tylko
od gdry, co wyznacza jednoznacznie pole z tabliczka o numerze 198. Teraz nietrudno
zauwazy¢, ze jedyna mozliwg trasg moégt by¢ przemarsz od lewego gérnego rogu po-
ziomo az do przedostatniej kolumny, przejécie o jedno pole w dél, a nastepnie dojscie
poziomo do znanego juz przez nas pola z tabliczka 198. Udato nam sie jednoznacznie
odtworzy¢ liczby wpisane na tabliczkach na wszystkich 300 polach prostokata, wiec
podany przyklad spelnia warunek zadania. Stad k& > 2.

Wykazemy teraz, ze dla k = 1, niezaleznie od tego ktére wskazemy pole i tego ja-
ka liczba pozostawiona bedzie na znajdujacej si¢ na nim tabliczce, mozliwe bedzie
wskazanie dwdch réznych mozliwych tras przemarszu spelniajacych warunek zada-
nia. Istotnie, piechur mdgl rozpoczaé w dowolnym polu i kierowaé sie w jednym
z dwdch kierunkéw wzdluz ponizszej tamanej, co daje 600 réznych mozliwych tras.

rys. 4

Nietrudno zauwazy¢, ze w ramach tych wskazanych 600 tras, kazda z 300 liczb
1, 2, ..., 300 pojawia si¢ na kazdym polu dwukrotnie — raz przy przejéciu zgodnie
z kierunkiem wskazdwek zegara, a raz w kierunku przeciwnym. Zatem nie jesteSmy
w stanie jednoznacznie odtworzy¢ trasy, znajac numer znajdujacy sie na tabliczce
tylko jednego pola. Stad minimalng mozliwg wartoscig k faktycznie jest 2.

Zadanie 7.

Wyznacz wszystkie pary (a,b) dodatnich liczb catkowitych, dla ktérych wartosci

utamkow

a?+b b +a
oraz ———
b2 —a a?z—b

sg liczbami catkowitymi.

Rozwigzanie: Dla dowolnej pary (a,b) dodatnich liczb catkowitych liczby a2 + b
oraz b? + a sa dodatnie. Aby utamki o dodatnich licznikach byty liczbami catkowi-
tymi konieczne jest, aby w kazdym z nich licznik byl nie mniejszy od mianownika.
Otrzymujemy w ten sposéb nieréwnosci

a?+b>b*—a oraz b2 +4a>a—b.
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Przeksztalcajac réwnowaznie pierwsza nieréwnosé, otrzymujemy a2 — b? > —(a + b)
skad, dzielac przez dodatnig liczbe a+b, dostajemy a—b > —1. Postepujac podobnie
z druga nieréwnoscia, uzyskujemy a — b < 1. Laczac uzyskane warunki, uzyskuje-
my —1 < a—b < 1. W rezultacie prawdziwa jest jedna z réwnoscia = bluba = b+£1.

Jezeli a = b, to

c12—|—b_b2—|—a_az—|—a_a,+1_1+ 2
a?2—b b —-a a’—-a a-—-1 a—1"

Liczba ta jest catkowita wtedy i tylko wtedy, gdy a — 1 jest dzielnikiem liczby 2, co
w $wietle zalozenia a > 0 oznacza, ze a=b=21luba=5b=3.

Jezeli a = b+ 1, to bioragc pod uwage, ze dane utamki sg symetryczne ze wzgledu na

a, b, mozemy zatozy¢ bez straty ogdlnosci, ze b = a + 1. Sprawdzimy, kiedy liczby

a®>+a+1 a>+3a+1
a?+a+1" a2—-a-1

sg calkowite. Pierwsza z nich jest rowna 1. Odejmujac natomiast od drugiego utamka

liczbe 1, uzyskujemy utamek
4a 42

a?2—a—-1"
Ponownie wykorzystujac obserwacje, ze utamek o wartosci catkowitej i dodatnim
liczniku oraz mianowniku ma licznik nie mniejszy od mianownika, uzyskujemy nie-
réwnoéé 4a + 2 > a? — a — 1. Przeksztalcamy te nieréwnoéé réwnowaznie:

0>a®—5a-3,

0 > 4a® — 20a — 12,
0> (2a — 5)? — 37,
37 > (2a — 5)%

Uzyskujemy a < 5. Bezposrednio sprawdzajgc pie¢ mozliwych wartosci a, przeko-
nujemy sie, ze warunki zadania sg spelnione jedynie gdy a = 1 lub a = 2.

Yaczac wyniki uzyskane w obydwu przypadkach, uzyskujemy wszystkie mozliwe pa-
ry (a,b), czyli (2,2), (3,3), (2,1), (1,2).
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Zadanie 8.

Dany jest réwnolegtobok ABCD. Wybieramy takie punkty E, F' odpowiednio na
bokach BC oraz AD, ze okrag opisany na trojkacie ABE jest styczny z prostg C'F.
Udowodnij, ze okrag opisany na tréjkacie CDF jest styczny z prosta AE.

Rozungzanie: Niech X bedzie punktem stycznosci prostej C'F' z okregiem opisanym
na tréjkacie ABE. Niech Y bedzie takim punktem na odcinku AE, ze proste F'Y
i XE sa réwnolegle. Zatem $XFY = JEXC. Korzystajac z twierdzenia o kacie
miedzy styczna a cieciwa, otrzymujemy JEXC = JEAX, czyli

IXFY = JEXC = JEAX = JY AX,

wiec na czworokacie AF XY mozna opisa¢ okrag.

Stad wynika, ze Y XC = JFAY. Skoro odcinki AD i BC sa réwnolegle, to
JYXC = JFAY = JAEB = 180° — {YEC,
czyli na czworokacie CXY E mozna opisa¢ okrag. Stad otrzymujemy réwnosci
JFYA= JXEY = 4XCY = JFCY.

Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia o kacie miedzy styczng a cieciwg wynika
zatem, ze okrag opisany na trdjkacie F'CY jest styczny do prostej AE w punkcie Y.
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Zadanie 9.

Dane sa dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajace warunki a > b > ¢ oraz

a+b_b+c_c+a
be  ca  ab

Wykaz, zea=b=c.

Rozungzanie: Sposéb 1. Z nieréwnosci a > b > ¢ wynika, ze

a—l—b2 a—{—b) b—}—c‘
bc ca ca

Z warunkéw zadania wnioskujemy, ze powyzsze nieréwno$ci sa réwnosciami. Stad
bc = ca, czyli a = b. Analogicznie dowodzimy réwnosci a = c oraz b = c.

Sposéb II. Przeksztalcamy réwnowaznie dane w zatozeniu réwnosci poprzez pomno-
zenie wszystkich stron przez abec, uzyskujac a? + ab = b2 + bc = ¢? + ca. Stad
otrzymujemy a® — b = b(c — a), czyli (a — b)(a +b) + b(a — c) = 0.

Liczby a, b, ¢ sa dodatnie, a liczby a—b, a—c sa nieujemne. Zatem liczby (a—b)(a+b)
oraz b(a — ¢) sg nieujemne. Skoro ich suma réwna jest 0, to kazdy ze skiadnikéw
réwny jest 0. Zatem (a — b)(a + b) = 0 = b(a — ¢), co implikuje a = b =c.

Zadanie 10.

Dany jest ciag liczb catkowitych (a,). Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n
sume pierwszych n wyrazéw tego ciagu, czyli liczbe a; + as + ... + a,, oznaczamy
przez S,. Zalézmy, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi réwnosé
S, = 3n%. Udowodnij, ze réznica dwéch kolejnych wyrazéw ciagu (a,) jest stala.

Rozwigzanie: Liczba a; — a; jest réwna Sy — 25; = 3(2%2 —2-12) = 6.
Zauwazmy, ze dla kazdego n > 2 mamy a, = .S, — Sp_1. Stad
Ant1 — @n = (Sne1 — Sn) — (Sn — Sn—1) = Sny1 + Sn—1 — 25,
Korzystajac z zalozonej wartosci S,, uzyskujemy
Spi1+Snc1—28, =3((n+ 1)+ (n—1)% —2n?) =
=3n*+2n+1+n*—2n+1-2n*)=3-2=6.

OtrzymaliSmy zatem dla kazdego n > 1 réwnos¢ an1 — a, = 6.
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Zadanie 11.

Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym AB < AC, oraz punkt D lezacy na
boku BC w taki sposdb, ze prosta AD jest dwusieczng kata BAC. Prosta prostopa-
dla do prostej AD przechodzaca przez punkt B przecina okrag opisany na tréjkacie
ABD w punkcie E, réznym od punktu B. Niech O bedzie §rodkiem okregu opisanego
na tréjkacie ABC. Udowodnij, ze punkty A, O i E sg wspotliniowe.

Rozungzanie: Ozgnaczmy miary katéw wewnetrznych tréjkata ABC przy wierzchol-
kach A, B i C odpowiednio przez «, 8 oraz 7. Wéwczas SBAD = 5 Wigc

IEBA = 90° — %

Punkty A, E, D, B leza na jednym okregu, zatem z twierdzenia o kacie wpisanym
mamy

YDAE = YDBE = YDBA— JEBA=f — (90° - %) - % B —90°.

Zatem
JBAE = {BAD + 4DAE = a + B — 90°.

Korzystajac z réwnosci promieni AQO oraz BO, uzyskujemy

JBAO = %(1800 — JAOB) = 90° — % 2. JACB =
=90°—y=a+ B —-90° = IBAE.

Stad wynika, ze SBAO = IBAE, czyli punkty A, O, E sa wspétliniowe.
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Zadanie 12.

An i Piotrek tocza gre na szachownicy o wymiarach 2023 x 2023. Na polu sasiadu-
jacym z prawej strony z lewym dolnym rogiem szachownicy znajduje si¢ hetman.
Standardowo, moze on poruszac sie o dowolng ilo§¢ pdél wzdtuz kolumny, wiersza lub
dowolnej przekatnej, na ktorej stoi. Gracze wykonuja na przemian ruchy hetmanem,
przy czym zakonczenie ruchu na polu, na ktérym pionek wczesniej juz zakonczyt
ruch lub na polu startowym tego pionka oznacza automatyczng przegrang. Wygry-
wa osoba, ktéra doprowadzi hetmana do prawego gérnego rogu planszy. Kto ma
strategie wygrywajaca, jesli gre rozpoczyna An?

Rozungzanie: Nazwijmy przegrywajgcymst te pola szachownicy, z ktérych mozna
wykonac¢ ruch hetmanem bezposérednio do prawego gérnego pola. Jesli jeden z graczy
postawi hetmana na pole przegrywajace, to poniesie porazke (zakladajac, ze drugi
gracz jest rozsadny). Pola, ktére nie sg przegrywajace i nie sa prawym gérnym po-
lem szachownicy nazwijmy neutralnymsi. Ponadto, pole startowe i pola, na ktérych
hetman juz kiedy$ zakonczyt ruch, bedziemy nazywacé zajetyms:. Wreszcie, oznaczmy
przekatna szachownicy biegnaca od lewego dolnego do prawego gérnego rogu jako [.

Udowodnimy, ze strategie wygrywajaca posiada An. Jest ona nastepujaca. W pierw-
szym ruchu An przestawia hetmana na pole symetryczne do pola startowego wzgle-
dem prostej ! (czyli na pole sasiadujace z lewym dolnym polem szachownicy dolng
krawedzig). Nastepnie, w odpowiedzi na ruch Piotrka, An postepuje zgodnie z na-
stepujacymi dwiema zasadami.

e Jesli Piotrek przesunie hetmana na pole przegrywajace, to An wygrywa prze-
suwajac hetmana do prawego gérnego rogu.

e Jesli Piotrek przestawi hetmana na pewne pole neutralne, to An przestawia
hetmana na symetryczne do niego wzgledem przekatnej ! pole neutralne.

W ten sposéb po kazdym ruchu Ana zbidr zajetych pdl jest symetryczny wzgledem
prostej I, wiec postepujac zgodnie z drugim punktem strategii An ma pewnos¢, ze
pole (neutralne), na ktdre chce przesunaé hetmana, nie jest jeszcze zajete.

Skoro w kazdym ruchu liczba zajetych pdl rosnie o 1, to gra musi si¢ kiedy$ skonczyg,
a skoro An ma odpowiedz na kazdy ruch Piotrka, gra musi skonczy¢ sie zwyciestwem
Ana. Zatem to on ma strategie wygrywajaca.
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Zadanie 13.

Rozwiaz w dodatnich liczbach catkowitych réwnanie 3% + 4% + 5 + 4 = n?,

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze liczba 5 daje reszte 1 przy dzieleniu przez 4. Stad
3% 44% 4159 +4=3" 41 (mod 4).

Dla a > 1 liczba a! jest podzielna przez 2, wiec 3% = 1 (mod 4). Zatem dla a > 1
mamy 3% +1 = 2 (mod 4). Z drugiej strony 3% +1 = n? (mod 4), co jest niemozliwe,
gdyz kwadrat liczby catkowitej daje przy dzieleniu przez 4 jedynie reszty 0 lub 1.
Stad a = 1 i rozwazane réwnanie przybiera postaé¢ 4% + 5 + 7 = n?.

Dla b > 1 liczba b! jest podzielna przez 2, wiec 4* = 1 (mod 5). Stad
4% 459+ 7=3 (mod 5).

Z drugiej strony kwadrat liczby catkowitej daje przy dzieleniu przez 5 jedynie reszty
0, 1 lub 4. Stad b = 1. Rozwazane réwnanie przybiera wiec posta¢ 5 4+ 11 = n?.

Zauwazmy, ze gdy ¢c = 1,ton =4, agdy c = 2, to n = 6 i wtedy 11 jest rdznicg
dwdch kolejnych kwadratéw. Stad rozwigzaniami rozwazanego réwnania sg w tym
przypadku czwdrki (a, b, ¢, d) postaci (1,1,1,4) oraz (1, 1,2,6).

Dla ¢ > 2 wyrazenie 5% jest oczywiscie kwadratem, wiec 11 znowu jest réznica
kwadratéw. Jednak dla dodatnich liczb catkowitych z > y warunek

2’ -y’ =(z—y)(z+y) =11

oznacza, ze ¢ + y < 11. A zatem dla ¢ > 2 rozwazane réwnanie nie ma rozwigzan.

Zadanie 14.

Jas dysponuje nastepujacg operacjg na zbiorze wierzchotkéw dowolnego tréjkata:
moze zamieni¢ jeden z nich na jego obraz w symetrii wzgledem innego wierzchotka.
Czy jest mozliwe, aby Ja$ startujac od tréjkata o wierzchotkach (0,0), (0,1), (1,0)
1 stosujac opisang operacje dowolng liczbe razy, otrzymat tréjkat o wierzchotkach
(0,0), (2,0), (0,1)? Odpowiedz uzasadnij.

Rozungzanie: Odpowiedz jest negatywna. Wystarczy zauwazy¢, ze odbijajac punkt
o wspéirzednych A = (z1,y1) wzgledem punktu B = (z2,y2), uzyskujemy punkt
A’ = (z3,ys) o tej wlasnosci, ze punkt B jest srodkiem odcinka AA’, czyli

1+ 23 :y1+y3

$2:T, Y2 5
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Stad

A= (223 — 21,2y2 — y1) = (21 + 2(z2 — 1), y1 + 2(y2 — ¥1))-
Zatem przy rozwazanej operacji jednakowa jest parzysto§¢ wspotrzednych dowolnego
punktu kratowego (o obydwu wspédirzednych catkowitych) i jego obrazu w symetrii
wzgledem innego punktu kratowego. Pozostaje zauwazy¢, ze wéréd punktéw (0, 0),
(2,0), (0,1) doktadnie dwa maja obydwie wspéirzedne parzyste, a wiréd punktéw
(0,0), (0,1), (1,0) tylko jeden punkt ma wspéirzedne o tej samej parzystosci.

Zadanie 15.

Dany jest czworokat ABC D, w ktérym < ABC = 90° oraz <BCD = 30°. Wiadomo
takze, ze AB = CD oraz BC = 2AD. Wykaz, ze $BAD = 30°.

Rozwigzanie: Dopelnijmy tréjkat prostokatny ABC do prostokgta ABCE. Mamy
CD = CEoraz {DCE = 90°— {BCD = 60°. Tréjkat C DE jest wigc réwnoboczny.

A E

rys. 7

Przedtuzmy odcinek AD, tak by przecinal prosta BC w punkcie F. Punkt D lezy
wigc na przecigciu symetralnej przyprostokatnej AB (a takze prostej CE) z prze-
ciwprostokatng AF tréjkata ABF. Zatem punkt D jest srodkiem okregu opisanego
na tym tréjkacie, a co za tym idzie

AD = BD = DF.

Mamy réwniez BCD = 30° oraz BC = 2AD wiec tréjkat BCD jest poléwka
tréjkata réwnobocznego, przy czym JBDC = 90°. Wykonujac rachunek na katach,
otrzymujemy zatem

YBAD = YBAF = 90° — {DFB = 90° — {DBF = 4DCB = 30°.
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Zadanie 16.
Dodatnie liczby catkowite n, m spelniaja warunek
n(4n + 1) = m(5m + 1).

Wykaz, ze n — m jest kwadratem liczby catkowitej.

Rozungzanie: Mamy
n(dn+1) —m(BGm+1)=4n’> +n —5m? —m =
=(n-—m)dn+4m+1) —m? =
=(n-m)(bn+5m+1) —n?=0.
W rezultacie
(n—m)(4n +4m +1)=m? oraz (n—m)(5n +5m+ 1) = n?.

Liczby 4n 4+ 4m + 1 oraz 5n + bm + 1 sa jednak wzglednie pierwsze, gdyz kazdy ich
wspOlny dzielnik jest réwniez dzielnikiem liczby
5(dn+4m+1) —4(bn+5m+1)=1.
2 2

W rezultacie najwiekszy wspdlny dzielnik liczb m< oraz n® réwny jest n — m.
Najwiekszy wspdlny dzielnik dwéch kwadratéw jest jednak kwadratem.

Zadanie 17.
Udowodnij nieréwno§c

11
I+ —=+—F—=+...+

1
> 86.
V2 /3 /2023

Rozungzanie: Dla dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej & zachodzi nieréwnosé

1 2 _ 2(VE+ —\/E)_ _
Y R TV Sy =2(Vk+1- k).
Stad
1 1
1+$+...+ TO%>2(f—\/1+f—\/§+...+\/2024— 2023) =

=2v2024 -2 >2-44 -2 = 86.
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Zadanie 18.
Dany jest czworokat ABCD, w ktérym AC = BC = CD oraz SABC = 70°.

Wyznacz JADB.
Rozungzanie: Trojkat ABC jest rownoramienny, wiec
YBCA =180° — YABC — {BAC = 180° — 70° — 70° = 40°.

Z podanych w tresci zadania rowno$ci wynika, ze punkty A, B, D leza na okregu
o §rodku C i promieniu BC. Wykorzystujac twierdzenie o kacie §rodkowym i wpi-
sanym, uzyskujemy
1
YADB = 5 JACB = 20°.

B

rys. 8

Zadanie 19.

Dane sa dwie kolejne liczby pierwsze p i ¢ wigksze od 2. Wykaz, ze p+q jest iloczynem
co najmniej trzech liczb catkowitych wigkszych od 1 (niekoniecznie réznych).

Rozungzanie: Liczby p oraz ¢ sg nieparzyste, wiec ich suma jest liczbg parzysta.
Niech p + g = 2k. Wtedy liczba
p="? +4q
2
jest zawarta pomiedzy kolejnymi liczbami pierwszymi p i g, wiec nie jest to liczba

pierwsza. Stad k jest liczba zlozona.
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Zadanie 20.

Kazde z 4n? pdl szachownicy rozmiaru 2n x 2n pokolorowano na jeden z n koloréw,
gdzie n jest liczba catkowita wickszg od 1. Rozstrzygnij czy istnieja na tej szachow-
nicy cztery pola takiego samego koloru, ktérych srodki tworzg réwnolegtobok.

Rozwigzanie: Skoro pdl szachownicy jest 4n?, a koloréw n, to na ktéry$ z nich jest
pomalowane co najmniej 4n pdl. Niech tym kolorem bedzie niebieski.

Jesli w jakim$§ wierszu pojawiaja sie dwa niebieskie pola odleglte o d, to liczbe d
nazwiemy dystansem wystepujacym w tym wierszu. Wnioskujemy stad, ze jesli ten
sam dystans wystepuje w dwdch réznych wierszach, otrzymujemy cztery niebieskie
pola o §rodkach tworzacych réwnolegtobok, co konczy rozwigzanie. Przypusémy za-
tem, ze kazdy z mozliwych 2n — 1 dystanséw pojawia sie tylko raz.

Oznaczmy przez a; liczbe niebieskich pdl w i-tym wierszu szachownicy. W takim
wierszu wystepuje zatem co najmniej a; — 1 réznych dystanséw — od pierwszego
niebieskiego pola do pozostatych. Skoro dystanse wystepujace w réznych wierszach
sg rézne, otrzymujemy zatem nieréwnos¢

(a1 — 1) 4+(az— 1)+ ...+ (azn — 1) <2n - 1.

Ale z zalozenia, ze niebieskich pdl jest co najmniej 4n, wiemy, ze lewa strona powyz-
szej nieréwnosci wynosi co najmniej 2n. Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze Srodki
pewnych niebieskich pdl tworza réwnolegtobok.

Zadanie 21.

Dodatnig liczbe catkowita n nazywamy dzieciecq, gdy n — 11 jest liczba pierwsza
oraz istnieja takie dodatnie liczby calkowite a oraz b, ze spelnione sg warunki

An+1=a> oraz 1ln+4="1.

Znajdz wszystkie liczby dzieciece.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze
n — 11 = 100n + 25 — (99n + 36) = 25a° — 9b* = (5a — 3b)(5a + 3b).

Aby liczba n — 11 byta pierwsza potrzeba, by zachodzitly warunki 5a + 3b = n — 11
oraz 5a — 3b = 1, gdyz 5a + 3b > 5a — 3b. Dodajac i odejmujac od siebie te réwnosci,
dostajemy:

10a=n—10 oraz 6b=n—12,
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czyli 10a + 10 = n oraz 6b + 12 = n. Podstawiajac pierwsza z tych zaleznosci do
pierwszej z danych w zadaniu réwnoéci, otrzymujemy 40a + 41 = a2, czyli réwno-
waznie: (a — 41)(a + 1) = 0. Skoro a > 0, to musi zachodzi¢ a = 41. Z tego wynika,
ze n = 420 oraz b = 68. Stad jedyng liczba dziecieca jest 420.

Zadanie 22.

Okregi w; oraz wy o §rodkach odpowiednio w punktach O; i O, przecinaja sie
w punktach A oraz B. Prosta AO; przecina okrag w» w punkcie C réznym od punk-
tu A. Prosta AO; przecina okrag w; w punkcie D réznym od punktu A. Udowodnij,
ze punkt A jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat BC'D.

Rozwigzanie: Przedtuzmy proste AO; 1 AO, tak, by przecinaty odpowiednio okregi
wj oraz ws W punktach E oraz F', réznych od A. Katy ABF', ABE, ACF oraz ADE
sg oparte na Srednicach okregéw w; oraz w», wiec sa to katy proste.

W konsekwencji punkty B, E, F' sa wspélliniowe oraz na czworokacie £ FC D mozna
opisa¢ okrag. Korzystajac z twierdzenia o kacie Srodkowym i wpisanym, uzyskujemy:

{DCA = IDFE = JAFB = JACB.

Analogicznie otrzymujemy réwnoéci SCDA = JCEF = SAEB = JADB. Zatem
punkt A znajduje sie na dwusiecznych katéw BCD oraz BDC, czyli jest srodkiem
okregu wpisanego w tréjkat BC'D.




Zadanie 23.

Dane sg dodatnie liczby catkowite z i y, takie ze liczba zy jest dzielnikiem liczby
z? + y? — z. Wykaz, ze = jest kwadratem liczby catkowite;j.

Rozwigzanie: Niech d = NWD(z,y). Wtedy z = da oraz y = db, gdzie a i b sg
wzglednie pierwszymi liczbami catkowitymi. Wéwczas podzielnos¢ zapisana w tresci
zadania oznacza, ze nastepujacy utamek ma warto$¢ catkowita:

o +y*—z  d?a®+d*b*—da  da®+db® —a

Ty o d2ab n dab

W szczegdlnoici liczba da? + db® — a jest podzielna przez d, a w konsekwencji licz-
ba d jest dzielnikiem a. Liczba da? + db? — a jest réwniez podzielna przez a, co
oznacza, ze liczba a jest dzielnikiem db?. Skoro jednak NWD(a,b) = 1, to liczba a
jest dzielnikiem liczby d. W rezultacie a = d, czyli z = d°.

Zadanie 24.

Dana jest dodatnia liczba catkowita n > 1. Dla jakich liczb rzeczywistych =z wyra-
zenie z2" — "1 42272 — 2" 3 4 422 — 2 4+ 2 przyjmuje warto$¢ 07

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze dla dowolnej niedodatniej liczby rzeczywistej z oraz
dla dowolnej liczby catkowitej k > 0 zachodzi nieréwnoéé z?* — z2%~1 > 0. Wtedy
2n 2n—1 2n—2 2n—3 2 n_n
— — — —>—>0.
T T +z T + +z T+ 171 >

Gdy natomiast z > 1, to 2% > z? dla a > b > 0, wiec znéw dla dowolnej dodatniej
liczby catkowitej k uzyskujemy z2* — z2*~1 > 0. Zatem i w tym przypadku wartoéé
rozwazanego wyrazenia jest dodatnia.

Pozostaje rozwazy¢ przypadek, gdy 0 < z < 1. Wéwczas dla dowolnej dodatniej
2k—1

liczby catkowitej kK mamy z* > z , zatem
2
- 1 1 1
22k _ p2k 1+Z>m2k_$k+12 <mk_2) )

Stad otrzymujemy

n 1\? 1\?
2t — gl 2—:v+42<a:"—2) +...+(:1:—2> .

Skoro n > 1, to nie wszystkie z tych kwadratéw sa zerami, wiec powyzsza suma
jest dodatnia. Ostatecznie wyrazenie z tresci zadania jest dodatnie dla wszystkich
z, wiec nigdy nie osigga wartosci O.
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Zadanie 25.

Dany jest tréjkat prostokatny ABC, w ktérym BCA = 90°. Punkt M jest §rod-
kiem odcinka AB. Punkty D i E leza odpowiednio na bokach BC oraz CA, przy
czym

BD-DC =CE - EA.

Wykaz, ze DM = EM.

Rozwigzanie: Rozwazmy symetrie Srodkowg wzgledem punktu M. Punkt A prze-
chodzi w niej na punkt B. Oznaczmy obrazy punktéw C, D oraz E w tej symetrii
odpowiednio jako C’, D' i E'. Zauwazmy, ze czworokat AC'BC jest prostokatem.
Przeksztalcajac réwnos¢ BD - DC = CE - EA, uzyskujemy

DC EA E'B
CE~ BD BD

Wiemy réwniez, ze SE'BD = {DCE = 90°. Wynika stad, ze tréjkaty prosto-
katne E'BD oraz DCE sa podobne (cecha bok-kat—bok). Wnioskujemy stad, ze
kat EDE' jest prosty, wiec czworokat DED'E' jest prostokatem o §rodku symetrii
w punkcie M. Stad DM = EM.

Zadanie 26.

Dany jest czworokat ABCD wpisany w okrag w, w ktérym odcinki AC' i BD sa
prostopadte. Niech punkty F i F' bedg odbiciami punktu D odpowiednio wzgledem
prostych AB oraz BC. Prosta EF' przecina krétsze tuki AB, AC okregu w odpo-
wiednio w punktach X i Y. Udowodnij, ze BX = BY.
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Rozwigzanie: Niech {BXY = a oraz YBY X = . Teza zadania jest réwnowazna
temu, ze a = .

Niech tez S ABD =+, {DBC = 6. Z twierdzenia o katach wpisanych mamy
YBYC = 180° — ¥BDC = 180° —90° + SDC A = 180° — 90° + SABD = 90° + 1.
Zauwazmy dalej, ze

JCBY =180° — 4BCY — {BYC =180° — 4BXY —90° —y=90° — a — 7,
YXBA= JXBY — JABY =180° — YBXY — JBYX — JABY =
=180° — ¥BXY — JBYX — (JCBY + YABD + {DBC)
==180°-a—pB —((90° —a—y) —y—6) =90° — g — 6.

rys. 11

Zauwazmy, ze prosta BF' jest symetryczna do prostej BD wzgledem prostej BC.
Podobnie prosta BE jest symetryczna do prostej] BD wzgledem prostej BA. Proste
AB i BC sa symetralnymi odpowiednio odcinkéw DE i DF'. Stad

JEBA= YABD =+, <JDBC = JCBF =6 oraz BE=BD = BF.
Zatem JEBF = 2y + 25. Zauwazmy teraz, ze z réwnoéci BE = BF wynika
YBEF = %(1800 —2y—26)=90° —v— 4.
Stad
JEBX =180° — YBEX — YBXE = 180° — {BEF — {BXE

=180°— (90° —y—4) —180°+a=a + v+ 6 — 90°.
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Mamy jednak YEBX + YXBA = SEBA = v. Uzyskujemy wiec
a+v+d—90°+90°—p8—6=1,

czyli ¢ — B = 0. Zatem o = B, skad wnioskujemy réwnos¢ BX = BY.

Zadanie 27.

Znajdz wszystkie dodatnie liczby catkowite n, takie ze liczba 2™ — 1 nie ma zadnego
dzielnika pierwszego wiekszego od 7.

Rozwigzanie: Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej m:

e 2™ — 1 =0 (mod 3) wtedy i tylko wtedy, gdy m = 0 (mod 2),
e 2™ —1=0 (mod 5) wtedy i tylko wtedy, gdy m = 0 (mod 4),
e 2™ —1=0 (mod 7) wtedy i tylko wtedy, gdy m = 0 (mod 3).
Zauwazmy réwniez, ze jeSli p jest dzielnikiem pierwszym liczby n, wowczas liczba

2P — 1 jest dzielnikiem liczby 2™ — 1. Wynika to z tego, ze dla dowolnych dodatnich
liczb catkowitych z, y zachodzi réwnosé

2%V 1= (2°)¥ —1=(2"—1)(220v"1) 4 22(v=2) 1)

Zauwazmy, ze gdyby liczba n miata pewien dzielnik pierwszy p > 5, wéwczas zgodnie
7 powyzszym wzorem liczba 2 — 1 bytaby dzielnikiem liczby 2™ — 1. Réwnoczesnie
jednak z wczesniejszych rozwazan wynikatoby, ze dzielniki pierwsze liczby 27 — 1 sg
wieksze niz 7, co nie jest mozliwe, gdyz liczba 2™ — 1 takich dzielnikéw nie posiada.

Zatem szukana liczba n nie ma dzielnikéw pierwszych wiekszych od 5, czyli jest
w postaci
n = 2°3°,

gdzie a, b s3 dodatnimi liczbami catkowitymi. Zauwazmy dalej, ze skoro 28 — 1 jest
liczba podzielng przez 17, to a < 2, oraz skoro 2° — 1 jest liczba podzielna przez 73,
to b < 1. Pozostalo rozpatrzenie liczb n réwnych 1, 2, 3, 4, 6 oraz 12. W ten sposéb
wykluczamy tylko przypadek, gdy n = 12:

2l—1=1, 22-1=3, 2°-1=7, 2*—1=15, 25-1 =63, 2'2—1 = 4095 = 13-315.

W rezultacie szukane liczby n to 1, 2, 3, 4, 6.
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Zadanie 28.

W pewnej szkole jest n dzieci, i funkcjonuje w niej k klubéw Fy, Fs, ..., Fj. Kazde
dziecko nalezy do pewnej nieujemnej liczby z nich. Zalézmy, ze zaden klub nie
zawiera si¢ w innym klubie, tzn. nie istnieje klub F;, ktére wszyscy czlonkowie
sa w klubie F;, dla pewnych 1 # j. Niech n,; oznacza liczbg oséb z i-tego klubu.
Udowodnij, ze

1 1 1

(m)

<1

~ + +...+ < < n!
(=) () (m)
Zatem skoro
n! n!
v = p n;!- (n —n;),
(’ﬂz) n;l-(n—n;)!

to pozostaje udowodnic¢ nieréwnosé

nil-(n—n)l+ns!-(n—n)l+...+ng! - (n—nge)! < nl

Rozwazmy teraz wszystkie mozliwe sposoby na ustawienie n dzieci w rzedazie.
Z jednej strony jest ich oczywiscie n!. Z drugiej strony, mozemy rozwazaé jedy-
nie te ustawienia, w ktérych na pierwszych n; miejscach znajduja sie jedynie dzieci
z klubu F;. Nazwijmy zbidr tych ustawien przez U; i zauwazmy, ze ma on doktadnie
n;! - (n — n;)! elementéw. Twierdzimy, ze zadne dwa ze zbioréw Uy, Us, ..., Uy nie
majg wspolnego elementu.

Rzeczywiscie, gdyby istnialo ustawienie nalezace zaréwno do zbioru Uj;, jak i do
zbioru U; dla pewnych 1 < ¢ # 7 < n, oraz jesli bez straty ogdlnoéci zalozymy, ze
n; < nj, to oznacza, ze w ustawieniu tym fragment rzedu od miejsca 1 do miejsca
n; zawiera dzieci z obydwu klubéw. W konsekwencji, wszystkie dzieci z klubu Fj
musiatyby naleze¢ do klubu Fj. To jest niemozliwe. Zatem zbiory U; oraz U; sg
roztaczne.

Zbiory Uy,Us,...,U zawieraja sie w zbiorze wszystkich mozliwych ustawien, kto-
rych jest n!, zatem roztaczno$¢ zbioréw daje nieréwnosé

|U1| + |U2| +...+ |Uk| < nl,

ktérej potrzebowaliSmy do wywnioskowania tezy.
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Zadanie 29.

Na okregu umieszczono n liczb rzeczywistych, gdzie n jest liczba catkowita wieksza
od 3. Dla kazdych czterech kolejnych liczb a, b, ¢, d, potozonych w tej kolejnosci na
okregu, zachodzi réwnos$¢ a + d = b+ c. Dla jakich liczb n wynika stad, ze wszystkie
liczby umieszczone na okregu sg rowne?

Rozwigzanie: Wykazemy, ze n liczb umieszczonych na okregu jest réwnych wtedy
1 tylko wtedy, gdy n jest liczba nieparzystq. Rzeczywiscie, z jednej strony ustawiajac
na okregu m par liczb 1, 2, 1, 2, ..., 1, 2, gdzie m > 2, uzyskamy uklad n = 2m
liczb spelniajacych warunki zadania, ktére nie sg réwne.

Z drugiej strony, jedli dla dowolnej dodatniej liczby nieparzystej n > 3 oznaczymy
przez as, ..., a, liczby umieszczone w tej kolejnoséci na okregu, to

a3z — A1 = A4 — A3 =05 — A3 = ... =0p —Ap_2 = QA1 — Ap_1 = A2 — Qn.
Jesli uznamy liczbe k za wspdlng réznice w powyzszych rownosciach, to:
ai+...+ap =(as+as+...+an +a; +az) — kn,
skad k = 0. W rezultacie a; = a3 =as=...=a, =@y = a1 =0 = ... = Qp_1-

Zadanie 30.

Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniajace uktad réwnan

a+b+c+d=20,
ab + ac + ad + bc + bd + c¢d = 150.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze
>+ +P+d? = (a+b+c+d)?—2(ab+ac+ad+be+bd+ cd) = 400 — 300 = 100.
Zatem

0 =300 — 300 = 3(a® + b* + ¢* + d?) — 2(ab + ac + ad + bc + bd + cd) =

=(a-b +(a—c)P+(a—d)?+(b—c)*+(b—d)? + (c—d)>

Suma kwadratéw jest nieujemna wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie kwadraty sa
réowne 0. Stad @ = b = ¢ = d, a skoro sumuja si¢ do 20 to kazde z nich musi by¢
réwne 5. Uzyskana czwdrka liczb spelnia wyjSciowy uklad.
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Zadanie 31.

Niech a, b, ¢ beda niezerowymi liczbami rzeczywistymi spetniajacymi warunek
[(a+6)(b+c)(c+a)| =|(a—b)(b—c)(c—a)l
Wykaz, ze

a
b ¢ a

Rozwigzanie: Rozwazymy dwa przypadki, wynikajace z definicji wartosci bez-
wzglednej. Jezeli

(@a+b)(b+c)(c+a)=—(a-b)(b—c)(c—a),
to wymnazajac nawiasy, uzyskujemy
a?b + ab? + b?c + bc? + c2a + ca? + 2abe = a%b — ab® + b%c — be? + c?a — ca?,

czyli 2ab? + 2bc? + 2ca? + 2abc = 0. Skoro abc # 0, to otrzymujemy:

b
“+i+241=0
c a b

W tym przypadku wnioskujemy zatem

a b ¢
c a

=1
b

Natomiast w przypadku réwnosci
(a+0b)(b+c)(c+a)=(a—b)(b—c)(c—a),

po wymnozeniu dostajemy (postepujac jak wyzej) réwnosé

b
2 242410
c a b

Zauwazmy, ze

a,_f_b_{_cz_ag%_bQ_’_c2 9 a+b+c _ag_}_b2+c2 5
b ¢ a) b2 2 a2 c a b) ¥ 2 a '

Z nieréwnosci miedzy Srednig arytmetyczng a geometryczng mamy zatem

a+b+c 2_a2+b2+02 53 /a2 b 2 51
b ¢ a) b 2 a? ~ b2 2 a? o
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Zadanie 32.

Dane jest n kart ustawionych w rzedzie, przy czym n jest dodatnia liczba caltko-
witq. Kazda karta ma jedna strone bialg, a drugg czarnag. Ruch polega na wzieciu
dwdch sasiednich kart, z ktérych lewa jest biala, a prawa moze by¢ czarna lub biata,
i odwrdceniu ich obydwu. Udowodnij, ze niezaleznie od poczatkowego ulozenia kart
mozna wykonac tylko skonczenie wiele ruchdéw.

Rozungzanie: Przypiszmy bialym stronom kart liczbe 1, a czarnym 0. Poczagtkowe
ustawienie tworzy pewna liczbe w zapisie binarnym. Zauwazmy, ze gdy wykonujemy
operacje podang w zadaniu, zapisana liczba binarna zmniejsza si¢. Istotnie, jesli
(k + 1)-wsza cyfra (od prawej) w zapisie binarnym liczby catkowitej réwna jest 1,
to gdy k-ta cyfra w zapisie tej liczby réwna jest 1, wéwczas zamiana cyfr 11 na 00
zmniejsza liczbe o 2% + 2%¥~1. Jesli natomiast k-ta cyfra w zapisie tej liczby réwna
jest 0, wéwczas zamiana cyfr 10 na 01 zmniejsza liczbe o 28 — 2%~1,

Skoro niezaleznie od poczatkowego uktadu kart odpowiadajaca mu liczba w zapisie
binarnym jest skoficzona, to mozliwe jest wykonanie tylko skonczenie wielu ruchéw.

Zadanie 33.

Na tablicy znajduja si¢ liczby 1, 2, ..., n, gdzie n > 1 jest dodatnig liczba catkowita.
Dopdki na tablicy nie pozostanie jedna liczba, z tablicy wybierane sg w kolejnych
krokach pewne dwie liczby a i b, nastepnie liczby te sg §cierane i w ich miejscu

zapisana jest jedna liczba -22.. Udowodnij, ze po wykonaniu n — 1 krokéw liczba

a+b"
pozostata na tablicy jest mniejsza od "2—*7;1

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze po kazdym kroku suma odwrotnoéci liczb zapisanych
na tablicy sie nie zmienia, poniewaz:

1_1+1
ab T
= a b

Zatem odwrotnos$¢ liczby X pozostatej na tablicy po n — 1 krokach jest réwniez
réwna sumie odwrotnosci liczb 1, 2, ..., n, zapisanych na poczatku. Stad

_ 1
Cl4i44 L
Z nieréwnosci miedzy $rednig arytmetyczng a harmoniczng uzyskujemy

1+424+--4+n n+1
< .

X
n? 2n
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Zadanie 34.

Kazdy punkt w przestrzeni pomalowano na jeden z dwéch kolordw: kawowy lub her-
baciany. Tréjkat nazwiemy jednokolorowym, jesli ma trzy wierzchotki tego samego
koloru. Czy istnieje jednokolorowy tréjkat réwnoboczny o boku diugosci 20237

Rozungzanie: Udowodnimy, ze istnieje jednokolorowy tréjkat réwnoboczny o boku
dlugosci 2023. Dowdd przeprowadzimy nie wprost. Rozwazmy dowolny tréjkat row-
noboczny o boku dlugosci 2023. Jest jasne, ze dwa jego wierzchotki sg tego samego
koloru, wiec bez straty ogdlnoéci mozemy zalozy¢, ze sg one herbaciane.

Rozwazmy wszystkie punkty tworzace tréjkat réwnoboczny ze wskazanymi dwo-
ma punktami herbacianymi. Skoro zakladamy, ze nie istnieje jednokolorowy tréjkat
réwnoboczny, to punkty te s kawowe i tworza okrag w o promieniu % .

Na okregu w wybieramy trzy pary punktéw (P, Q1), (P, @Q2) oraz (P;, @3) tak,
aby P1Q1 = P,Q> = P;Q3 = 2023 oraz tak, aby §rodki odcinkdéw P;Q1, P2Q2, P;Q3
tworzyty tréjkat réwnoboczny.

Dla kazdej ze wskazanych trzech par (P;, Q;), gdzie : = 1,2, 3, konstruujemy punkt
R; tak, by tréjkat P;Q;R; byl réownoboczny oraz zeby R;R;R3 byl tréjkatem réw-
nobocznym o boku 2023. Mozemy tak zrobi¢, gdy punkty R;, R, R3 wybierzemy
tak, by plaszczyzny tréjkatéw réwnobocznych P;Q;R; byly nachylone pod takim
samym odpowiednim katem do plaszczyzny okregu w.

Zauwazmy, ze punkty P, @1, P, Q2 oraz Ps, @3 sg kawowe, wiec kazdy z punktéw
R;, R,, R3 musi by¢ herbaciany, jesli ma nie istnie¢ jednokolorowy tréjkat. To jednak
oznacza, ze tréjkat Ry Ry R3 jest jednokolorowy, co daje sprzecznosc.
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Zadanie 35.

Dany jest trojkat ABC, w ktéorym AC > BC. Niech punkt M bedzie Srodkiem
tego tuku AB okregu opisanego na tréjkacie ABC, ktéry zawiera punkt C. Niech
punkt H bedzie rzutem prostopadlym punktu M na prosta AC. Wykaz, ze

AH =HC +CB.

Rozwigzanie: Oznaczmy przez B’ punkt powstajacy w wyniku odbicia punktu
B wzgledem prostej C M. Skoro punkt M jest Srodkiem tuku AB zawierajacego
punkt C, to

IMCA= SMBA= YMAB = 180° — YMCB,

wiec C'M jest dwusieczng zewnetrzng kata AC' B. Wynika stad, ze punkt B’ lezy na
prostej AC.

Skoro M jest Srodkiem tuku, to AM = BM. Z symetrii wzgledem prostej CM
mamy tez BM = B'M. Stad tréjkat AM B’ jest réwnoramienny. Prosta M H jest
wiec zarazem wysokoScig i §rodkowg w tréjkacie AM B’. Stad

AH=HB' =HC+CB' =HC +CB.

B/

rys. 13

Zadanie 36.

Dany jest czworokat wypukly ABCD wpisany w okrag o Srodku O. Proste AB
i C'D przecinajg sie w punkcie P, a proste BC' i AD przecinaja si¢ w punkcie Q.
Okregi opisane na tréjkatach CDQ oraz BC P przecinaja si¢ w punkcie R, réznym
od punktu C. Wykaz, ze punkty A, O, C oraz R leza na jednym okregu.
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Rozwigzanie: Zauwazmy najpierw, ze punkty P, @), R sa wspétliniowe. Rzeczywi-
§cie, z warunku opisywalnosci okregu na czworokacie mamy

JQRC = 4ADC = <PBC = 180° — S<CRP.
Zauwazmy dalej, ze na czworokacie ABR@ mozna opisa¢ okrag, poniewaz
JQAB = YDAB = YBCP = YBRP.

W ostatniej réwnosci korzystaliSmy z twierdzenia o kacie wpisanym. Zauwazmy
wreszcie, ze
JARQ = JABQ = 180° — SCBP = 4CRP.

Zalézmy najpierw, ze te katy sa ostre. Wtedy, korzystajac twierdzenia o kacie §rod-
kowym i wpisanym, uzyskujemy
JARC =180° — YARQ — JCRP = 180° — 24 ABQ
= 180° — 24 ABC = 180° — JAOC.
Punkty A, O, C i R leza zatem na jednym okregu.

W przypadku gdy katy S ARQ = JCRP sa rozwarte, podobne obliczenie na katach
daje teze.

rys. 14
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Zadanie 37.

Dany jest tréjkat réznoboczny ABC. Niech punkty D, E i F' beda spodkami wy-
sokosci tego tréjkata opuszczonych odpowiednio z punktéw A, B i C. Oznaczmy
odpowiednio przez X, Y, Z punkty przeciecia par prostych: AB i DE, AC i DF
oraz BC i EF. Udowodnij, ze punkty X, Y, Z sg wspoétliniowe.

Rozungzanie: Oznaczmy okregi opisane na tréjkatach ABC i DEF odpowiednio
jako 2 oraz w. Z réwnosci

JAFC = JADC = YADB = JAEB = JCEB = JCFB = 90°
wynika, ze na czworokatach ABDE, ACDF oraz BC EF mozna opisa¢ okregi, ktére

oznaczamy odpowiednio przez ws,w, Oraz ws.

Zauwazmy, ze proste BC oraz E'F' sg osiami potegowymi odpowiednio par okregéw:
wi, Q oraz w;,w. Potega punktu Y wzgledem okregéw Q, w, jest zatem taka sama,
wiec Y lezy na ich osi potegowe;j.

Analogicznie udowadniamy, ze punkty X oraz Z. leza na osi potegowej okregdw 2
oraz w, a co za tym idzie punkty X, Y, Z sq wspotliniowe.

Z

rys. 15
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Zadanie 38.
Niech a, b, ¢ beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Zal6zmy, ze réwniez liczby

a+b b+c c+a

c ' a ' b

sg calkowite dodatnie. Znajdz wszystkie mozliwe wartosci liczby

a+b b+c c+a
+ + .
c a b

Rozungzanie: Z zalozenia zadania wynika, ze liczby a, b i ¢ sg dzielnikami liczby
a + b+ c. Istotnie, liczba a jest dzielnikiem liczby b + ¢, wiec jest takze dzielnikiem
a + b+ ¢, itd. Istniejg wiec dodatnie liczby catkowite k, [ oraz m, ze

a+b+c=ak =0bl=cm.

Teraz rozwazana w zadaniu suma wynosi

a+b b+c c+a a+b+c a+b+c a+b+c
+ + = + + —3=k+1+m-3,

c a b c a b
a wiemy ze
a+b+c a+b+c a+b+c
atbtc= + + )
k l m
czyli
111
E Ll m

Wystarczy zatem znalezé wszystkie dodatnie liczby catkowite k, I, m spelniajace
powyzsza rownos¢. Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze k < I < m. Wdwczas
najwiekszy ze skladnikéw powyzszej sumy speinia ,1c > %, gdyz suma dodatnich

sktadnikéw powyzszej sumy jest réwna 1. Uzyskujemy zatem dwa przypadki.

o Gdy k = 3, wowczas

co implikuje réwnos¢ | =
e Gdy k =2, wéwczas | > 2, gdyz L # 0. Dlal > 5 uzyskujemy
1 1 1 2
<

2 1 + m S5
co daje sprzecznos¢. Mamy wiec dwa szczegdlne przypadki. Gdy I = 4, wéwczas
m = 4. Gdy za$§ | = 3, wéwczas m = 6.
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Wartoséci k + 1 + m — 3 w powyzszych przypadkach wynosza 6, 7, 8. Nietrudno
znalezé tréjki (a,b,c) dla ktérych suma z treici zadania przyjmuje te wartosci —
chocby (1,1,1),(1,1,2),(1,2,3).

Zadanie 39.

Znajdz najmniejsza liczbe catkowita n > 9, ktérej zapis dziesietny nie zawiera cyfry
0 ani 7, ale zamiana dowolnej cyfry liczby n na cyfre 7 daje liczbe podzielng przez 7.

Przyktad. Liczba 143 nie ma wlasnoéci opisanej w zadaniu. Mimo, ze liczba 147 jest
podzielna przez 7, to liczba 173 nie jest podzielna przez 7.

Rozwigzanie: Zapiszmy liczbe n w postaci agar—_; - .. arag, gdzie ag, a1, ..., Gk
sg cyframi w zapisie dziesietnym liczby n. Operacja wymiany cyfry a,, na cyfre 7
w zapisie liczby n prowadzi do uzyskania liczby

N — Q- 10™ +7-10™.

Zatem warunek z zadania jest rownowazny temu, ze dla kazdej catkowitej liczby m
od 0 do k liczba n — a,, - 10™ jest podzielna przez 7. To natomiast oznacza ze 7
dzieli n — ag 1 ze wszystkie a,, - 10™ dajg taka sama reszte z dzielenia przez 7, czyli

ap =3a; = 3%, =... =3%a;, (mod 7).
Zauwazmy, ze 5-3 =1 (mod 7), wiec a,,, = 5™ag (mod 7). Zatem
n = ag + 50a¢ + 50%ag + ... 4+ 50%ag = (k + 1)ag (mod 7).

Skoro jednak n — ag = 0 (mod 7), to agk = 0 (mod 7). Cyfra ag nie jest réwna 0
ani 7, wiec liczba k jest podzielna przez 7. Stad liczba n ma co najmniej 8 cyfr.

Zgodnie z powyzszym rozumowaniem kazda liczba o§miocyfrowa zaczynajaca sie na
1 spelniajaca warunek z zadania musi spetniaé

a7:1, a6:3, a5:2, a4:6, a3:4, a2:5, a1:1, ao:3,
wiec jedynym mozliwym takim n jest 13264513. Aby stwierdzi¢ ze jest to najmniejsze

mozliwe n pozostaje sprawdzié, ze ta liczba spelnia warunek z zadania, czyli ze n—ag
jest podzielne przez 7. To juz nietrudno zrobi¢ recznym obliczeniem.
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