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Obéz Naukowy Olimpiady Matematycznej Junioréw (poziom OM) przeprowadzono
w dniach 9-16 czerwca 2024 r. w Domu Rekolekcyjno-Konferencyjnym , Wieczernik”
w Swietej Katarzynie (woj. §wietokrzyskie). Do udziatu w Obozie zakwalifikowano
uczniéw z klas 7-8 szkot podstawowych z najlepszymi wynikami w XIX OMJ.

Kazdego dnia uczestnicy Obozu rozwigzywali zadania w formule konkursowej, pracu-
jac zaréwno indywidualnie, jak i w grupach. Popoludnia po§wigcone byly na wykta-
dy tematyczne i zajecia warsztatowe. W piatek odbyt sie spacer do Swietokrzyskiego
Parku Narodowego, a w sobote przeprowadzony zostal mecz matematyczny.

W niniejszym opracowaniu zebrane sg zadania konkursowe wraz z rozwigzaniami.
Zachecamy do wykorzystania tych materialéw zwtlaszcza w przygotowaniach do star-
téw w kolejnych edycjach Olimpiady Matematycznej dla szkét ponadpodstawowych.

Trudno$¢ niektérych zadan, z ktorymi mierzyli sie uczestnicy Obozu, przewyzsza
zdecydowanie poziom zawodéw finalowych OMJ. Wychodzac (niekiedy wyraznie)
poza program merytoryczny Olimpiady, staraliSmy sie wskazal niektére podstawo-
we narzedzia przydatne na poziomie miedzynarodowych zawodéw matematycznych
rozgrywanych na poziomie juniorskim (obejmujacych takze uczniéw szkét srednich)
oraz na zawodach pierwszego i drugiego stopnia Olimpiady Matematyczne;j.

Mitej lektury!
Kadra Obozu

Uczniowie: Baniel Bereza, Aleksander Dembny, Piotr Dybich, Marek Konieczny, Jan
Kropidlowski, Krzysztof Kowalik, Maksymilian Kus, Mateusz ¥Lukaszewicz,
Artur Smolenski, Szymon Michalik, Aleksander Rotkiewicz, Maria Reluga, Mikotlaj
Rosowski, Jan Satkowski, Krzysztof Suligowski, Witold Swacha, Lili Teodorowicz,
Piotr Wesotowski, Piotr Zalewski, Igor Zuk.

Kadra: Pawet Dziuba (kierownik), Bartosz Glowacki, Kosma Kasprzak, Antoni
Luczak, Arkadiusz Mecel, Mitosz Platek, Witold Sikora.



Prace uczestnikéw Obozu oceniane byty w skali olimpijskiej 0, 2, 5, 6. Rozklad ocen
przyznanych za rozwigzania zadan przedstawiony jest w ponizszej tabeli.

6p.|5p.|2p.|0p.
4 9 1 6
3 0 2 15
1 5 1 13
8 0 2 10
0 2 1 17
0 0 0 20
13 0 1 6
2 4 2 12
1 0 17
0 3 1 16
1 0 1 18
14 3 0 3
10 2 3
2 3 12
7 2 0 11
1 1 17
11 2 1
9 0 3 8
8 2 1
0 0 20

Zadania 21-38 rozwigzywane byly w ramach pracy grupowe;j.



Dana jest taka liczba rzeczywista z, ze liczby z° oraz z? 4+ z sa wymierne. Wykaz,
ze z jest liczbg wymierng.

Czworokat ABC D niebedacy trapezem jest wpisany w okrag o Srodku w punkcie O.
Jego przekatne sg prostopadle i przecinaja si¢ w punkcie P. Punkty M i N to srodki
odpowiednio bokéw AB i CD. Wykaz, ze MO = NP.

Dodatnig liczbe catkowita n nazwiemy fajng, jesli dla dowolnych jej dzielnikéw a, b
spetniajacych 1 < a < b < n réznica b — a jest réwniez dzielnikiem n. Znajdz
wszystkie liczby fajne.

Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Liczby 1, 2,...,2n zostaly podzielone na dwa
ciagi spelniajgce warunki

ag<ay<...<ap, oraz by >by>...>b,.
Udowodnij, ze liczba
|a1—b1|+|a2—b2|+...+|an—bn|

jest kwadratem liczby catkowitej.

Na tablicy napisane sa liczby 20 i 24. Co minute kazda z liczb jest zwigkszana o 1
albo podnoszona do kwadratu. Na przyktad, po minucie na tablicy mogg by¢ liczby
400 i 25. Czy jest mozliwe, ze w pewnym momencie liczby na tablicy beda sobie
réwne?

Okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do bokéw AB, BC,CA odpowiednio
w punktach F, D, E. Oznaczmy Srodki okregéw wpisanych w trojkaty DEF, AEF,
BDF odpowiednio przez I, S,T. Wykaz, ze punkty I i F' sg symetryczne wzgledem
prostej ST.



Asia i Basia graja w gre uzywajac pudetka, w ktérym na poczatku jest n cukierkéw.
Ruch polega na wyciggnieciu z pudetka dowolnej liczby cukierkdw : spelniajacej
warunki
NWD(k,z) =1 i 1 <1<k,

gdzie k oznacza liczbe cukierkéw znajdujaca sie w pudetku bezposrednio przed ru-
chem. Zaczynajac od Asi, dziewczynki wykonujg ruchy na przemian dopdki ktoras
nie wyciagnie ostatniego cukierka — tym samym wygrywajac gre. W zaleznosci od
n rozstrzygnij, ktéra dziewczynka moze zapewni¢ sobie zwyciestwo.

Rozwazmy ciag liczb rzeczywistych (z,) spelniajacy warunki z; = 20,z = 24 oraz

{mn - gdy zni1 #0,
Tny2 =

Tniy1!

0, gdy z,41 = 0.

dla n > 1. Wyznacz najmniejszg dodatnia liczbe catkowity &, dla ktérej zx = 0, lub
udowodnij, ze taka liczba k nie istnieje.

Punkt D lezacy wewnatrz tréjkata ABC spelnia warunek AD = DB. Proste CD
i AB przecinajg sie w punkcie F spelniajacym

CD EB

CE =~ AE’
Wykaz, ze trojkat AEC jest réwnoramienny.

Dany jest nieskoriczony ciag (a,) dodatnich liczb calkowitych spelniajacy dla kazdej
dodatniej liczby catkowitej n zaleznosé

ny1 = 2a, + 1.

Udowodnij, ze pewien wyraz tego ciggu jest liczbg zlozona.

W pewnym kraju jest n miast, z ktérych niektére sg polaczone drogami dwukie-
runkowymi. Z kazdego miasta mozna dosta¢ si¢ do kazdego innego uzywajac pewnej
liczby drég. Co wigcej, wiemy, ze z kazdego miasta wychodza drogi do co najmniej
d innych miast. Wykaz, ze z dowolnego miasta mozna przejs¢ do dowolnego innego
przechodzac przez maksymalnie 3n/d innych miast.



Rozwiaz w liczbach rzeczywistych uklad réwnan

{mz(y+1)2
y=(z+1)?

W szesciokacie foremnym ABC DEF o boku 1 na przekatnej B D zaznaczamy punkt P,
a na przekatnej DF' zaznaczamy punkt @ tak, ze

BP=QD=1.

Wykaz, ze punkty C, P, Q) sa wspdlliniowe.

Pola szachownicy o wymiarach n x n pomalowano w standardowy sposéb na biato
i czarno. Ruchem nazywamy wybranie kwadratu 2 x 2 na szachownicy i zmienienie
koloréw jego pdl na kolory przeciwne. Dla jakich dodatnich liczb catkowitych n > 2
pewna liczbg ruchéw mozemy sprawié, by cala szachownica byla w jednym kolorze?

Trzy cieciwy pewnego okregu o srodku w punkcie O przecinajg sie w jednym punkcie,
réznym od O, przy czym kazde dwie z tych cieciw przecinajg sie pod katem 60°.
Wykaz, ze trojkat o wierzchotkach w §rodkach tych trzech cieciw jest réwnoboczny.

Znajdz wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych (a, b) spelniajacych podzielnosci

a® +b%|a® +0 i a® +b%|a+b°.

Dodatnig liczbe caltkowita nazwiemy fikusng, jezeli ma 70 cyfr i kazda z cyfr od 1
do 7 pojawia sie w jej zapisie dziesiegtnym dokladnie 10 razy. Udowodnij, ze zadna
liczba fikusna nie dzieli innej liczby fikusnej.

Dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, d, e speiniajg réwnos¢ abcde = a+b+c+d + e.
Znajdz najwicksza mozliwg warto$¢ max{a, b, c,d, e}.



Na okregu zaznaczono 101 parami réznych punktéw. Nastepnie kazda z cigeciw o kon-
cach w tych punktach pokolorowano na jeden z 11 koloréw, przy czym uzyto co
najmniej dwéch réznych koloréw. Udowodnij, ze pewien tréjkat o wierzchotkach
w zaznaczonych punktach ma dwa boki jednego koloru, a trzeci — innego.

Niech M bedzie §rodkiem boku BC tréjkata ABC. Okrag opisany na tréjkacie ABM
przecina odcinek AC po raz drugi w punkcie D. Okrag opisany na tréjkacie AMC
przecina natomiast odcinek AB po raz drugi w punkcie E. Wykaz, ze Srodek okregu
opisanego na tréjkacie ADFE lezy na symetralnej odcinka BC.

Dwusieczna kata ACB tréjkata ABC przecina okrag na nim opisany w punkcie W.
Okrag o $§rodku w punkcie W przechodzacy przez punkt C przecina prosta AC po
raz drugi w punkcie D. Wykaz, ze AD = BC.

Kazdy punkt ptaszczyzny pokolorowano na jeden z trzech koloréw. Wykaz, ze w re-
zultacie pewien tréjkat prostokatny ma jednokolorowe wierzcholki.

Niech a, b, c bedg dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Udowodnij, ze

C
-+
a

Pare dodatnich liczb catkowitych (a,b) nazywamy mrasng, jezeli w rozkladzie na
czynniki pierwsze liczb a 1 b wystepujg doktadnie te same liczby pierwsze. Udowod-
nij, ze jest nieskoriczenie wiele par réznych liczb catkowitych (m,n), dla ktérych
pary (m,n) oraz (m + 1,n + 1) sa mrasne.



Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Oznaczmy przez D spodek wysokosci poprowa-
dzonej z wierzchotka A. Punkty E i F rézne od D leza na pewnej prostej przecho-
dzacej przez punkt D, przy czym spelnione sa réwnosci YAEB = JAFC = 90°.
Oznaczmy przez M i N odpowiednio §rodki odcinkéw BC i EF. Udowodnij, ze
prosta AN jest prostopadta do prostej NM.

Dla dodatniej liczby nieparzystej n pola szachownicy o wymiarach n X n pokoloro-
wano na pewng liczbe koloréw. Okazalo sie, ze w kazdym kwadracie 2 X 2 pewne
dwa pola sa tego samego koloru. Wykaz, ze najwieksza mozliwa liczba koloréw, jaka
mogla zosta¢ uzyta, to

n>+2n-1

—

Rozwazmy tréjkat ABC, dla ktérego spelniony jest warunek 2AB = BC + AC.
Wybierzmy punkt L na boku AB, dla ktérego prosta C'L to dwusieczna kata ACB.
Okrag styczny do prostej CL w punkcie L przechodzacy przez punkt A przecina
odcinek odcinka AC w punkcie X, a okrag styczny do prostej CL w punkcie L
przechodzacy przez punkt B przecina odcinek BC w punkcie Y. Wykaz, ze §rodek
odcinka CL jest §rodkiem okregu wpisanego w tréjkat CXY.

Okregi Q i I' sg styczne zewnetrznie, a prosta ! jest jedna z ich dwdch wspdlnych
stycznych zewnetrznych. Oznaczmy punkt stycznosci prostej [ z okregiem Q2 przez X .
Niech AX bedzie §rednica okregu 2. Prosta przechodzaca przez punkt A jest styczna
do okregu I' w punkcie B. Udowodnij, ze AB = AX.

Punkt H jest ortocentrum tréjkata ABC'. Prosta réwnolegta do prostej C H przecina
proste AB, AC odpowiednio w punktach D, E. Zalézmy, ze srodek M odcinka DE
lezy na okregu opisanym na tréjkacie BDH. Wykaz, ze SABM = JACM.



Wykaz, ze kazda dodatnig liczbe catkowita mozna zapisaé¢ jako sume pewnej liczby
sktadnikéw postaci 223°, gdzie a,b s3 nieujemnymi liczbami catkowitymi, w taki
sposob, by zaden ze sktadnikéw nie byl wielokrotnoscia innego.

Dla kazdej liczby catkowitej od 1 do 1000 obliczono iloczyn jej niezerowych cyfr.
Nastepnie dodano wszystkie uzyskane wyniki. Wykaz, ze uzyskana suma jest sze-
Scianem liczby catkowite;j.

Zalézmy, ze dodatnie liczby catkowite z i y spelniajg réwnanie
2 +z +1=3y2%

Wykaz, ze liczba 2y — 1 jest kwadratem liczby calkowite]j.

Rozwiagz uktad réwnan

(z+y)°=—2
(y+2)° = -z
(z+2)°=—y

dla parami réznych liczb rzeczywistych z, vy, 2.

Wrykaz, ze dla dowolnych parami réznych nieujemnych liczb rzeczywistych z,y, 2

zachodzi
22 y? 22
+ +

(y—2)? (z-2)* (z2-y)?

> 2.

W tablice o wymiarach n X n wpisano parami rézne liczby rzeczywiste. Asia i Basia
dostaly po jednej kopii tej tablicy. Asia co minute zapisuje na kartce najwieksza
liczbe widocznag w jej tablicy, a nastepnie zmazuje jg wraz z wszystkimi liczbami
w jej kolumnie i w jej wierszu. Basia postepuje podobnie ze swojg tablica, w kazdej
minucie rozwazajac najmniejsza widoczng liczbe. Po n minutach, gdy tablice sa
puste, kazda z dziewczynek dodaje zapisane przez siebie liczby. Wykaz, ze wynik
Asi nie bedzie mniejszy od wyniku Basi.
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Na polach nieskonczonej szachownicy polozono pewng (skoriczong) liczbe kamieni.
Jesli na jakims$ polu lezg co najmniej 4 kamienie, mozemy zabrac z niego 4 kamienie
i roztozy¢ po jednym na pola sasiednie. Wykaz, ze niezaleznie od naszych wybordw
po pewnej liczbie takich operacji na kazdym polu bedg maksymalnie 3 kamienie.

Na okraglym stole lezy 2024 dzialajacych zegaréw wskazdwkowych. Oznaczmy przez d
sume odlegtosci od $érodka stolu do érodkéw tarczy tych zegaréw. Udowodnij, ze
w pewnym momencie suma odleglo$ci miedzy Srodkiem stolu, a koiicami wskazo-
wek minutowych, bedzie nie mniejsza niz d.

Na okregu lezy 1000 pudelek, kazde zawierajace pewng liczbe zetonéw. W jednym
ruchu mozemy wyjaé wszystkie zetony z dowolnego pudetka i rozmiesci¢ je, umiesz-
czajac po jednym zetonie w kolejnych pudetkach — zgodnie z ruchem wskazdwek
zegara. Wykaz, ze dowolny poczatkowy rozklad 2024 zetonéw w pudetkach mozna
przeksztalci¢ w dowolny inny rozklad za pomocga ciggu ruchéw opisanych wyzej.
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3

Dana jest taka liczba rzeczywista z, ze liczby z° oraz z? 4+ z s3 wymierne. Wykaz,

ze z jest liczbg wymierng.

Rozwigzanie: Dla dowolnych liczb wymiernych a, b suma a+b jest liczbg wymierna,

a
a jesli b # 0 to réwniez iloraz 3 ma te wlasnos¢. Poniewaz

1\* 3
2
1= = ->0
ol +z+ (:n + 2) +5>0,
wiec liczbe z mozna wyrazi¢ jako iloraz liczby wymiernej oraz niezerowej liczby
wymiernej postaci
24+ 4z
24+z+1
co oznacza, ze z jest liczbg wymierng.

k)

Czworokat ABC D niebedacy trapezem jest wpisany w okrag o srodku w punkcie O.
Jego przekatne sg prostopadle i przecinaja sie w punkcie P. Punkty M i N to srodki
odpowiednio bokéw AB i CD. Wykaz, ze MO = NP.

Rozwigzanie: Sposéb I

Udowodnimy, ze proste PM oraz ON sa réwnolegte. Niech prosta M P przecina
odcinek CD w punkcie X. Skoro SAPB = 90°, to AM = PM = BM, wiec

JPXC =180° — PCX — SXPC
= JMPC — JACD
=90°+ YMPB — YABD
=90°+ YMPB — SMBP
=90°.
Skoro proste NO oraz C D sa prostopadle, to w istocie dostajemy réwnolegtos¢ NO
oraz M P. Analogicznie uzasadniamy, ze proste NP oraz MO sa réwnolegle, a skoro

czworokat ABC D nie jest trapezem, to punkty P, N, O, M nie leza na jednej prostej.
Zatem czworokat NPOM jest rownoleglobokiem, skad wynika réwnos¢ MO = NP.

12



Sposéb 11

Skoro SCPD = 90° oraz punkt N jest srodkiem przyprostokatnej C D, to wiadomo,
ze PN = CN. Wykazemy, ze trojkaty M BO i NOC sa przystajace, korzystajac
z cechy kat-bok—kat. Istotnie, mamy JOMB = JCNO = 90° oraz CO = BO,
wiec pozostaje sprawdzi¢ ze

IMOB = %{AOB = JACB =90° — 4DBC =90° — SNOC = {NCO.

Zatem istotnie tréjkaty M BO oraz NOC sg przystajace, a stad MO = NC = NP.

Uwaga: Tym sposobem udowodniliSmy teze réwniez w przypadku, gdy czworokat
ABCD jest trapezem.

Dodatnig liczbe catkowita n nazwiemy fajng, jesli dla dowolnych jej dzielnikéw a, b
spelniajacych 1 < a < b < n rdznica b — a jest réowniez dzielnikiem n. Znajdz
wszystkie liczby fajne.

Rozwigzanie: Zauwazmy najpierw, ze zaréwno liczba 1, jak i wszystkie liczby pierw-
sze oraz kwadraty liczb pierwszych sg fajne, poniewaz nie majg dzielnikéw spelnia-
jacych nieréwnosci z tresci zadania. Latwo sprawdzi¢, ze liczby 8, 6 1 12 réwniez sg
fajne. Wykazemy, ze powyzsza lista obejmuje wszystkie liczby fajne.
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Sposéb I

Przypu$émy nie wprost, ze pewna liczba z rézna od wymienionych powyzej jest
fajna. Rozwazmy osobno przypadek, gdy £ ma dokladnie jeden dzielnik pierwszy.
Niech wiec z = p™, dla pewne]j liczby pierwszej p. Jesli p = 2, to wykluczajac liczby
wskazane wczeéniej, mamy m > 4. Wtedy jednak liczba 23 — 2 = 6 dzieli potege
dwdjki, co nie jest mozliwe.

Jesli natomiast p > 2, to ponownie wykluczajac liczby pierwsze oraz ich kwadraty,
mamy m > 3, a zatem p? —p = p(p — 1) jest dzielnikiem liczby z. Wynika stad, ze
p — 1> 1 jest dzielnikiem potegi p, wzglednie pierwszym z p, co daje sprzecznos¢.
Pozostal do rozwazenia przypadek, w ktérym z ma co najmniej dwa rézne dzielniki
pierwsze. Oznaczmy pewne dwa z nich przez p i ¢ tak, aby p > ¢. Zauwazmy, ze

T T
z>—->->1
q p

to dzielniki z. Zatem

ap-q) _z_ 2
qp qa p
réwniez dzieli z. Oznacza to, ze liczba pg/(p — q) jest catkowita, czyli

P—q|pg.

Liczba p — g nie dzieli sie¢ przez p ani g, wiec jest wzglednie pierwsza z pq. Zatem
powyzsza podzielno$¢ moze mie¢ miejsce tylko w przypadku p — ¢ = 1. Jest to
mozliwe wylacznie wtedy, gdy p = 3 i ¢ = 2, wiec liczba = jest postaci 223°, gdzie
a,b > 1. Nie kazda liczba tej postaci jest jednak fajna, co uzasadnimy nizej.

Gdyby a > 3, to liczba 5 = 8 — 3 dzielitaby 223°, co nie jest mozliwe. Gdyby za$
zachodzit warunek b > 2, to liczba 7 = 9 — 2 dazielitaby 223%, co nie jest prawda.
Wynika stad, ze a < 21b=1, a zatem z = 6 lub z = 12. To koiczy dowdd.

Sposéb 11

Podobnie jak w pierwszym sposobie sprawdzamy, ze sposréod poteg dwdjki tylko
1,2,4 1 8 sg fajne, a takze ze liczby pierwsze i ich kwadraty sg fajne. Niech n be-
dzie inng liczba fajng. Gdyby n byla nieparzysta, to réznica dowolnych jej dwdch
dzielnikéw bylaby parzysta, wiec nie dzielitaby n. Zatem liczba n jest parzysta, wiec
skoro jest fajna, to liczba n/2 — 2 dzieli n, czyli jest postaci n/d dla pewnego d > 3.
Zatem n n n

27 %3S 7w
Pozostaje bezposrednio sprawdzi¢, ktére z liczb od 1 do 12 sa fajne.

czyli n < 12.
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Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Liczby 1,2, ..., 2n zostaly podzielone na dwa
ciagi spelniajace warunki

a1 <ay<...<a, oraz by >by>...>b,.
Udowodnij, ze liczba
|a1—b1|+|a2—b2|+...+|an—bn|

jest kwadratem liczby catkowitej.

Rozwigzanie:
Sposéb 1

Rozpatrzmy nastepujaca operacje na rozwazanych ciggach: wybieramy pewne wy-
razy a; i b; dla ktérych |a; — bj| = 1 i zamieniamy elementy a; i b; w obydwu
ciggach. Innymi stowy, w ciagu (a;) W miejsce ¢-tego wyrazu wstawiamy b;, i po-
dobnie w ciggu (b;) wstawiamy w miejsce j-tego wyrazu liczbe a;. Okazuje sie,
ze po takiej zmianie ciagi nadal beda spelnia¢ zalozenia zadania. Istotnie, jesli
a; +1=1b;, to a;_; < b; < a;y1 1 podobnie dla zmodyfikowanego ciggu (b;) mamy
bj;1 < a; < bj_;. Podobnie argumentujemy dla a; — 1 = b;. Uzasadnimy, ze ta
operacja nie wptywa na rozwazang w zadaniu sume wartosci bezwzglednych.

Jesli 2 = 7, to wartos§¢ kazdego sktadnika pozostaje niezmieniona, gdyz zamieniliSmy
jedynie skladnik |a; — b;| na |b; — a;|. Jedli ¢ < 7, to rozwazamy dwie mozliwosci.

e Dla a; < by, skoro a; < aj; oraz b; < b;, to a; < b; oraz a; > b;. Stad
w wyniku naszej operacji liczba |a; — b;| = b; — a; zamieniona zostanie w liczbe
|b; — b;] = b, —b; = b; — (a; + 1) = b; — a; — 1, czyli zmniejszy sie o 1.
Analogicznie, wartos¢ |a; — b;| zwickszy sig o 1. Cala suma si¢ wiec nie zmieni.

o Jesli a; > bj, to a; > b; oraz a; < b;. Stad w wyniku naszej operacji liczba
|a;—b;| = a;—b; zamieniona zostanie w |b; —b;| = bj—b; = a;+1—-b; = a;—b;+1,
czyli zwiekszy sie o 1, i podobnie uzasadniamy, ze warto$¢ |a; — b;| zmniejszy
sie 0 1. Zatem cala rozwazana suma réwniez w tym przypadku sie nie zmieni.

Podobnie uzasadniamy, ze gdy 2 > 7, to suma z tresci zadania sie nie zmienia.

Rozwazanym ciggiem operacji mozemy ”doprowadzi¢” a; do wartosci 1, nastepnie
a, do wartoéci 2, i tak dalej, az dojdziemy do sytuacji gdziea; =¢ib; =2n+1—7
dla wszystkich 7,7 od 1 do n. W tym przypadku rozwazana suma wynosi

1-2n|+2-=Cn—-1)|+...+|n—(n+1)|=Cn—-1)+(2n-3) +...+ 1 =n?
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Sposéb 11
Niech k bedzie liczbg elementdéw ciggu b, bo, .. ., b, wiekszych od n. Skoro ciag jest

malejacy, to tymi elementami sg by, be, . - ., bx. Z drugiej strony oznacza to, ze w ciggu
ai,...,an jest n — k liczb wigkszych od n, a skoro ciag (a;) jest rosnacy, to sg to
QnyQn—1,.-.,0k+1. W takim razie dla : = 1,2,...,n wérdd a;,b; dokladnie jedna

jest wieksza od n. Zatem rozwazana suma wynosi

(b1 —a1)+ ...+ (bk —ar) + (@kr1 —bet1) + ...+ (an — bp) =
=(n+)+(n+2)+...+2n) = (1+2+...+n) =n?

Na tablicy napisane sa liczby 20 i 24. Co minute kazda z liczb jest zwiekszana o 1
albo podnoszona do kwadratu. Na przyktad, po minucie na tablicy moga by¢ liczby
400 i 25. Czy jest mozliwe, ze w pewnym momencie liczby na tablicy beda sobie
réwne?

Rozwigzanie: Rozwazmy pierwszy moment, w ktérym liczby na tablicy sa réwne.
Zalézmy, ze w momencie tym uptyneto ¢ minut. Jasne jest, ze nie mogliSmy wykonaé
w poprzednim ruchu tej samej operacji na obu liczbach, poniewaz w tym wypadku
juz wtedy bylyby sobie réwne. W takim razie w poprzednim kroku na tablicy za-
pisana byta para liczb (n,n? — 1), dla pewnej dodatniej liczby catkowitej n. Liczba
n? — 1 nie jest kwadratem, wiec musiata byé otrzymana poprzez zwigkszenie pewnej
liczby o 1. Powtarzajac to rozumowanie nietrudno zauwazy¢, ze w ostatnich

n—(n-1°%=2n-1

minutach liczba na drugiej pozycji nie mogta by¢ podnoszona do kwadratu — mu-
siano dodawac¢ do niej 1 albo przez ostatnie 2n — 1 minut, albo od samego poczatku
(jeslit < 2n —1).

Pierwszy przypadek nie moze mie¢ miejsca, gdyz w t — 1-wszej minucie jedna z liczb
wynosilta n, a skoro w kazdej minucie kazda z liczb roénie, to od poczatku do minuty
t moglo mingé nie wiecej niz n — 20 < 2n — 2 minut.

Zatem musi zachodzi¢ drugi przypadek. Wtedy jednak jedna z liczb 20, 24 musi
by¢ miedzy (n — 1) a n?, skad dostajemy n = 5. Na tablicy nie mogla si¢ jednak
pojawi¢ sie w zadnym momencie liczba 5. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze na
tablicy nigdy nie pojawia sie dwie réwne liczby.
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Okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do bokéw AB, BC,CA odpowiednio
w punktach F, D, E. Oznaczmy Srodki okregéw wpisanych w trojkaty DEF, AEF,
BDF odpowiednio przez I, S,T. Wykaz, ze punkty I i F' sg symetryczne wzgledem
prostej ST'.

Rozungzanie: Z twierdzenia o kacie wpisanym i dopisanym mamy
SFE = $AFE = FDE,
a skoro tréjkat AFE jest réwnoramienny, to SFE = JSEF. Zatem
JFSE + {FDE = 180° — %{FDE — %qFDE + {FDE = 180°,
wiec punkty S, D, F, F' lezg na jednym okregu, a ponadto S jest Srodkiem tuku EF'.

Zatem, z twierdzenia o tréjlisciu zastosowanego do tréjkata DEF, mamy SI = SF.
Analogicznie T'I = TF, skad otrzymujemy teze.

C

A F B

Uwaga. W dowodzie korzystamy z tzw. twierdzenia o trdjlisciu (lub trdjzebie)
moéwiacego, ze jedli I jest Srodkiem okregu wpisanego w tréjkat XY Z, za§ P jest
Srodkiem tuku X Z okregu opisanego na tréjkacie XY Z niezawierajacego punktu Y,
to IP=XP=_Z7P.
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Asia i Basia graja w gre uzywajac pudetka, w ktérym na poczatku jest n cukierkéw.
Ruch polega na wyciggnieciu z pudetka dowolnej liczby cukierkdw : spelniajacej
warunki

NWD(k,z) =1 i 1 <1<k,

gdzie k oznacza liczbe cukierkéw znajdujaca sie w pudetku bezposrednio przed ru-
chem. Zaczynajac od Asi, dziewczynki wykonuja ruchy na przemian dopdki ktoéras
nie wyciagnie ostatniego cukierka — tym samym wygrywajac gre. W zaleznosci od
n rozstrzygnij, ktéra dziewczynka moze zapewnic¢ sobie zwyciestwo.

Rozwigzanie: Wykazemy, ze Basia moze zapewni¢ sobie zwyciestwo dokladnie wte-
dy, gdy n jest liczbg parzysta. Zalézmy wpierw, ze n jest liczbg nieparzystg. Wtedy
Asia moze wyciggna¢ w jednym ruchu n — 2 cukierkéw, zostawiajac Basi¢ z dwoma
i zmuszajac ja do wyciagniecia w swoim ruchu dokladnie jednego cukierka. Nastepnie
Asia w swoim ruchu bedzie mogta wyciggna¢ ostatniego cukierka, wygrywajac.

Jezeli natomiast n jest liczba parzysta, to Asia w pierwszym ruchu musi zabrac
nieparzysta liczbe cukierkéw, zostawiajgc ich nieparzyscie wiele w pudetku. Basia
bedzie wtedy mogtla uzy¢ opisanej powyzej strategii, gwarantujac swoje zwyciestwo.

Rozwazmy ciag liczb rzeczywistych (z,) spelniajacy warunki z; = 20, z, = 24 oraz

Tnt1!

o Tp— 22—, gdy Tpy1 #0,
e 0, gdy z,41 = 0.

dla n > 1. Wyznacz najmniejsza dodatnig liczbe catkowita k, dla ktdrej z = 0, lub
udowodnij, ze taka liczba k nie istnieje.
Rozungzante: Z definicji naszego ciggu wynika, ze jeSli z,, 1 # 0, to

Tn42Tnt1l = Tn41Tn -1

W szczegdlnosci jesli powyzsza wartosC jest niezerowa, to z,, 2 7 0. Nietrudno stad
wywnioskowaé, na przyktad metoda indukcji, ze

TpTpnt1 =481 —n

iz, #0dlan =1,2,...,481. Mamy zatem 45124832 = 0. Stad z4g> = 0 i szukana
liczba k jest 482.
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Punkt D lezacy wewnatrz tréjkata ABC spelnia warunek AD = DB. Proste CD
i AB przecinaja sie w punkcie F spelniajacym

CD EB

CE ~ AE’
Wykaz, ze tréjkat AEC jest réwnoramienny.

Rozwigzanie: Sposéb 1. Niech punkt F' powstaje przez odbicie punktu £ wzgledem
srodka prostej AB. Z warunkéw zadania mamy

AF _CD

AE CE’
Zatem, z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa, odcinek F'D jest réwnolegty
do AC. Skoro punkt D lezy na symetralnej prostej AB, uzyskujemy réwnos¢ katow

YDFE = {DEF.

Laczac powyzsze obserwacje otrzymujemy JCAE = {DFE = SDEF = JCEA,
skad bezposrednio wynika teza.

Sposéb II

Niech G bedzie punktem lezacym na boku AC, takim ze odcinek DG jest réwnolegly
do prostej AB. Z twierdzenia Talesa oraz z warunkéw zadania mamy

GD_cD _EB

AE CE AE’
Uzyskujemy stad GD = EB. Dodatkowo, skoro SGDE = JBED, to tréjkaty
GDE oraz BED sg przystajace (cecha bok—kat-bok). Stad DB = GE = AD, zgod-
nie z warunkami zadania. Trapez AE DG ma zatem réwne przekatne, czyli jest réw-
noramienny. Katy przy podstawie AE sg wigc réwne, co konczy dowdd.

C
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Dany jest nieskoriczony ciag (a,) dodatnich liczb calkowitych spelniajacy dla kazdej
dodatniej liczby catkowitej n zaleznosé

On+1 = 2an, + 1.

Udowodnij, ze pewien wyraz tego ciggu jest liczbg zlozona.

Rozwigzanie: Na poczatku wyznaczmy wzdr na wyraz ogdlny ciggu (a,). Oznacza-
jac dla kazdego n przez z, liczbe a, + 1 oraz dodajac do obu stron réwnosci z tezy
zadania liczbe 1, otrzymujemy

Tpy1 = 22,

Wynika stad, ze z,11 = 2" - 21, czyli
an+1:mn+1—1:2n-(a1+1)—1.

Przypusémy nie wprost, ze dla kazdego n > 1 liczba a, jest pierwsza. W szczegdl-
nosci, p = a; jest liczba pierwsza. Ewentualnie ignorujac pierwszy wyraz ciggu (a,)
mozemy zalozy¢ bez straty ogélnosci, ze p > 2, czyli p jest liczba jest nieparzysta.
Korzystajac z matego twierdzenia Fermata, uzyskujemy kongruencje

ap=2P"1p+1)-1=1-(p+1)—1=p=0 (mod p).

Ciag (a,) jest Scidle rosnacy, wiec a, > a; = p. Wynika stad, ze wyraz a,, jako po-
dzielny przez liczbe p > 11 od niej wigkszy, jest liczba zlozong. Uzyskana sprzecznosé
konczy dowdd.

W pewnym kraju jest n miast, z ktdrych niektére sg polaczone drogami dwukie-
runkowymi. Z kazdego miasta mozna dostac sie do kazdego innego uzywajac pewnej
liczby drég. Co wiecej, wiemy, ze z kazdego miasta wychodza drogi do co najmniej
d innych miast. Wykaz, ze z dowolnego miasta mozna przej$¢ do dowolnego innego
przechodzac przez maksymalnie 3n/d innych miast.

Rozwigzanie: Rozwazmy dowolne dwa sposréd naszych miast, powiedzmy A i B.
Niech mozliwie najkrétsza trasa miedzy nimi przechodzi przez k innych miast, i na-
zwijmy je wraz z A 1 B wygodnymi. Zauwazmy, ze jedyne drogi miedzy wygodnymi
miastami to te nalezace do rozwazanej trasy — inaczej mozna by byto ja skrocic.
Zatem kazde z wygodnych miast jest polaczone z co najwyzej dwoma wygodnymi
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miastami, wiec z co najmniej d — 2 niewygodnymi miastami. f.aczna liczba drég mie-
dzy miastami wygodnymi a niewygodnymi wynosi zatem co najmniej (d— 2)(k +2).

Gdyby jakie§ niewygodne miasto bylo polaczone z wiecej niz trzema wygodnymi
miastami, to przechodzac przez to miasto otrzymalibySmy krétsza Sciezke, co daje
sprzeczno$¢. Zatem jest co najwyzej 3(n — k — 2) drég miedzy miastami wygodnymi
a niewygodnymi.

Laczac uzyskane nieréwnosci mamy

(k+2)(d—2) <3(n—k—2),

skad
23 (k+2)+(d—-2)(k+2)=(k+2)(d+1) > kd.

Dzielac strony uzyskanej nieréwnosci przez d, otrzymujemy teze.

Rozwigz w liczbach rzeczywistych uktad réwnan

{zz(erl)2
y=(z+1)°

Rozungzanie: Sposob I. Przypusémy, ze rozwazany uklad ma rozwiazanie. Z symetrii
ukladu mozemy bez straty ogdlnosci przyjaé, ze ¢ > y. Zauwazmy, ze ¢ + 1 > 1,
poniewaz liczba ¢ = (y + 1)? jest nieujemna, jako kwadrat liczby rzeczywiste;.
Wynika stad ciag nieréwnosci

z2y=(z+1)0*>z+1>z.
Dochodzimy do sprzecznoéci, a zatem rozwazany uklad nie ma rozwigzan.

Sposéb II

Jedli z = y, to réwnanie z = (z + 1)? = 22 + 2z + 1 jest réwnowazne z réwnaniem
?+z+1=(z+ %)2 + 3 =0, ktére nie ma rozwigzan.

Jesli z # y, to odejmujac strony réwnan wyjsciowego uktadu, uzyskujemy
z-y=@+1)’ -+’ =(@y+l-z-1y+l+z+1)=(y-2)(z+y+2)

Skoro z — y # 0, to réwnanie wyzej jest rownowazne warunkowi z = —y — 3. Stad
—y—3=(y+1)72 cayliy*+3y+4=(y+ %)2 + I =0, ktére to réwnanie réwniez
nie ma rozwiazan. Wyjsciowy uktad réwnan nie ma wiec rozwigzan.

21



W szesciokacie foremnym ABC DEF o boku 1 na przekatnej B D zaznaczamy punkt P,
a na przekatnej DF' zaznaczamy punkt @ tak, ze

BP=QD =1.
Wykaz, ze punkty C, P, Q) sa wspdlliniowe.

Rozungzanie: Sposéb I. Kazdy kat wewnetrzny szesSciokata foremnego ma miare
120°. Skoro BC = CD, to BDC = IDBC = 30°. Zatem z warunku BP = BC
uzyskujemy

180° — ¥PBC B

YPCB = 3

T5°.
Z drugiej strony
JFDC = YEDC — YEDF = 120° — 30° = 90°.
Stad tréjkat CDQ jest prostokatny i réwnoramienny, a SQCD = 45°. Zatem
JQCB = 120° — 45° = 75° = 4 PCB,
skad dostajemy wspdétliniowos¢ punktéw C, P, Q.
Sposéb II
Podobnie jak w poprzednim sposobie wykazujemy, ze SPBC = JQDE = 30°.
Niech O bedzie $rodkiem (symetrii) szesciokata ABCDEF. Czworokaty OBC D
oraz ODEF sa rombami, skad SOBP = SODQ@ = 30°.

Rozwazmy okrag o §rodku w punkcie B i promieniu 1, przechodzacy przez punk-
ty O, P oraz C. Na mocy twierdzenia o kacie §rodkowym i wpisanym mamy za-
tem JOCP = % - YOBP = 15°. Podobnie rozwazajac okrag o $rodku w punk-
cie D i promieniu 1, przechodzacy przez punkty O, Q oraz C, stwierdzamy réwnosé
$OCQ =} - JODQ = 15° = JOCP. Stad punkty C, P, Q sa wspéHiniowe.
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Pola szachownicy o wymiarach n x n pomalowano w standardowy sposéb na bialo
i czarno. Ruchem nazywamy wybranie kwadratu 2 x 2 na szachownicy i zmienienie
koloréw jego pdl na kolory przeciwne. Dla jakich dodatnich liczb catkowitych n > 2
pewnga liczbg ruchéw mozemy sprawic, by cata szachownica byla w jednym kolorze?

Rozungzanie: Dla liczb n podzielnych przez 4, szachownice rozmiaru n X n mozemy
podzieli¢ na identyczne kwadraty 4 x 4 i na kazdym kwadracie wykonaé ponizsze
operacje, doprowadzajac do jednokolorowej tablicy.

Zatem liczby n podzielne przez 4 speiniajg warunek zadania. Udowodnimy ze sg to
jedyne takie liczby.

Rozpatrzmy dowolng kolumne szachownicy. W jednym ruchu mozemy zmienic¢ liczbe
bialych pdl w tej kolumnie o liczbe parzysta. Zatem dowolny ciag ruchéw zachowuje
parzystosé tej liczby.

JeSli n = 2 (mod 4), to w dowolnej kolumnie jest na poczatku nieparzyscie wiele
biatych pdl, wiec nie mozemy doprowadzi¢ do sytuacji gdzie jest ich 0 lub n.

Jesli natomiast liczba n jest nieparzysta, mozemy rozwazy¢ dwie kolejne kolumny.
W jednej z nich jest parzyscie wiele bialych pdl, a w drugiej — nieparzyscie wiele.
Zatem laczna liczba bialych pdl w tych kolumnach jest nieparzysta. Nie mozemy
wiec doprowadzi¢ do jednokolorowej tablicy, w ktérej ta liczba wyniostaby 0 lub 2n.

Zatem jedynymi rozwigzaniami sg liczby n podzielne przez 4.

Trzy cieciwy pewnego okregu o srodku w punkcie O przecinajg sie w jednym punkcie,
réznym od O, przy czym kazde dwie z tych cieciw przecinajg sie pod katem 60°.
Wykaz, ze trojkat o wierzchotkach w §rodkach tych trzech cieciw jest réwnoboczny.

Rozwigzanie: Oznaczmy punkt przeciecia cieciw przez P, a ich Srodki przez K, L, M.

Jesli ktérych z trzech Srodkéw — powiedzmy, ze punkt K — pokrywa si¢ z punk-
tem P, to cieciwy o §rodkach w punktach L i M sa symetryczne wzgledem prostej
PO, wiec LK = KM, co w polaczeniu z warunkiem JLKM = 60° daje teze.
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Zalézmy wiec, ze punkty K, L, M sg rézne od punktu P. Wtedy w szczegdlnosci
zadne z punktéw K, L, M nie pokrywaja sie.

Jeéli punkt K nie pokrywa sie z punktem O, to IPKO = 90°, wiec punkt K lezy
na okregu o §rednicy PO. Jesli punkt K pokrywa si¢ z punktem O, to réwniez lezy
na tym okregu. Analogicznie dowodzimy, ze punkty L i M lezg na tym okregu.

Kat KLM jest oparty na tuku KM, a kgt KPM oparty na tym samym tuku ma
miare 60° lub 120°, wiec <KX LM przyjmuje jedna z tych wartoéci. Analogicznie
uzyskujemy, ze wszystkie katy tréjkata K LM maja miary 60° lub 120°. Musi on
zatem by¢ réwnoboczny.

Znajdz wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych (a, b) spelniajacych podzielnosci

a?+b*a*+b i a®+b|a+b

Rozwigzanie: 7 warunkéw zadania wynika, ze liczba a? + b2 jest dzielnikiem liczby
b(b* + a?) — (a + b*) = a(ab — 1). *
Wykazemy, ze liczby a i b sg wzglednie pierwsze.

Niech d = NWD(a, b). Oznaczmy



Oczywiécie liczby z i y sa wzglednie pierwsze. Zapisujac podzielnoéé a®+b? | a(ab—1)
Za pomocg nowych oznaczen otrzymujemy

d*(z® + y?) | dz(d’zy — 1), czyli d|d*z?y — z.
Zatem liczba d dzieli liczbe z. Analogicznie uzasadniamy, ze liczba d dzieli liczbe y.

Ale NWD(z,y) = 1, zatem d = 1.

Ze wzglednej pierwszosci liczb a i b wynika, ze NWD(a? + b2, a) = 1. Istotnie, jesli p
jest liczba pierwsza dzielaca a? + b? oraz a, to p dzieli b2, czyli dzieli a oraz dzieli b.

Yaczac uzyskany fakt z podzielnoscia (*), otrzymujemy
a® +b%|ab—1.
Zachodzi przy tym nieréwnosé

0<ab—1< 2ab< a? + b

Wynika stad, ze ab—1 = 0, co implikuje a = 1 oraz b = 1. Bezposrednio sprawdzamy,
ze ta para posiada zadane wlasnosci.

Dodatnig liczbe calkowita nazwiemy fikusng, jezeli ma 70 cyfr i kazda z cyfr od 1
do 7 pojawia sie w jej zapisie dziesiegtnym dokladnie 10 razy. Udowodnij, ze zadna
liczba fikuéna nie dzieli innej liczby fikusne;j.

Rozwigzanie: Suma cyfr dowolnej liczby fikuénej wynosi

I+...+)+...+(T7+...+7)=101+2+... +7) = 280,
—— —

10 razy 10 razy

wiec kazda taka liczba daje przy dzieleniu przez 9 reszte 1.

Rozwazmy teraz takie dwie liczby fiku$ne n,m, ze n | m. Mozemy wtedy zapisaé
m = nk, dla pewnej dodatniej liczby catkowitej k. Skoro liczby n i m majg taka sama
liczbe cyfr, to & < 9. Skoro jednak zaréwno liczby m, jak i n dajg przy dzieleniu
przez 9 reszte 1, to

l=m=n-k=k (mod9),

co po potlaczeniu z wczeSniejszym szacowaniem implikuje, ze k = 1. W takim razie
n = m, wiec zadna liczba fikusna nie moze dzieli¢ innej liczby fikusnej.
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Dodatnie liczby catkowite a,b, ¢, d, e spetniajg réwnos¢ abcde = a+b+c+ d + e.
Znajdz najwieksza mozliwg warto$¢ max{a, b, c,d, e}.

Rozwigzanie:

Zalézmy bez straty ogdélnosci, ze a < b < ¢ < d < e. Checemy wiec znalezé najwieksza
mozliwa wartos¢ e. Skoro e < a+ b+ c+ d+ e < be, to e < abede < Be, czyli
1 < abed < 5. W takim razie (a,b, ¢, d) jest jedng z czwdrek

(1) 1’ 172)’ (1’ 17 1)3)’ (1’ 17 1’4)’ (17 1) 1) 5)’ (17 1) 2) 2)'

Dla kazdego z tych przypadkdéw tatwo znalezé jedynag wartos$¢ e spelniajgca réwnosé
z treSci zadania. Najwieksza okazuje sie ona w pierwszym przypadku, gdzie e = 5.
Zatem odpowiedzig jest wlasnie liczba 5.

Na okregu zaznaczono 101 parami réznych punktéw. Nastepnie kazda z cigciw o kon-
cach w tych punktach pokolorowano na jeden z 11 koloréw, przy czym uzyto co
najmniej dwéch réznych koloréw. Udowodnij, ze pewien tréjkat o wierzchotkach
w zaznaczonych punktach ma dwa boki jednego koloru, a trzeci — innego.

Rozwigzanie: PrzypuSémy nie wprost, ze tréjkat o postulowanych wilasnosciach
nie istnieje. Rozwazmy dowolny z zaznaczonych punktéw i oznaczmy go przez A;.
Skoro z punktu A; wychodzi 100 cieciw, a kolordw jest 11, wiec co najmniej 10 z tych
100 cieciw jest tego samego koloru, powiedzmy niebieskiego. Niech A, ..., A;; beda
dziesiecioma punktami polgczonymi z punktem A; niebieskimi cieciwami. Gdyby
pewne dwa z tych punktow nie byty polaczone cieciwg niebieskiego koloru, to razem
z punktem A; tworzytyby szukany tréjkat.

Wezmy dowolny punkt X rézny od Ai,...,A;;. Ponownie stwierdzamy, ze pewne
dwie cieciwy laczace X z tymi jedenastoma punktami sg tego samego koloru. Aby
nie tworzyly one szukanego tréjkata, tym kolorem musi by¢ niebieski. Skoro jednak
pewna cieciwa X A; jest niebieska, to cieciwa réwniez musi by¢ niebieska, inaczej
tréjkat X A; A; mialtby dwa boki niebieskie, a trzeci — innego koloru.

Zatem dla dowolnych dwdch punktéw X,Y, réznych od A;, odcinki X A; i YAy sa
niebieskie, wiec cieciwa XY réwniez musi by¢ niebieska. DoszliSmy do wniosku, ze
wszystkie cieciwy sg niebieskie, co przeczy zalozeniu o uzyciu co najmniej dwdch
koloréw. Uzyskana sprzeczno$é konczy dowdd.
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Niech M bedzie srodkiem boku BC tréjkata ABC. Okrag opisany na tréjkacie ABM
przecina odcinek AC po raz drugi w punkcie D. Okrag opisany na tréjkacie AMC
przecina natomiast odcinek AB po raz drugi w punkcie £. Wykaz, ze Srodek okregu
opisanego na tréjkacie ADE lezy na symetralnej odcinka BC.

Rozungzanie: Chcemy udowodnié, ze punkty B i C sg w réwnej odlegtosci od srodka
okregu opisanego na tréjkacie ADE. Wystarczy wykazaé, ze punkty te maja réwna
potege wzgledem tego okregu.

Dla punktu B, warto$¢ potegi wzgledem rozwazanego okregu jest réwna BA - BE,
co jest réwniez potega punktu B wzgledem okregu przechodzacego przez punkty
A E,C, M. Liczba ta jest zatem réwna iloczynowi BC - BM. Analogicznie uzasad-
niamy, ze potega punktu C' wzgledem okregu opisanego na tréjkacie ADE réwna
jest

CA-CD=CB-CM=CB-BM =BA-BE,

wiec potegi punktéw B i C wzgledem okregu opisanego na tréjkacie ADE sa réwne.

A

/
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Dwusieczna kata AC B tréjkata ABC przecina okrag na nim opisany w punkcie W.
Okrag o $§rodku w punkcie W przechodzacy przez punkt C przecina prosta AC po
raz drugi w punkcie D. Wykaz, ze AD = BC.

Rozungzanie: Mamy WC = W D, wiec rowniez
IWDA = IWCA= SWCB.

Co wiecej, mamy

IWAD = 180° — SWAC = {WBC.
Whnioskujemy stad, ze tréjkaty WAD i W BC' sa podobne, a skoro WC = WD, to
tréjkaty te sa réwniez przystajace. Zatem AD = BC.

9

Kazdy punkt ptaszczyzny pokolorowano na jeden z trzech koloréw. Wykaz, ze w re-
zultacie pewien tréjkat prostokatny ma jednokolorowe wierzchotki.

Rozwigzanie: Przypu$émy nie wprost, ze nie ma takiego tréjkata, i ustalmy do-
wolng prosta k. Pewien kolor powtarza si¢ na niej co najmniej 3 razy, niech bedzie
to czerwony. Poprowadzmy proste Iy, 12, l3 prostopadte do k przecinajgce ta prosta
w czerwonych punktach. Na tych trzech prostych nie mogg sie pojawi¢ zadne inne
punkty czerwone, inaczej bowiem powstalby tréjkat prostokatny.
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Przetnijmy proste Iy, 2,3 z prosta m réwnolegla do prostej k. Trzy uzyskane w ten
sposéb punkty przeciecia sg pokolorowane na pozostale dwa kolory, wiec pewien
kolor powtdrzy sie dwa razy. Przyjmijmy, ze jest to kolor niebieski, oraz ze pojawia
sie na przecieciach prostej m z prostymi [y i l3.

Gdyby na prostej I1 lub I3 pojawil si¢ jaki$§ inny punkt niebieski, otrzymaliby$my
teze. W takim razie wszystkie punkty na tych prostych, poza juz zaznaczonymi
czterema, sg zielone. Mozna zatem znalezé na tych prostych zielone punkty bedace
wierzchotkami tréjkata prostokatnego. UzyskaliSmy sprzecznosc.

A1

l2 l3

o
@
!

!

| |
| |
| |
| |
| |
l |
| |
. }
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
@ ®
I |
I |

Niech a, b, ¢ beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Udowodnij, ze

c+ a +b>2
a b+c ¢ 7

Rozwigzanie: Z nieréwno$ci miedzy Srednig arytmetyczng a geometryczng dosta-
jemy

a b+c c a b+c
-+ 42 >3.{/=- e 3 ¢1-3
b+c c a b+c
Skoro
b+c b
:7—|—1’
c c

to odejmujac stronami 1 od uzyskanej nieréwnosci, otrzymamy teze.
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Pare dodatnich liczb caltkowitych (a,b) nazywamy mraéng, jezeli w rozkladzie na
czynniki pierwsze liczb a i b wystepuja dokladnie te same liczby pierwsze. Udowod-
nij, ze jest nieskoriczenie wiele par réznych liczb catkowitych (m,n), dla ktérych
pary (m,n) oraz (m + 1,n + 1) sa mrasne.

Rozwigzanie: Kazda para postaci (z,z?) jest oczywiscie mrasna. Wiemy réwniez,
ze z—1 | 22 —1, wiec aby para (z—1,z%— 1) byla mrasna, wystarczy zagwarantowac,
ze wszystkie dzielniki pierwsze liczby = + 1 dzielg réwniez liczbe z — 1. Skoro mamy
NWD(z — 1,z + 1) = 2, to nalezy wybraé¢ z + 1 = 2* dla dowolnej liczby calkowitej
k > 2. Prowadzi to do okreélenia par postaci

(2F —2,(2F —1)2 —1).

Par tej postaci jest nieskoniczenie wiele. Z powyzszego rozumowania wynika, ze spet-
niajg one warunki zadania, co koiczy dowdd.

Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Oznaczmy przez D spodek wysoko$ci poprowa-
dzonej z wierzchotka A. Punkty E i F rézne od D leza na pewnej prostej przecho-
dzacej przez punkt D, przy czym spelnione sa réwnosci SAEB = JAFC = 90°.
Oznaczmy przez M i N odpowiednio §rodki odcinkéw BC i EF. Udowodnij, ze
prosta AN jest prostopadta do prostej NM.

Rozwigzanie: Zauwazmy najpierw, ze
YADB = JAEB = 90°,

wiec czworokat ABDE jest opisany na okregu o érednicy AB. Analogicznie czworo-
kat AFCD jest opisany na okregu.

Prosta E'F' nie moze by¢ zadng z prostych BC, AD. W przeciwnym wypadku punkty

D, E, F pokrylyby sie. Zalézmy bez straty ogdlnosci, ze prosta EF' przecina bok AC

tréjkata ABC. Wtedy punkty F,C leza po tej samej stronie prostej AD, wiec
JAFE = JAFD = 4ACD = JACB

z twierdzenia o kacie wpisanym. Podobnie mozemy uzasadni¢ ze

JAEF = JABC.
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Whnioskujemy stad, ze tréjkaty AEF i ABC sa podobne, na mocy cechy kat—kat—
kat. Skoro punkty M i N to $rodki bokéw BC i EF, to trojkaty ABM i AEN sa
réwniez podobne, a stad SANE = YAMB. Zatem

YAND = SANE = JAMB = JAMD.

W rezultacie, na czworokacie AN M D mozna opisaé okrag, co w polaczeniu z réw-
noscia JADM = 90° daje zadang réwnos¢ $ANM = 90°. To koriczy dowdd.

A F

Dla dodatniej liczby nieparzystej n pola szachownicy o wymiarach n X n pokoloro-
wano na pewng liczbe koloréw. Okazalo sie, ze w kazdym kwadracie 2 X 2 pewne
dwa pola sg tego samego koloru. Wykaz, ze najwieksza mozliwa liczba koloréw, jaka
mogta zostaé uzyta, to

n?4+2n-1

—

Rozungzanie: Zacznijmy od pokazania konstrukcji. Ponumerujmy kolumny od 1
do n. Pokolorujmy kolumny 2,4,...,n — 1 — kazda na unikalny kolor. Nastepnie
na wszystkie z pozostalych pdl przeznaczmy po jednym nowym kolorze. Taki uktad
spelnia warunki zadania, a liczba koloréw, ktérych uzywa wynosi

n—1 n+1l n?+2n-1
+n- = .
2 2 2
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Ustalmy teraz dowolne kolorowanie spelniajace warunki zadania. Nazwijmy uzyte
kolory cy,...,cCk, a niech z; bedzie liczbg pdl zamalowanych kolorem c;.

Powiemy, ze pewien kolor pokrywa kwadrat 2 x 2, jesli zawiera on co najmniej dwa
pola tego koloru. Skorzystamy z nastepujacej obserwacji.

Liczba kwadratow 2 x 2 pokrytych przez kolor c; nie przekracza 2z; — 2.

Dowdéd. Oszacujemy na dwa sposoby liczbe .S par postaci
(pole w kolorze c¢;, kwadrat zawierajacy to pole pokryty przez c;)

Skoro kazde pole moze naleze¢ do co najwyzej 4 kwadratéow, a z; jest liczbg pdl
zamalowanych kolorem c;, to S nie przekracza 4z;.

Mozemy poprawi¢ to szacowanie: rozwazmy najwyzsze pole koloru c;, a jesli jest ich
kilka — rozwazmy spo$réd nich pole polozone najbardziej z lewej. Wtedy kwadrat
2 x 2 zawierajacy wybrane pole jako prawy dolny rég (jesli jest zawarty w szachow-
nicy) nie moze posiada¢ wigcej niz jednego pola koloru ¢;. Zatem tych z rozwazanych
par, w ktérych wyrdéznione pole jest prawym dolnym rogiem wyrdznionego kwadra-
tu, jest nie wiecej niz z; — 1.

Rozumujac analogicznie dla pozostalych trzech mozliwych pozycji pola w kwadracie
dostajemy nieréwnos¢
S<4-(z—1).

7 drugiej strony kazdy kwadrat pokryty przez c; nalezy do co najmniej dwdéch roz-
wazanych par (skoro zawiera co najmniej dwa pola koloru ¢;), wiec liczba kwadratéw
pokrytych przez c¢; to co najwyzej
S
5 < 2z — 2.
O

W naszej szachownicy kwadratéw 2 x 2 jest (n — 1)?, a kazdy z nich musi zostaé
pokryty przez jaki$ kolor, wiec zachodza réwnowazne nieréwnosci

(221 —2) + ...+ 2z — 2) > (n — 1)?,

2(zy + ...+ zK) -2k >n?® —2n +1,
on? —2k >n? —2n 41,
n?+2n—-1
— s =k

co daje zadane ograniczenie na liczbe uzytych koloréw.
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Rozwazmy tréjkat ABC, dla ktérego spelniony jest warunek 2AB = BC + AC.
Wybierzmy punkt L na boku AB, dla ktérego prosta C'L to dwusieczna kata ACB.
Okrag styczny do prostej CL w punkcie L przechodzacy przez punkt A przecina
odcinek odcinka AC w punkcie X, a okrag styczny do prostej CL w punkcie L
przechodzacy przez punkt B przecina odcinek BC w punkcie Y. Wykaz, ze Srodek
odcinka CL jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat CXY'.

Rozungzanie: Z twierdzenia o dwusiecznej mamy % = %. Laczac te rownosé

z zaleznoscig
AC+BC AC+BC

AB ~ AL+BL
wnioskujemy, ze AC = 2AL oraz BC = 2BL.

7 twierdzenia o kacie wpisanym i dopisanym wnioskujemy, ze SCLX = JCAL.
Zatem tréjkaty CLX i C AL sg podobne (cecha bok—kat—bok). Wynika stad réwnosé
CL = 2X L. Analogicznie dostajemy rownos¢ CL = 2Y L.

Z podobienstw tréjkatow CLX i CAL oraz tréjkatow CLY i1 C BL mamy tez
JCXL = JCLA =180° — JCLB = 180° — {CYL,

wiec punkty C, X, Y, L leza na jednym okregu. Skoro C'L jest dwusieczng kata XCY,
to punkt L jest érodkiem luku XY tego okregu. Ale skoro CL = 2X L, to §rodek I
odcinka C'L spelnia IL = XL = Y L i lezy na dwusiecznej kata C XY . Z twierdzenia
o tréjlisciu wiemy, ze taki punkt jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat CXY .

o
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Okregi Q i I' sg styczne zewnetrznie, a prosta ! jest jedna z ich dwdch wspdlnych
stycznych zewnetrznych. Oznaczmy punkt stycznosci prostej [ z okregiem Q przez X .
Niech AX bedzie srednicg okregu 2. Prosta przechodzaca przez punkt A jest styczna
do okregu I' w punkcie B. Udowodnij, ze AB = AX.

Rozungzanie: Niech Y bedzie punktem stycznosci okregu I' z prosta [, a Z punktem
wspolnym okregdw 2 i I'. Jedli wspdlna styczna okregéw przechodzaca przez Z
przecina prostg ! w punkcie M, to

MX =MZ = MY,

skad wynika {XZY = 90°.

Skoro AX jest érednica okregu Q, to YAZX = 90°, wiec punkty 4, Z,Y sa wspdt-
liniowe. Z twierdzenia o potedze punktu uzytego do punktu A i okregu I' mamy
zatem

AB? = AZ - AY.

Tréjkaty AXY 1 AZX sa prostokatne i majg wspdlny kat X AY, wiec sa podobne.

Zatem
AX AY

AZ  AX’
czyli
AX? = AZ - AY.

baczac uzyskane réwnosci otrzymujemy AB = AX.

A
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Punkt H jest ortocentrum tréjkata ABC'. Prosta réwnolegta do prostej C H przecina
proste AB, AC odpowiednio w punktach D, E. Zalézmy, ze Srodek M odcinka DE
lezy na okregu opisanym na tréjkacie BDH. Wykaz, ze SABM = JACM.

Rozungzanie: Proste CH oraz DE sa réownolegle, zas proste CH 1 AB sa prosto-
padte, wiec {BDM = 90°. Skoro punkty B, D, M, H leza na jednym okregu, to
réwniez {BHM = 90°. Zatem proste BH oraz HM sa prostopadte, a stad proste
AC i HM sa réwnolegte. Laczac ten fakt z réwnolegloscig prostych CH oraz DE
wnioskujemy, ze czworokat M EC H jest rownolegtobokiem. Skoro jednak punkt M
jest Srodkiem odcinka DE, to uzyskujemy DM = HC, wigc czworokat DMCH
réwniez jest réwnolegltobokiem. W takim razie

IDBM = ¥DHM = SCMH = {MCE,

wiec takze SABM = JACM.

A

Wykaz, ze kazda dodatnig liczbe catkowita mozna zapisaé¢ jako sume pewnej liczby
sktadnikéw postaci 2%3%, gdzie a,b s3 nieujemnymi liczbami catkowitymi, w taki
sposoéb, by zaden ze sktadnikéw nie byl wielokrotnoscia innego.
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Rozungzanie: Nazwijmy liczbe n oraz odpowiadajacy jej rozklad dobrymsz, jezeli
spelniajg warunki zadania. Udowodnimy teze poprzez indukcje wzgledem n.

Oczywiscie teza jest prawdziwa dla n = 1. Zalézmy zatem, ze wszystkie liczby
mniejsze od n sa dobre. Jedli liczba n jest parzysta, to mnozac przez 2 kazdy sktadnik
dobrego rozktadu liczby n/2, otrzymujemy dobry rozklad n.

Zalézmy w takim razie, ze n jest liczba nieparzysta. Niech k& bedzie nieujemna liczbg
catkowita, dla ktérej 3¢ < n < 3**1. Jesli n = 3%, to jest oczywiscie liczbg dobra.
Zalézmy zatem, ze n > 3*. Wtedy z zatozenia indukcyjnego mozemy zapisaé dobry
rozktad

Przeksztalcamy powyzsza réwnosé do postaci
n=2sl+...+2st+3k.

By zweryfikowad, ze jest to dobry rozklad wystarczy sprawdzi¢, ze w zadnej z par
(2s;, 3%) zadna liczba nie jest wielokrotnoscia drugie;.

Skoro jednak 2 { 3%, to musielibyémy mie¢ 3* | 2s; dla pewnego i. Oznaczatoby to,
zen > 2s; + 3% > 2.3F 4 38 = 3%+l o jest sprzeczne z definicja k. Wnioskujemy
stad, ze zaprezentowany rozklad musial by¢ dobry, co konczy dowdd indukcyjny.

Dla kazdej liczby catkowitej od 1 do 1000 obliczono iloczyn jej niezerowych cyfr.
Nastepnie dodano wszystkie uzyskane wyniki. Wykaz, ze uzyskana suma jest sze-
§cianem liczby calkowite].

Rozwigzanie: Przyjmijmy, ze iloczyn niezerowych cyfr liczby 0 wynosi 1, i rozwaz-
my sume iloczynéw niezerowych cyfr liczb od 0 do 999. Jest ona oczywiscie réwna
wartosci z zadania.

Do kazdej z liczb od 0 do 99 mozemy dopisa¢ na poczgtku jedng lub dwie jedynki tak,
by otrzymac liczbe trzycyfrowa, i nie zmienic iloczynu jej niezerowych cyfr. Nastep-
nie w kazdej z tysigca rozwazanych liczb mozemy zastgpi¢ wszystkie wystgpienia
cyfry O przez 1, réwniez zachowujac ten iloczyn. W takim razie sume iloczynéw
niezerowych cyfr liczb od 0 do 999 mozna zapisa¢ jako

I+1+2+...+9)(1+1+2+...4+9)(1+1+2+...49),
gdzie nawiasy odpowiadajg wybraniu odpowiednio cyfry setek, jednosci i dziesigtek.

Ten iloczyn jest rzeczywiscie szesScianem.
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Zalézmy, ze dodatnie liczby calkowite z i y spelniajg réwnanie
2 +z +1=3y2%

Wykaz, ze liczba 2y — 1 jest kwadratem liczby catkowite;j.

Rozungzanie: Zacznijmy od pomnozenia obu stron réwnania przez 4, otrzymujac
422 + 4z + 4 = 1292,

co mozemy zapisa¢ jako
(2z +1)% + 3 = 1292

Odejmujac obustronnie 3, uzyskujemy
(2z +1)% = 3(4y® — 1) = 3(2y — 1)(2y + 1).

Wiemy, ze NWD(2y — 1,2y + 1) = NWD(2y — 1,2) = 1. W takim razie jedna z liczb
2y — 11 2y + 1 musi by¢ kwadratem, a druga — trzykrotnoscig kwadratu.

Rozpatrujac wyjsciowe réwnanie widzimy jednak, ze liczba
3y =zi+z+l=z(z+1)+1

jest nieparzysta, a stad liczba y jest nieparzysta, czyli liczba 2y + 1 daje reszte 3
z dzielenia przez 4. Zatem liczba 2y + 1 jest kwadratem, co oznacza, ze liczba 2y — 1
jest kwadratem, co nalezalo udowodni¢.

Rozwigz ukltad réwnan

(z+y)°=—2
(y+2)°=-z
(z+2)°=-y

dla parami réznych liczb rzeczywistych z, v, z.

Rozwigzanie: Zacznijmy od odjecia pierwszych dwdéch réwnan stronami

(z+y)°-(y+2)0°=z—2z

37



Korzystajac ze wzordw skréoconego mnozenia mozemy rozlozy¢ lewa strone otrzy-
mujac
(z-2) (@+y)’ +@+y)(y+2) +(y+2)) =2 -z

Skoro dane liczby sg parami rézne, to mozemy podzieli¢ stronami réwnanie przez
z — 2, co sprowadzi je do warunku

<($+y)2+(m+y)(y+z)+(y+z)2) =1.

Wykonajmy podstawienie a = z+vy,b = y+2,c = £+ 2. Stosujac ta samg procedure
dla pozostalych par réwnan, dostaniemy nowy uktad postaci

a?+ab+0b%=1
2+bc+cc=1

A +cat+a’=1
Ponownie odejmujac pierwsze dwa réwnania, uzyskamy
(a® — ) + (ab—bc) = 0,
ktére to wyrazenie mozna przedstawi¢ w postaci
O=(a—c)a+c)+bla—c)=(a—c)(a+b+c).
Jezeli a = b, to z = 2, co nie jest mozliwe. Zatem
O=a+b+c=(z+y)+(y+2)+(z+z)=2(z+y+ 2).

Stad dostajemy z + y = —z, co w polaczeniu z oryginalnym uktadem prowadzi do

warunku
(—2)3 = —z,

a po przeniesieniu wyrazéw na prawg strone i roztozeniu, uzyskamy
0=2%—2=2(2"-1)=2(z - 1)(z + 1).

Zatem liczba z jest jedna z liczb 1,0, —1. Analogicznie liczby z i y moga przyjacé
tylko te wartosci.

Skoro liczby z,y, z sa parami rézne, to jedynymi mozliwymi tréjkami (z,v, z) sa
(1’ 0; _1)v (11 _1v 0)’ (0’ 1v _1), (Ov _17 1)’ (_1a 1; O)v (_1, 0’ 1)

Bezposrednio sprawdzamy, ze kazda z powyzszych tréjek spetnia rozwazany uktad
réwnan, wiec sa to wszystkie jego rozwigzania.
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Wykaz, ze dla dowolnych parami réznych nieujemnych liczb rzeczywistych z,y, 2

zachodzi
22 y? 22
> 2.

W—22  (e-2p (@-9r”

Rozwigzanie: Bez straty ogdlnodci przyjmijmy z = min(z,y,z). Mozemy zatem
zapisal y =z +aiz =z + b, dla pewnych a,b > 0. W rezultacie otrzymujemy

2 2 2 2 2 2 2 2
z Yy z z (z+a) _l_(:z:—f-b) S8 b

=2 (-2° (@-9? (@-b7 & @ “B e

Na mocy nieréwnosci miedzy §redniag arytmetyczng i geometryczna, uzyskujemy

a® b a? b

W tablice o wymiarach n x n wpisano parami rézne liczby rzeczywiste. Asia i Basia
dostaly po jednej kopii tej tablicy. Asia co minute zapisuje na kartce najwieksza
liczbe widoczng w jej tablicy, a nastepnie zmazuje jg wraz z wszystkimi liczbami
w jej kolumnie i w jej wierszu. Basia postepuje podobnie ze swojg tablicg, w kazdej
minucie rozwazajac najmniejszg widoczng liczbe. Po n minutach, gdy tablice sa
puste, kazda z dziewczynek dodaje zapisane przez siebie liczby. Wykaz, ze wynik
Asi nie bedzie mniejszy od wyniku Basi.

Rozwigzanie: Niech ay,...,a, beda kolejnymi liczbami zapisanymi przez Asig, na-
tomiast by, ..., b, — liczbami zapisanymi przez Basie. Wykazemy, ze dla dowolnego
17 spelniona jest nieréwnosé

a; 2 bpy1;.
Dodajac stronami powyzsze nieréwnosci dla ¢ = 1,2,...,n, otrzymamy teze.

Gdy Asia pisata :-tg liczbe, pewne 72 — 1 kolumn i wierszy bylo juz zmazane. Gdy
natomiast Basia pisala swojg n + 1 — i-tg liczbe, pewne n — 2 kolumn i wierszy bylo
zmazane. Skoro

i—-1)+4(n-1)=n-1<n,

to pewien wiersz i pewna kolumna nie byly zmazane ani na tablicy Asi po: — 1
minutach, ani na tablicy Basi po n — ¢ minutach. Zatem liczba z znajdujaca sie na
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ich przecieciu byla widoczna dla Asi w jej :-tym ruchu i dla Basi w jej n+ 1 —z-tym
ruchu. Stad uzyskujemy
a4 2T 2 bnj1,

czyli zadang nieréwnosc.

Na polach nieskoniczonej szachownicy polozono pewna (skoniczong) liczbe kamieni.
Jesli na jakims$ polu lezg co najmniej 4 kamienie, mozemy zabra¢ z niego 4 kamienie
1 roztozy¢ po jednym na pola sasiednie. Wykaz, ze niezaleznie od naszych wyboréw
po pewnej liczbie takich operacji na kazdym polu bedg maksymalnie 3 kamienie.

Rozwigzanie: Wprowadzmy uklad wspéirzednych kartezjanskich w taki sposéb, ze
punkty o wspdlrzednych catkowitych to dokladnie srodki pél szachownicy. Bedziemy
nazywal wspdirzednymst kamienia wspolrzedne Srodka pola, na ktérym lezy.

Skoro kamieni jest tylko skonczenie wiele, powiedzmy k, to na poczatku wszystkie
sg zawarte w pewnym kwadracie ograniczonym prostymi ¢ = £N, y = £N, dla
pewnej dodatniej liczby catkowitej N. Oznacza to, ze obie wspdlrzedne wszystkich
kamieni sg mniejsze od N i wieksze od —N.

Wykazemy, ze jedli k jest liczbg kamieni, to wspdlrzedne wszystkich kamieni beda
zawsze mniejsze od N + k i wieksze od —N — k. Zalézmy przeciwnie, bez straty
og6lnosci, ze pewien kamien pojawi sie na prostej y = M dla M > N+k. Na poczatku
jest ponizej prostej y = N, a w kazdym ruchu jest przesuwany nie wiecej niz o jedno
pole do gdry, wiec po drodze bedzie musial pojawi¢ sie na kazdej z prostych

y:M, y:M—l, ey y:N.

Zauwazmy jednak, ze jeSli na prostej postaci y = mn pojawia sie kamien, to juz
zawsze bedzie na niej co najmniej jeden kamien. Zatem w momencie, w ktorym
kamienn pojawilby sie na prostej y = M, na kazdej z powyzszych M — N +1 > k
prostych musiatby by¢ co najmniej jeden kamien. To jest oczywiscie niemozliwe,
skoro kamieni jest k.

Rozwazmy teraz sume kwadratéw obu wspdélrzednych wszystkich kamieni. Z powyz-
szego rozumowania wynika, ze suma ta jest réwna co najwyzej

k-2(N + k)%
Z drugiej strony, wykonanie ruchu na polu (z,y) zwicksza powyzsza liczbe o

@ +y-1P+22+@y+1) 2+ (z-1)+¢"+ (z+ 1) +9°) - 4(z® +v°) = 4.
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Na poczatku suma kwadratéw wspdélrzednych jest nieujemna, wiec tgcznie mozemy
wykona¢ nie wiecej niz

1

5 k(N + k)?

ruchéw zanim dojdziemy do sytuacji, w ktérej na kazdym polu sa maksymalnie 3
kamienie.

Na okraglym stole lezy 2024 dziatajacych zegaréw wskazdwkowych. Oznaczmy przez d
sume odleglosci od $rodka stolu do srodkéw tarczy tych zegaréw. Udowodnij, ze
w pewnym momencie suma odlegtosci miedzy Srodkiem stolu, a koncami wskazd-
wek minutowych, bedzie nie mniejsza niz d.

Rozwigzanie: Oznaczmy $rodek stotu przez O, a §rodek i-tego zegara przez O;, dla
1 =1,2,...,2024. Ustalmy dowolng godzine i oznaczmy pozycje wskazéwki i-tego
zegara przez A;. Pot godziny pdzniej i-ta wskazéwka pojawi sie w punkcie B;, ktory
jest odbiciem A; przez O;.

Skorzystamy teraz z faktu moéwiacego, ze jesli A, B, C sa dowolnymi punktami na
plaszczyznie, a M jest Srodkiem odcinka AB, to

AC + BC > 2AM.

Istotnie, jesli punkty A, B,C sa wspolliniowe — jest to proste przeliczenie, a jesli
punkty te nie sg wspolliniowe, mozemy oznaczy¢ przez D odbicie punktu C wzgle-
dem punktu M. Wtedy czworokat ACBD jest réwnolegltobokiem, poniewaz jego
przekatne przecinaja sie w swoich §rodkach. Zatem z nieréwnosci tréjkata uzyskuje-
my

AC + BC = AC + AD > 2AM.

C
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Korzystajac z udowodnionej nieréwnosci dla punktéw A;, B;, O otrzymamy
(A10 + B1O) + ... + (A20240 + B2p240) > 2(010 + ... + O20240) = 2d.

Zatem co najmniej jedna z liczb A1O+. ..+ A20240 lub B1O+. ..+ B2g240 réwna jest
co najmniej d. Pierwsza z liczb odpowiada sumie odlegtosci koicéw wskazéwek od
§rodka stolu w ustalonej na poczatku godzinie, a druga liczba odpowiada tej samej
sumie odlegloSci pél godziny pdzniej. Zatem w jednym z tych dwdéch momentéw
warunek zadania bedzie spelniony.

Na okregu lezy 1000 pudelek, kazde zawierajace pewng liczbe zetondw. W jednym
ruchu mozemy wyjaé wszystkie zetony z dowolnego pudetka i rozmiesci¢ je, umiesz-
czajac po jednym zetonie w kolejnych pudetkach — zgodnie z ruchem wskazdwek
zegara. Wykaz, ze dowolny poczatkowy rozklad 2024 zetonéw w pudetkach mozna
przeksztalci¢ w dowolny inny rozktad za pomoca ciagu ruchéw opisanych wyzej.

Rozwigzanie: Dla uproszczenia przyjmijmy, ze ruchy mozna wykonywac tylko na
pudetkach zawierajacych niezerowsa liczbe zetonéw. Oznaczmy kolejne pudetka idac
zgodnie z ruchem wskazdwek zegara przez A, ..., Aigog. Udowodnimy najpierw, ze
z dowolnego rozmieszczenia zetonéw mozna dojs¢ do takiego, gdzie wszystkie 2024
zetony sg w pudetku Aiggo.

Nie bedziemy wykonywaé zadnych ruchéw na pudetku A;qq0, wiec kazdy zeton ktéry
do niego trafi juz w nim zostanie. Je§li w pewnym pudetku A; jest co najmniej jeden
zeton, to po wykonaniu na nim ruchu w pudetku A;,; jest co najmniej jeden zeton.
Jesli zatem, dla 7z < 1000, w pewnym pudetku A; jest zeton, to wykonujac kolejno
ruchy na pudetkach A;, A; 11, ..., Aogg, zwickszymy liczbe zetonéw w pudetku A;ggo.
Wykonujac taki cigg ruchdéw nie wiecej niz 2024 razy doprowadzimy wszystkie zetony
do tego pudetka.

Rozpatrzmy teraz graf skierowany, w ktérym wierzchotkami sa wszystkie mozliwe
rozktady 2024 zetondw w pudetkach. Z kazdego rozkladu prowadzimy krawedzie
do wszystkich rozkladdéw, ktére mozna z niego uzyska¢ jednym ruchem. Wtasnie
udowodniliSmy, ze z kazdego wierzchotka mozna doj$¢ do pewnego konkretnego,
wiec graf ten jest spdjny. Wykazemy, ze z kazdego wierzchotka wychodzi tyle samo
krawedzi, co do niego wchodzi. Wtedy z twierdzenia Eulera o cyklach nasz graf
bedzie miat cykl Eulera, czyli cykl przechodzacy przez kazda krawedz doktadnie
raz. Wtedy zapewnimy sobie, ze z kazdego wierzchotka mozemy przejs¢ do kazdego
innego, wiec dostaniemy teze.
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Rozpatrzmy zatem dowolny rozklad, traktowany jako wierzcholek grafu. Wychodzi
z niego tyle krawedzi, ile ma on niepustych pudetek. Rozwazmy pewne niepuste
pudetko, powiedzmy A;. Zauwazmy, ze jest doktadnie jeden ruch, w wyniku ktérego
uzyskamy ten rozklad wktadajac ostatni zeton do pudetka A;.

Istotnie, skoro ruch polega na wyjeciu wszystkich zetondéw z danego pudetka i umiesz-
czaniu ich w kolejnych, to jedyny sposdb na ”cofniecie” ruchu konczacego w pudetku
A, to wyciaganie po jednym zetonie z pudetek A;, A;_1, ..., az trafimy na puste pu-
detko, a nastepnie umieszczenie w tym pudetku wszystkich zebranych zetonéw.

Zatem ruchoéw prowadzacych do wybranego rozkladu jest dokladnie tyle, ile jest
w nim niepustych pudetlek, czyli dokltadnie tyle, ile wychodzacych z niego krawedzi.
To konczy dowdd.
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