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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Wyznacz wszystkie pary (x,y) liczb catkowitych, dla ktérych spelniona jest réwnosé

\/x—\/@—l—\/aﬂ—\/@:\/:c_y.

Szkic rozwigzania

Zauwazmy, ze y > 0. Jesli y=0, to v —0++2x+0=0, czyli z=0.

Przyjmijmy, ze y > 0. Wéwczas réwniez x >0, gdyz w przeciwnym wypadku liczba
x—,/y bylaby ujemna. Podnoszac dang réwnos¢ obustronnie do kwadratu i przeksztalcajac
réwnowaznie, uzyskujemy kolejno

20 +21/x2 —y=xy
/22 —y=x(y—2).
Podnoszac ostatni zwiazek ponownie do kwadratu, otrzymujemy
4a? —dy = 22y? — 4Py + 422
y(2?y —42°+4)=0.

Stad wynika, ze 22y —42?+4=0. Ponadto x#0, a zatem y=4— ;%. Poniewaz y jest dodatnia
liczba catkowita, wigec x =2, co oznacza, ze y = 3.
Pozostaje sprawdzié, ze obie pary (0,0) oraz (2,3) spelniaja dana réwnosé.

2. Kazda liczbe catkowita dodatnia nalezy pokolorowac¢ na czerwono lub zielono w taki
sposob, ze spetnione sa nastepujace dwa warunki:

- Niech n bedzie dowolna czerwona liczba. Suma dowolnych n (niekoniecznie réznych)
czerwonych liczb jest czerwona.

- Niech m bedzie dowolna zielong liczba. Suma dowolnych m (niekoniecznie réznych)
zielonych liczb jest zielona.

Wyznacz wszystkie takie pokolorowania.

Szkic rozwigzania

Bez straty ogo6lnosci przyjmijmy, ze liczba 1 jest czerwona. Jesli liczba 2 tez jest czer-
wona, to wszystkie liczby: 3=2+1, 4=3+1, 5=4+41,... réwniez muszg by¢ czerwone.
Otrzymujemy zatem pokolorowanie, w ktorym wszystkie dodatnie liczby naturalne sg czer-
wone. Pokolorowanie to spelnia warunki zadania.

Zalézmy teraz, ze liczba 2 jest zielona. Rozpatrzymy dwa przypadki:

(a) Liczba 3 jest zielona. Wéwczas kazda z liczb 4 =242, 5=3+2, 6=4+2,... jest
zielona. Otrzymujemy tym samym kolorowanie, w ktorym liczba 1 jest czerwona, a wszystkie
pozostale dodatnie liczby naturalne — zielone. Pokolorowanie to spelnia warunki zadania.
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(b) Liczba 3 jest czerwona. Wéwczas liczby 5=3+1+1, 7=5+1+1,9=7T+1+1,...
sg czerwone, a liczby 4=2+2, 6 =442, 8=6+2,... sa zielone. Otrzymujemy zatem poko-
lorowanie, w ktorym wszystkie liczby nieparzyste sa czerwone, a wszystkie liczby parzyste
— zielone. Pokolorowanie to spelnia warunki zadania, gdyz suma parzystej liczby liczby
parzystych jest parzysta, a suma nieparzystej liczby liczb nieparzystych — nieparzysta.

W przypadku, gdy liczba 1 jest zielona uzyskujemy trzy symetryczne pokolorowania,
spetniajace warunki zadania. F.acznie istnieje wiec sze$é¢ pokolorowan o danych wlasnosciach.

3. Pieciokat ABCDE jest wpisany w okrag oraz AB= BC =CD. Odcinki AC'i BE
przecinaja si¢ w punkcie K, a odcinki AD i C'E przecinaja si¢ w punkcie L. Udowodnij, ze
AK=KL.

Szkic rozwigzania
Poniewaz tuki AB, BC' i C'D sa tej samej dtugosci, wiec
JAEB=<4BEC =<4CAD.
Oznaczmy miare tych katow przez a.
Wobec tego SKAL=<IKEL = «, czyli na czworokacie K LEA mozna opisaé okrag.
Stad wynika, ze JALK = JAEK = o, gdyz sa to katy wpisane oparte na tym samym tuku.
Ostatecznie K AL = SALK =, a zatem tréjkat AKL jest réwnoramienny i AK = K L.

4. Wyznacz najwigksza dwucyfrowa liczbe d o nastepujacej wltasnosci: dla dowolnej
szesciocyfrowej liczby aabbee liczba d jest dzielnikiem liczby aabbec wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba d jest dzielnikiem odpowiadajacej jej trzycyfrowej liczby abc.

Uwaga. Cyfry a#0, b i ¢ nie musza by¢ rozne.

Szkic rozwigzania
Udowodnimy, ze najwigksza liczba dwucyfrowa o danej wlasnosci jest d=90.

Zatozmy, ze liczba aabbce jest podzielna przez 90. Wowcezas jej dzielnikami sg liczby
10 i 9. Stad wynika, ze ¢=0 oraz 9| a+a+b+b+c+c, czyli rowniez 9| a+ b+ c. Wobec
tego liczba abc jest podzielna przez 10 i 9, a zatem jest podzielna przez 90. Analogicznie
wykazujemy, ze jesli 90 | abc, to 90 | aabbee.

Zauwazmy, ze liczba d =99 nie ma zadanej wlasnosci, gdyz 99 | 333333, ale 99 f 333.

Ostatecznie rozwazmy d=9z, gdzie z jest jedna z cyfr od 1 do 8. Zauwazmy, ze 9z |90,
ale 9z f 992200, gdyz

992200 =1100-9z+9%-10%- 11,

a zadna z liczb 91, 92,..., 98 nie jest dzielnikiem liczby 92-103-11.

5. Punkt M jest srodkiem boku AB trojkata ostrokatnego ABC. Punkt P lezy na
odcinku AB, a punkty S7 i Sy sg $érodkami okregéw opisanych odpowiednio na tréjkatach
APC i BPC. Wykaz, ze srodek odcinka 5155 lezy na symetralnej odcinka C'M.

Szkic rozwigzania
W przypadku gdy P= M wystarczy zauwazy¢, ze prosta S1.52 jest symetralng odcinka
CM. Przeprowadzimy rozumowanie w przypadku, gdy P # M.

Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze punkt P lezy na odcinku AM . Niech punkt S bedzie
srodkiem odcinka S7.55, punkt K — érodkiem odcinka AP, a punkt L — $rodkiem odcinka
BP. Zauwazmy, ze proste 5199, S1K oraz S5 L sg symetralnymi odpowiednio odcinkéw C'P,
AP i BP.
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Oznaczmy przez X rzut prostokatny punktu S na prosta AB. Punkt X jest wowczas
srodkiem odcinka KL, a zatem

AX=AK+KX=3AP+3KL=3AP+;AB.
Oznaczmy przez Y $rodek odcinka PM. Wowczas

AY =AP+PY =AP+iPM=AP+}(AM — AP)= AP+ 1AM =1AP+1AB.

Wobec tego AX =AY, czyli X =Y. Stad wynika, ze prosta SY jest symetralng odcinka
PM. Poniewaz punkt S lezy rowniez na symetralnej odcinka C' P, wiec punkt S jest érodkiem
okregu opisanego na tréjkacie C PM, a zatem lezy takze na symetralnej odcinka C'M.
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