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Opowiesci o indukcji

Wzoreczki w kropeczki I — silnia

Liczbe n! definiujemy jako iloczyn liczb naturalnych od 1 do n.
Korzystajac z tej definicji mozemy bez trudu zapisaé i obliczy¢ w pamieci warto$é 5!:
5!=1-2-3-4-5=120.
Wartosci 10! nie bedziemy liczy¢ w pamieci, ale bez trudu zapiszemy odpowiedni iloczyn:
10!=1-2-3-4-5-6-7-8-9-10.

W jednej linijce zmiesci nam sie¢ iloczyn definiujacy 32!, chociaz pewnie nie bedziemy uwaznie
sprawdzac, czy wszystkie czynniki zostaly poprawnie wypisane:
32!1=1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-12-13-14-15-16-17-18-19-20-21-22-23-24-25-26-27-28-29-30-31-32.

Nawet gdyby pracowicie wypisaé wszystkie czynniki wchodzace w sktad iloczynu tworzacego
100!, to i tak by$émy wszystkich nie czytali. Wiemy przeciez, jak ten iloczyn ma wygladac.
Wystarczy zapisac¢ jego poczatek i koniec, a §rodek zastapi¢ kropeczkami — kazdy wie, co
sie za nimi kryje i w razie potrzeby moze to uzupetnic:

100!=1-2-3-4-5-...-98-99-100.
Kolejnego iloczynu raczej nikt wypisywaé nie zechce, chociaz przy odrobinie cierpliwosci
mozna (tylko po co?):
2012!'=1-2-3-4-5-...-2010-2011-2012.
A nastepnego iloczynu po prostu fizycznie wypisa¢ sie nie da — liczba tworzacych go czyn-

nikéw jest wieksza od liczby czastek we wszechéwiecie. Ale po poprzednich przyktadach
wyobrazamy sobie, jak ten iloczyn powinien wygladacé:

10100!:1.2-3-4-5-....(10100—2) : (10100—1) -10190,

Liczba 10'%° jest tak abstrakcyjnie duza, Ze nic nie stoi na przeszkodzie, aby zastapi¢ ja
przez n:
n!l=1.2.3-4.5-...-(n—2)-(n—1)-n.

Nie uzywajac kropeczek, mozemy zapisa¢ definicje silni w postaci rekurencyjne;j:

=1, nl=mn-1)!n dla n=2,34,...
W tej definicji podajemy warto$é 1!, a nastepnie pokazujemy, jak obliczy¢ n! znajac (n—1)!,
a wiec:
e jak obliczy¢ 2! znajac 1!,
e jak obliczy¢ 3! znajac 2!,
e jak obliczy¢ 4! znajac 3!

itd.
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Wzoreczki w kropeczki Il — ciag Fibonacciego

W ciagu Fibonacciego (F),) pierwsze dwa wyrazy sa réwne 1, a kazdy kolejny jest
suma dwoch poprzednich. Mniejsza o konkretne wartosci, ale gdyby$my chcieli znaé¢ siédmy
wyraz, powinnidémy wykona¢ nastepujace obliczenia:

Fi=F=1 F=F+I;, Fy=F+F;, Fs=F+F, Fe=F+F; F;=F;+F;.
Zmalezienie setnego wyrazu to wykonanie nastepujacych rachunkéw — tu nie wypisalisSmy
wszystkich operacji, ale domyslamy sie, ze w miejscu kropek kryja si¢ 94 dodawania:

Fi=F=1, F3=F+F;, Fy=F+F3, ..., Fog=For+Fos, Fioo= Fos+ Fog.
W tym momencie nic nie stoi na przeszkodzie, aby 100 zastapi¢ przez n:
Fi=F=1 F=F+F, Fy=F+F; ..., Fh1=F, 3+F, 2, F,=F, o+F, 1.

Rekurencyjnie mozna zdefiniowaé ciag Fibonacciego nastepujaco:
F1:F2:1, Fn:Fn_2+Fn_1 dla n:3,4,5,...

W tej definicji podajemy wartosci F; oraz F5, a nastepnie pokazujemy, jak obliczyé F),
znajac F,,_o oraz F,,_1, a wiec:

e jak obliczy¢ F3 znajac Fi oraz Fy,

e jak obliczy¢ Fy znajac Fs oraz Fj,

e jak obliczy¢ F5 znajac F3 oraz Fy

itd.

Wzoreczki w kropeczki III — przyklad 1

Rozwazmy sume
1 1 1 1 1 1 1 1
2+6+12+20+30+42+56+72’
gdzie w mianownikach znajduja sie iloczyny par kolejnych liczb naturalnych. Chcieliby$my
obliczy¢ wartos¢ tej sumy bez pracochtonnego dodawania wielu utamkéw. Zauwazmy, ze dla
kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé
1 1 1

n-(n+1) n n+l
To pozwala zapisa¢ sktadniki wyjsciowej sumy w postaci réznic

(- (=D (1) (-0 (-0 (-D (-9 ()

gdzie odjemnik kazdej réznicy (poza ostatnia) jest réwny odjemnej nastepnej réznicy. Ta
obserwacja prowadzi do nastepujacych uproszczen:

(D TWT e

Wartos¢ wyjsciowej sumy jest wiec réwna 1 — - = —.

9 9
Ta sama procedura zastosowana do sumy
= —|-1+ = +...+ ! + ! + !
2 6 12 7 98-99 99-100 100-101

DU LD A (i)
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Nie wykonaliémy wprawdzie wszystkich operacji, ale doskonale wyobrazamy sobie, co dzieje
sie w miejscu kropek — dochodzi do analogicznych uproszczen, jak w poprzednim przykta-
dzie.
Nic nie stoi teraz na przeszkodzie, aby sume
1 1 1 1 1

R TR oy Sy pag

zapisa¢ w postaci

(AN H AL )20

Udowodniliémy wiec, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

LN SR SRS SRS ST
2 6 12 77 (n—-1-n n-(n+l) = nt+l’

(1)

Na dowdd rownosci (1) mozna tez spojrzeé nastepujaco.

1° Dla n=1 lewa strona réwnosci (1) zawiera jeden sktadnik, jest wiec réwna 1/2.
Poniewaz prawa strona tez ma warto$¢ 1/2, réwnosé (1) jest prawdziwa dla n=1.

2° Niech n bedzie taka liczba naturalna, ze réwnos¢ (1) jest prawdziwa. Gdyby w tej
rownosci konsekwentnie zamieni¢ n na n+1, otrzymalibySmy rownosé

L S S 1 1
2 6 12 7 n-(n+l) (n+1)-(n+2)  n+2°
Udowodnimy, ze réwnosé (2) jest prawdziwa, jezeli zatozymy (1).
Wychodzac od lewej strony (2) i korzystajac z (1) otrzymujemy

(2)

1 1 1 1 1 1 1
-+ -4+ —+4... =1- =
2 s Tt T ) T ) T nt L it ) -(nt2)
14 —(n+2)+1 14 —n—1 _1_ 1 7
(n+1)-(n+2) (n+1)-(n+2) n+2

czyli doszlismy do prawej strony (2).

Podsumujmy, co sie stato. Dla przejrzystosci oznaczmy réwnosé (1) przez T'(n). Wtedy
réwnosé (2) mozemy zapisaé jako T'(n+1).

W punkcie 1° sprawdziliSmy, ze prawdziwe jest T'(1).

W punkcie 2° udowodnilisémy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n prawdziwa jest im-
plikacja T'(n) =T (n+1).

Dygresja o implikacji
W tym momencie nalezy wyjasni¢, czym naprawde jest implikacja i na czym faktycznie
polega dowdd jej prawdziwosci.
Ot6z implikacja postaci p=- q jest prawdziwa w nastepujacych 3 przypadkach:
e zdanie p jest FALSZYWE, zdanie ¢ jest FALSZYWE,

e zdanie p jest FALSZYWE, zdanie g jest PRAWDZIWE;,
e zdanie p jest PRAWDZIWE, zdanie ¢q jest PRAWDZIWE,

natomiast jest falszywa tylko w przypadku, gdy

e zdanie p jest PRAWDZIWE, zdanie ¢ jest FALSZYWE.
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Zdanie p nazywamy poprzednikiem, a zdanie q nastepnikiem implikacji.

Matematyczne znaczenie implikacji jest nieco odmienne od potocznego rozumienia kon-
strukcji logicznych z uzyciem stowa jezeli, ktére to stowo bywa mylone z réwnowaznoscia.

Implikacja Jezeli Perzanowo jest stolicqg Polski, to ... jest prawdziwa bez wzgledu na
to, co pojawi sie w jej nastepniku, gdyz falszywosé poprzednika sama w sobie decyduje
o prawdziwo$ci implikacji — taka implikacja nie méwi nic o wartosci logicznej nastepnika.

Jednak zagadniecie przypadkowego przechodnia na ulicy: Jezeli Perzanowo jest stolicg
Polski, to Pan jest maqdry, moze nie spotkaé sie z wlasciwym, z matematycznego punktu
widzenia, zrozumieniem.

Dwie najwazniejsze rzeczy dotyczace implikacji, na ktére nalezy zwréci¢ uwage w kon-
tekscie indukcji, sa nastepujace.

Po pierwsze, wiedza o prawdziwosci implikacji p=>q w potaczeniu z wiedzg o prawdzi-
wosci poprzednika p pozwala nam wnioskowaé¢ o prawdziwosci nastepnika q.

Po drugie, dowdéd prawdziwosci implikacji p = ¢ nie orzeka niczego o prawdziwosci
zdan p oraz ¢, pomimo ze zwykle zaczynamy go od poczynienia zalozenia, ze poprzednik p
jest prawdziwy. Taki dowdd nalezy rozumieé jako skrot nastepujacego przeformalizowanego
schematu rozwazania dwoch przypadkéw:

Przypadek I. Poprzednik p falszywy.
Wtedy nie ma czego dowodzi¢, bo implikacja p = q jest prawdziwa.

Przypadek I1. Poprzednik p prawdziwy.
Wtedy nastepuje interesujaca cze$é dowodu (sprowadzajaca sie do dowodu prawdziwosci q),
bo w tym przypadku prawdziwo$é¢ implikacji p = ¢ jest rownowazna prawdziwosci nastep-
nika q.

Prosty przyktadzik. Dla dowolnej liczby rzeczywistej x, prawdziwa jest implikacja

>0 = z+1>0.

Patrzac na te implikacje méwimy: No tak, od razu widaé, ze jezeli liczba x jest dodatnia,
to x+1 takze.

Ale nalezy wyraznie podkresli¢, ze sama implikacja jest prawdziwa takze dla ujemnych
liczb x oraz dla x =0. Tyle, ze w tych przypadkach implikacja ta jest mato ciekawa, bo jej
poprzednik jest falszywy.

Po dygresji o implikacji powr6ot do przykltadu 1

Wréémy do podsumowania dowodu réwnosci (1) oznaczonej jako T'(n).

1° Sprawdzilidémy, ze prawdziwe jest T'(1).

2° Udowodnilismy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n prawdziwa jest implikacja
T(n)=T(n+1).

A wiec udowodnilismy nastepujace implikacje:
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Mozemy na podstawie tych implikacji wyciagac¢ kolejno nastepujace wnioski:

e T(1) = T(2) — wniosek: skoro sprawdzilismy 7'(1), to prawdziwe jest T'(2),
e 7'(2) = T(3) — wniosek: skoro udowodnilismy 7'(2), to prawdziwe jest T'(3),
e 7'(3)=T(4) — wniosek: skoro udowodnilismy 7'(3), to prawdziwe jest T'(4),
e 7'(4)=T(5) — wniosek: skoro udowodnilismy 7°(4), to prawdziwe jest T'(5),
e T'(5) = T(6) — wniosek: skoro udowodnili$émy 7'(5), to prawdziwe jest T'(6)

Latwo wyobrazi¢ sobie, ze tak jak powyzej mamy wyraznie wypisane wszystkie prze-
stanki wystarczajace do dowodu 7T'(6), podobnie mozna byloby pracowicie wypisa¢ wszystkie
implikacje i ptynace kolejno z nich wnioski sktadajace sie na dowdd T'(100).

Wyobrazamy sobie, jak wygladataby podobna lista implikacji dowodzaca prawdziwosci
T (10%%9), chociaz ich wypisanie jest fizycznie niemozliwe.

I podobnie, dla dowolnej liczby naturalnej n, wyobrazamy sobie jak wyglada tancuszek
wynikan stanowiacy dow6d prawdziwosci T'(n).

Na czym polega dow6d indukcyjny?

Przypusémy, ze mamy pewne zdanie zalezne od liczby naturalnej n, ktére to zda-
nie oznaczymy przez T'(n). Zdanie to moze by¢ réwnoscia lub nier6wnoécia, ale moze tez
mie¢ bardziej rozbudowany charakter. Naszym celem jest udowodnienie prawdziwosci zdania
T'(n) dla kazdej liczby naturalnej n.

Dowdéd indukcyjny przeprowadzamy w sytuacji, gdy bezposrednie udowodnienie zdania
T'(n) napotyka trudnosci, czy to natury merytorycznej, czy tez tylko redakcyjnej, natomiast
widzimy mozliwosé powiazania ze soba zdah T'(n) i T'(n+1).

Podstawowy schemat dowodu indukcyjnego wyglada nastepujaco:
1° Sprawdzamy, ze prawdziwe jest T'(1).
2° Dowodzimy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n prawdziwa jest implikacja

T(n)=T(n+1).

3° Na podstawie 1° i 2° wyciagamy wniosek, ze zdanie T'(n) jest prawdziwe dla kazdej
liczby naturalnej n.

Uwagi:
Krok 1° z reguly jest tak prosty do wykonania, ze stowo sprawdzamy jest na ogdt
bardziej odpowiednie niz dowodzimy.

W kroku 2° esencja rozumowania polega na udowodnieniu prawdziwosci zdania T'(n+1)
(zwanego tezq indukcyjng) przy wykorzystaniu zdania T'(n) (zwanego zalozZeniem indukcyj-
nym,).

Nalezy przy tym zwraca¢ uwage na staranna redakcje tego kroku i unika¢ powielania
blednego, ale niestety dos¢ rozpowszechnionego sformutowania.

Bledne sformutowanie: Zaldzmy, Ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi T'(n).

Ale przeciez my mamy udowodnié, ze dla kazdego n zachodzi T'(n) — nie mozemy tego
ot tak sobie zaklada¢ w trakcie dowodu.

Krok 3° jest standardowym elementem dowodu, ktéry sprowadza sie do przytoczenia
formutki o wykorzystaniu indukcji. Czesto bywa pomijany.
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Przyklad 2

Zadanie.
Liczby a,,, b, sa okreslone wzorami

a1=b1=1, apy1=0an+b,, bpy1=2a,+b, dla n=1,2,3,...
Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi rownosé
2a;, —by, = (=1)"". (3)

Rozwigzanie bez wyraznego powolywania sie na indukcje:
Bez trudu sprawdzamy, ze réwnosé (3) jest prawdziwa dla n =1, mamy bowiem

207 —bi=2—-1=1=(-1)""".
Ponadto dla dowolnej liczby naturalnej n mozemy przeprowadzi¢ nastepujacy rachunek:
2a721+1 — biﬂ =2(an+ bn)2 —(2a,+ bn)2 =2 (a?1 +2a,b, + bi) — (4ai +4a,b, +bi> =
= 2a2 +4a,b, +2b2 —4a> —4a,b, — b2 = —2a2 + b2 = — (2@% — bfb) )
otrzymujac
2021 —bher = — (202 —b2). (4)
Korzystajac z (4) kolejno dla n=4,3,2,1, otrzymujemy
203 —b2 = — (203 %) =203 — b} = — (203 —43) =223 -} =1,
co dowodzi (3) dla n=>5.
Podobnie, korzystajac z (4) kolejno dla n=15,4,3,2,1, otrzymujemy
202 —bg = — <2a§—b§> =2a7 —bi=— <2a§—b§> =203 —b3=— (2a%—b§) =—1,
skad wynika, ze (3) zachodzi dla n=6.
Analogicznie otrzymujemy (3) dla n = 100:
20300 — Voo = — (2039 — by ) = 2035 — b3 = ... = — (2a3 —13) =203 — 03 = — (2a3 b} ) = —1.

Nic nie stoi na przeszkodzie, aby taki sam rachunek przeprowadzi¢ dla dowolnej liczby
naturalnej n, otrzymujac

Qai—bi:—(Qafb_l—bfb_l):2ai_2—bi_2:...:—(Qag—bg):2a§—b2:—(2af—b§):—1
lub

2 _32_ (9.2 _ 32 \_o 2 2 _  _o92 12 (92 12\ _o 2 32_
2an—bn——<2an,1—bn,1>—2an,2—bn,2—...—2a3—b3——(2az—b2)—2a1—b1—1

w zaleznosci od parzystosci n.

Rozwigzanie indukcyjne:

W zasadzie powyzsze rozwiazanie zawiera wszystkie potrzebne elementy rachunkowe,
jednak jego zgrabna redakcja nastrecza pewne trudnosci.

Te same rachunki mozna ubra¢ w bardziej przejrzysty dowdd indukcyjny:

1° Dla n=1 ré6wnos¢ (3) jest prawdziwa, mamy bowiem

202 —bi=2—-1=1=(-1)"",

2° Niech n bedzie taka liczba naturalna, ze prawdziwa jest réwnosé (3).

AR\ stowarzyszenie MINISTERSTWO Osropex UNIA EUROPEJSKA
)g KAPlTAL LU DZKl % <£\‘ na rzecz Edukacji EDUKACJI . Rozwoju EUROPEJSKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI Matematycznej NARODOWEJ Evukac FUNDUSZ SPOLECZNY

LN

Projekt wspétfinansowany przez Unig Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 6



Materialy ligi zadaniowej OMG 2012/13 Jarostaw Wroblewski Opowtesci o indukcji

Udowodnimy, ze wowczas
2a721+1 - bi+1 = (_1)n+2- (5)

Wychodzac od lewej strony réwnosci (5) i korzystajac z zalozenia indukcyjnego, otrzy-
mujemy

202, —b 1 =2(ay +b,)° = (2an +b,)* =2 (ai +2a,b, —|—b721> — (4@% +4a,b, +b721>

= 2a2 +4a,b, +2b% — da2 —dapb, — b2 = —2a2 +b2 = — (2a2 —b2 ) = —(—1)"*! = (—1)"*2,
co dowodzi prawdziwosci (5).

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej réwnosé (3) jest prawdziwa dla kazdej
liczby naturalnej n.

Inne spojrzenie na ciggi z przykladu 2

Zapomnijmy na chwile o liczbach a,,, b,, zdefiniowanych w przyktadzie 2 i przypu$émy,
ze interesuje nas znalezienie nieskonczenie wielu rozwiazan réwnania

b —2a% =+1 (6)

w liczbach naturalnych a, b.
Bez trudu zauwazamy, ze rownanie to jest spetnione przez a =b=1, co mozna zapisac
jako
12-2.1°=-1

lub tez w nieco dziwnie wygladajacej formie
(1+v2)-(1-v2) =-1.

Niech teraz dla dowolnej liczby naturalnej n liczby a,, oraz b, beda takimi liczbami
naturalnymi, ze

(1+\/§)n:bn+an-\/§.

Nietrudno sprawdzié, ze tak okreslone liczby a,,, b,, spelniaja rekurencje podana w przykta-
dzie 2, otrzymujemy wiec inna definicje tych samych liczb. Ponadto

(1—\/§)n=bn—an-\/§,
skad
02 =202 = (but+anv2) - (ba—an v2) = ((1+V2) - (1-Vv2)) = (-1)".

Tak okreslone a,, b, daja wiec nieskonczenie wiele rozwiazan réwnania (6), a przy okazji
uzyskaliSmy inne rozwiazanie zadania z przyktadu 2.

Przyklad 3
Zadanie.
Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 zachodzi rownosé
Fop1 Py = Fp = (=1)", (7)

gdzie (F},) jest ciagiem Fibonacciego zdefiniowanym na stronie 2.
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Rozwigzanie bez indukcyi:
Dla n=2 mamy F3F) —F3=2-1-12=1=(-1)%
Ponadto dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nastepujacy ciag rownosci:

Fn+2Fn_F5+1 = (Fn+1+Fn)Fn_Fn+l (Fn‘l'Fn—l) =
= Fop1 Byt B2 = Fpa Py = Py 1 Fo 1 = F2 = Foy1 Fy 1 = = (Faa By — F2)

czyli
FoyoFo—Fipy == (Fapi o —F2). (8)

Wzér (7) na przyktad dla n =6 mozna udowodnié korzystajac czterokrotnie z réwno-
sci (8):

FyFs—F¢ =~ (FeFy—F) = FsFy— F} =— (FyFy— F}) = FyFy — F3 = 1.
Podobnie jest dla pozostatych n.

Rozwigzanie indukcyjne:
A tak wyglada uporzadkowanie tych rachunkéw w postaci dowodu indukcyjnego:

1° Dla n=2 réwnos¢ (7) jest prawdziwa, mamy bowiem

FsFy—F;=2-1-1>=1=(-1)%

2° Niech n > 2 bedzie taka liczba naturalna, ze prawdziwa jest réwnosé (7).
Udowodnimy, ze wowczas

FryoFn—Fly =(=1)""" (9)

Wychodzac od lewej strony réwnosci (9) i korzystajac z zalozenia indukcyjnego, otrzymu-
jemy
Fn—i—QFn_Fr%_}_l - (Fn+1+Fn)Fn_Fn+1 (Fn+Fn—1> -

= Py Pyt P2 = Fya Fy = Fo1 By 1 = F2 = Fyg1 Py 1 = — (Foga Faoa = F2) = (-1)",

co dowodzi prawdziwosci (9).

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej réwnos$é (7) jest prawdziwa dla kazdej
liczby naturalnej n > 2.

Uwaga:

W tym wypadku dowdd indukcyjny delikatnie odbiega od przedstawionego wczesniej
standardowego schematu, a mianowicie dowodzimy twierdzenia dla n > 2 i w konsekwencji
rozpoczynamy od sprawdzenia dowodzonej rownosci dla n =2 zamiast n =1. Podobnej
modyfikacji dokonujemy zawsze, gdy najmniejsza rozwazana warto$¢ n nie jest réwna 1.

Zmodyfikowany schemat dowodu indukcyjnego:

1° Sprawdzamy, ze prawdziwe jest T (ng).

2° Dowodzimy, ze dla dowolnej liczby caltkowitej n > ng prawdziwa jest implikacja
T(n)=T(n+1).

3° Na podstawie 1° i 2° wyciagamy wniosek, ze zdanie T'(n) jest prawdziwe dla kazdej
liczby catkowitej n > ng.

//“W\ Stowarzyszenie MINISTERSTWO OsroDEK UNIA EUROPEJSKA
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Przyktad 4

Zadanzie.
Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

(2”> <221, (10)

n

Rozwigzanie z kropeczkami zamiast indukcyi:
Sprawdzamy bezposrednio, ze dla n =1 dowodzona nieréwnos¢ przyjmuje postaé réow-

nosci:
2
( ) =2=2'
1

Ponadto mozemy przeprowadzié¢ rachunki wiazace lewe strony nier6wnoéci (10) dla kolejnych
wartosci n:

n+1 - - -

2n+2 (2n+2)! (2n)!-(2n+1)-(2n+2)
(n+D!-(n+1)!  nl-(n+1)-nl-(n+1)

_ <2n> (2n+1)-(2n+2) _ <2n> . t1/2

n (n+1)-(n+1) n n+1 "

<2n+2> _ <2n> ‘4.71-1-1/2 <4 <2n>
n+1 n n+1 n
Mozemy wiec zapisac:
14 6,5 5,5 4,5 3,5 2,5 1,5 2
—(4-2Z2). (4. 22 ). (4-22).(4-22). (4. 22 ). (4- 22 . 913
<7> ( 7)( 6)( 5)( 4>< 3)( 2)(1><
lub ogdlniej:
2n :<4.”—_1/2>.<4.”—3/2>.m.<4.ﬁ>.<4.E).<4.ﬁ>. 2) < g1
n n n—1 4 3 2 1

To samo mozna zapisa¢ w postaci ciagu nierownosci:
14 12 10 8 6 4 2
4 42. 43. 4% 45 45. =40.2=213
i odpowiednio:
2n 2n—2 2n—4 6 4 2
4. 42. <4 4n=2. 4n—1. =22n—1

Rozwigzanie indukcyjne:
1° Dla n=1 nier6wno$¢ (10) jest prawdziwa, mamy bowiem 2 = 2.

Otrzymalismy

2° Niech n bedzie taka liczba naturalna, ze prawdziwa jest réwnosé (10).

Udowodnimy, ze wowczas
22 g, (11)
n+1

AW/ANEY i MINISTERSTWO O$RODEK
KAPITAL LUDZKI g i EDUKAC)T o Rommon e
M\V Matematycznej NARODOWEJ FUNDUSZ SPOLECZNY
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Wychodzac od lewej strony réwnosci (11) i korzystajac z zatozenia indukcyjnego, otrzy-
mujemy

<2n+2> (2n+2)! (2n)!-(2n+1)-(2n+2)

n+l) (m+D)l-(n+1)!  nl-(n+1)-nl-(n+l)

_(2n .(2n—|—1)-(2n+2): 2n '4.71—1—1/2<22n_1_4_1:22n+1,
n (n+1)-(n+1) n n+1

co dowodzi prawdziwosci (11).

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej réwnos$é (3) jest prawdziwa dla kazdej
liczby naturalnej n.

Przyklad 5
Zadanie.
Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé¢
12+22+32+...+(n—1)2+n2=n(”+1)6(2”+1). (12)
Rozwigzanie:

1° Dla n=1 réwno$¢ (12) przyjmuje posta¢ 1 =1, jest wiec prawdziwa.

2° Niech n bedzie taka liczba naturalna, ze prawdziwa jest réwnosé (12).
Udowodnimy, ze wéwczas

1 2)(2n+3
12422432+ .. 4+ (n—1)2+n*+(n+1)*= (n+ )(n+6 )@n+ ). (13)
Wychodzac od lewej strony réwnosci (13) i korzystajac z zatozenia indukcyjnego, otrzy-

mujemy

1)(2n+1
12+22+32+...+(n—1)2+n2+(n+1)2:n(n+ )6( n+ )+(n+1)2:
1 1 1 2)(2
:E~(n(2n+1)+6(n+l)):ng_ ~(2n2—|—7n—|—6): (n+ )(”z )( n—|—3),

co dowodzi prawdziwosci (13).

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej rowno$é (12) jest prawdziwa dla kazdej
liczby naturalnej n.

Przyklad 6
Zadanzie.
Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnos¢
13+23+33—|—...—|—(n—1)3+n3:W. (14)
Rozwigzanie:

Zadanie to jest czeScia rozwiazania zadania 16 z Ligi OMG (seria IV, pazdziernik 2012).
Zaprezentowane tam rozumowanie wprawdzie unika wyraznego powotywania sie na induk-
cje, jednak odbywa sie to kosztem przejrzystosci jego redakcji.

Ponizej rozwiazanie indukcyjne.

e ) T ¢
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1° Dla n=1 ré6wnos$é¢ (14) przyjmuje postaé¢ 1 =1, jest wiec prawdziwa.

2° Niech n bedzie taka liczbg naturalna, ze prawdziwa jest rownosé (14).
Udowodnimy, ze wéwczas
5 (n+1)*(n+2)?

= n ,

Wychodzac od lewej strony réwnosci (15) i korzystajac z zalozenia indukeyjnego, otrzy-
mujemy

P22 4324 4+ (n—-1)3+n*+(n+1)

(15)

2 1 2
13+23—|—33+...+(n—1)3+n3—|—(n—|—1)3:w—k(n—i—l)‘g:
(41, (1) ~ (n+1)*(n+2)?
—T-<n +4(n+1)>—T-<n +4n+4)_ 0 ,

co dowodzi prawdziwosci (15).

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej réwnosé (14) jest prawdziwa dla kazdej
liczby naturalnej n.

Przyktad 7

Zadanie.
Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
3 1 3
P4+2° 43+ .+ (n—1)°+n°< %.
Rozwigzanie:

4
1° Dla n=1 nier6wno$¢ (16) przyjmuje postaé¢ 1 < 3 jest wiec prawdziwa.

2° Niech n bedzie taka liczba naturalna, ze prawdziwa jest nieréwnosé (16).
Udowodnimy, ze wowczas
(n+1)3(n+2)3

G :

Wychodzac od lewej strony nier6wnosci (17) i korzystajac z zalozenia indukcyjnego,
otrzymujemy

P+2°43%°+.. 4+ (n—1)4+n’+(n+1)° <

(17)

3 1 3 1 3
15—|—25—|—35—|—...—i—(n—1)5+n5—|—(n+1)5<W—+)+(n+1)5:%'(n3+6(n+1)2):
1)3 1)3 1)3 2)3
:%-<n3+6n2+12n+6><%-(n3+6n2+12n+8>:(n+ )6<”+ i

co dowodzi prawdziwosci (17).

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej nier6wnosé (16) jest prawdziwa dla kazdej
liczby naturalnej n.

Przyklad 8

Interesuje nas nieréwnosé
nt < 2" (18)

Niestety, dla malych n ta nieréwnos¢ nie jest prawdziwa, gdyz np. dla n =2 przyjmuje ona
postaé¢ 16 < 4.

P ) T ‘
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Majac nadzieje na udowodnienie tej nierownosci dla duzych n, rozpoczynamy redago-
wanie dowodu indukcyjnego od drugiego kroku indukcyjnego.

2° Zal6ézmy, ze liczba naturalna n spelnia nieréwnosé (18).
Chcemy wykazac, ze woéwczas

(n+1)*<2n (19)
W tym celu wychodzimy od lewej strony nieréwnosci (19) i wykonujemy ciag przeksztal-
cen i oszacowan, wykorzystujac po drodze zalozenie indukcyjne (18), a takze korzystamy
dwukrotnie z dodatkowego zalozenia, ze n > 6.
1\* 1\* 4 6 4 1
(n—|—1)4:n4- <i> <2 <1+—> =2". <1+—+—2+—3+—4> <
n n n n? n3 n
4 6 4 1 4 11 4 12
<2 <1—|——+—+—+—) =2". <1+—+—> <2m. <1+—+—> <
n n? n? n? n  n? n  n?

4 2 6
<2”'<1+—+—)=2"'<1+—) <2m-2=2"1
n n n

Wykazaliémy wiec nawet nieco wiecej, a mianowicie, ze z nieréwnoéci (18) oraz zalozenia
n > 6 wynika ostra wersja nieréwnosci (19):

(n41)* <2ntt

Jezeli przez T(n) oznaczymy nieréwnos$é (18), to udowodniliémy nastepujace wynika-
nia: T(6) = T(7), T(7) = T(8), T(8) = T(9), T(9) = T(10), T(10) = T(11), T(11) = T(12),
T(12)=T(13), T(13)=T(14), T(14)=T(15), T(15)=T(16), T(16)=T(17), T(17)=T(18),
T(18)=1T(19), ...

Z powyzszych implikacji nic nie wynika o prawdziwosci poszczegdlnych zdah T'(n),
dopdki nie dokonamy jakiegokolwiek sprawdzenia.

Okazuje sie, ze pierwszy krok indukcyjny powinien wyglada¢ nastepujaco:

1° Dla n =16 nier6wnos¢ (18) jest réwnoscia, gdyz wowczas

nt=16*= (24)4 — 916 _on

Uwaga: Stad wynika, ze T'(n) jest falszywe dla n=6,7,8,...,15, gdyz z prawdziwosci
nieréwnosci (18) dla ktérejkolwiek z tych wartoéci n wynikataby prawdziwos$é ostrej wersji
nieréwnosci (18) dla n=16, co jednak nie ma miejsca, gdyz w przypadku n =16 nier6wnosé
(18) jest réwnoscia.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej nier6wno$é (18) jest prawdziwa dla kazdej
liczby naturalnej n > 16.

Inne spojrzenie na przyktad 8

Nieréwnos¢ (18) jest rownowazna nieréwnosci a,, > 1, gdzie
2n
Ap = ﬁ .
Nietrudno sprawdzié, ze ciag (a,) maleje do wyrazu ag, a nastepnie roénie. Rachunki
w kroku 2° mozna przeorganizowac tak, aby wykaza¢ nieréwnosé a,, <a,+1 dla n>6. Wobec
tego, ze aig =1, tatwo widaé, ze nieréwnos¢ (18) jest prawdziwa dla n > 16, a falszywa
dlan=6,7,8,...,15.

AT\ stowarzyszenie MINISTERSTWO Osropek UNIA EUROPEJSKA
)@ KAP|TAt LU DZK| LSWE na rzecz Edukacji EDUKACJI . Rozwoju EUROPEJSKI

R D " NARODOWEJ FUNDUSZ SPOLECZNY
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI /M\V Matematycznej e Ebukacy

Projekt wspétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 1 2



