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Twierdzenie (o kacie wpisanym i $rodkowym). Kat wpisany w ustalony okrag jest dwukrotnie mniej-
szy od kata srodkowego opartego na tym samym tuku.

Whniosek. Kat oparty na Srednicy jest prosty.

Twierdzenie (o katach wpisanych opartych na tym samym tuku + twierdzenie odwrotne). Czworokat
wypukly ABCD da sie wpisaé¢ w okrag wtedy i tylko wtedy, gdy SACB = YADB.

Uwaga. a) Katy wpisane oparte na takich samych tukach sa réwne.
b) Cieciwy, na ktérych sa oparte katy wpisane o réwnej mierze, sa rowne.

Twierdzenie (o czworokacie wpisanym w okrag). Czworokat da sie wpisa¢ w okrag wtedy i tylko
wtedy, gdy suma jego przeciwleglych katéw jest réwna 180°.

Whniosek. Czworokat da sie wpisaé w okrag wtedy i tylko wtedy, gdy pewien jego kat wewnetrzny
jest réwny przeciwlegtemu katowi zewnetrznemu.

Spodki wysokosci

Zadanie 1. W tréjkacie ABC punkty D i E sa spodkami wysokosci opuszczonych odpowiednio
z wierzchotkéw A i B. Wykaz, ze punkty A, B, D, E leza na jednym okregu. Gdzie znajduje si¢
srodek tego okregu?

Zadanie 2. W tréjkacie ABC punkty D i E sa spodkami wysokosci opuszczonych odpowiednio
z wierzchotkow A i B, a punkt H jest ortocentrum tego tréjkata. Wykaz, ze punkty C, D, E, H leza
na jednym okregu. Gdzie znajduje sie srodek tego okregu?

Zadanie 3. W tréjkacie ABC punkty D i F sg spodkami wysokosci opuszczonych odpowiednio
z wierzchotkéw A i B. Wykaz, ze SABE = YADE.

Zadanie 4. W tréjkacie ABC punkty D, E i F sa spodkami wysokoSci opuszczonych odpowied-
nio z wierzchotkow A, B i C. Udowodnij, ze proste AD, BE i CF zawieraja dwusieczne trdjkqta
spodkowego DEF .

Zadanie 5. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, przy czym <ACB = 60°. Punkty D i E sa spodkami
wysoko$ci opuszczonych odpowiednio z wierzchotkéw A i B. Punkt M jest srodkiem boku AB. Wykaz,
ze trojkat DEM jest réwnoboczny.

Zadanie 6 (OMJ 9-1-3). Punkty E'i F'leza odpowiednio na bokach BC' i C'D prostokata ABC D, przy
czym trojkat AEF jest réwnoboczny. Punkt M jest érodkiem odcinka AF. Wykaz, ze trojkat BC'M
jest réwnoboczny.

Katy

Zadanie 7. Punkty H jest ortocentrum tréjkata ABC, a punkt O — érodkiem okregu opisanego na
tym tréjkacie. Udowodnij, ze SHCA = YOCB.

Zadanie 8. Udowodnij, ze jesli trapez da si¢ wpisa¢ w okrag, to jest on rownoramienny.

Zadanie 9. Punkt S jest srodkiem okregu opisanego na trapezie ABCD o podstawach AB i CD.
Przekatne tego trapezu przecinaja sie¢ w punkcie E. Udowodnij, ze $CEB = 4CSB.



Zadanie 10. W okrag wpisano dwa trapezy, ktérych wszystkie boki sa parami rownoleglte. Udowodnij,
ze przekatne tych trapezow sa tej samej dlugosci.

Zadanie 11. Dwa okregi przecinaja sic w punktach A i B. Przez punkt A poprowadzono prosta
przecinajaca okregi w punktach C' i D. Przez punkt B poprowadzono prosta przecinajaca okregi
w punktach F i F. Udowodnij, ze katy CBD i EAF sg réwne.

Zadanie 12. Na boku BC czworokata ABCD leza punkty E' i F' (BE < BF'). Wiadomo, ze
IBAE = SCDF oraz SEAF = SFDE.
Wykaz, ze SFAC = SEDB.

Zadanie 13 (OMJ 16-2-2). Dany jest kwadrat ABC'D. Punkt E lezy na przekatnej AC, przy czym
AFE > EC. Na boku AB wybrano punkt F', rézny od B, dla ktérego EF = DE. Udowodnij, ze kat
DEF jest prosty.

Zadanie 14. Dany jest kwadrat ABC'D. Punkt F lezy na przekatnej AC. Zbudowano tréjkat réwno-
boczny BEF, przy czym punkty A i F' lezg po réznych stronach prostej BE. Znajdz miare kata CDF'.

Zadanie 15. Punkt P lezy wewnatrz réwnolegtoboku ABCD, przy czym SABP = YADP. Udo-
wodnij, ze {DAP = <DCP.

Odcinki

Zadanie 16. (odbicia ortocentrum) Niech H bedzie ortocentrum trojkata ABC', a punkt F' —spodkiem
wysokosci opuszczonej z wierzchotka C. Przedtuzmy wysokosé C'F' do powtornego przecigcia sie z okre-
giem opisanym na AABC w punkcie H'. Wykaz, ze HF = H'F'.

Zadanie 17. W tréjkacie ABC zachodzi AB # BC. Udowodnij, ze punkt przeciecia dwusiecznej kata
ABC i symetralnej boku AC nalezy do okregu opisanego na tréjkacie ABC.

/////

Zadanie 18. (trdjlisé) Niech punkt I bedzie srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC', a punkt M —
srodkiem tego tuku AB okregu opisanego na tréjkacie ABC, na ktérym nie lezy punkt C. Udowodnij,
ze MA=MI= MB.

Zadanie 19. Na przeciwprostokatnej BC trojkata prostokatnego ABCD zbudowano po zewnetrznej
stronie kwadrat BCDE. Niech O bedzie $rodkiem tego kwadratu. Wykazaé, ze BAO = SCAO.

Zadanie 20. W trojkacie ABC kat B ma miare 60°. Punkty D i F' leza odpowiednio na bokach BC
i AB tego tréjkata, przy czym péiproste AD i C'F sg dwusiecznymi katow tego tréjkata, przecinajacymi
sie w punkcie I. Udowodnij, ze ID = I F.

Zadanie 21. Dane sa dwa okregi: odcinek AB jest $rednicg pierwszego, a punkt B jest srodkiem
drugiego. Prosta przechodzaca przez punkt A przecina pierwszy okrag w punkcie K réoznym od A
i drugi okrag w punktach M i N. Udowodnij, ze punkt K jest $rodkiem odcinka M N.

Zadanie 22. Punkt D lezy na krétszym huku AB okregu opisanego na tréjkacie réwnobocznym ABC.
Udowodnij, ze CD = AD + BD.

Zadanie 23 (OMJ 9-2-5). W tréjkacie ABC punkt D jest $rodkiem boku AB, a punkt E jest srodkiem
odcinka C'D. Wykaz, ze jezeli YCAE = <BCD, to AC = CD.




Wspélny punkt, jedna prosta

Zadanie 24. Udowodnij, ze dla dowolnego tréjkata ABC okregi o srednicach AB, AC' przecinaja sie
na prostej BC.

Zadanie 25. Punkty, A, B, C lezg na jednej prostej k w tej kolejnoéci. Punkty D, E leza po tej samej
stronie prostej k, przy czym tréjkaty ABD i BCE sg réwnoboczne. Okregi opisane na tréjkatach
ABD i BCFE przecinaja sie w punktach B i F. Udowodnij, ze punkty C, F', D sa wspoétliniowe.

Zadanie 26 (OMJ 10-1-2). Tréjkat réwnoboczny ABC' jest wpisany w okrag o. Punkt D lezy na
krotszym tuku BC okregu o. Punkt E jest symetryczny do punktu B wzgledem prostej C'D. Wykaz,
ze punkty A, D, F leza na jednej prostej.

Zadanie 27 (twierdzenie Miquela). Na bokach BC, C'A, AB tréjkata ABC' obrano odpowiednio
punkty D, E, F. Okregi opisane na tréjkatach AFE i BF D przecinaja si¢ ponownie w punkcie P.
Udowodnij, ze punkty C', D, E, P leza na jednym okregu.

Zadanie 28. Wykaz, ze w dwunastokacie foremnym AiAs... A1 przekatne Ay As, AsAg i AsA1
przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Zadanie 29. Punkt F lezy na boku BC kwadratu ABCD. Punkty P i ) sg rzutami prostokatnymi
odpowiednio punktéw F i B odpowiednio na proste BD i DE. Dowie$é, ze punkty A, P, @) leza na
jednej proste;j.

Zadanie 30 (twierdzenie o prostej Simsona). Udowodnij, ze punkt P lezy na okregu opisanym na
tréjkacie ABC wtedy i tylko wtedy, gdy rzuty prostokatne punktu P na proste zawierajace boki
trojkata sa wspdlliniowe.

Wiskazowki
1. Okrag o érednicy AB.
2. Okrag o $rednicy CH.
3. Skorzystaj z zadania 1.
4. Skorzystaj z zadania 2 i dwéch analogicznych okregdw.

5. Zauwaz, ze punkt M jest srodkiem okregu opisanego na czworokacie ABDFE. Skorzystaj z twier-
dzenia o kacie wpisanym i $rodkowym.

6. Uzasadnij, ze czworokaty ABEM i FCEM da si¢ wpisaé w okrag. Skorzystaj z twierdzenia
o katach wpisanych.

7. Zauwaz, ze <BOC = 294 BAC.

8. Katy zaréwno przy przeciwleglych wierzchotkach, jak i przy ramionach, sumuja sie do 180°.

9. Korzystajac z poprzedniego zadania uzasadnij, ze oba katy z tezy sa dwukrotnoscia kata BDC.
10. Uzasadnij, ze katy wpisane oparte na tych przekatnych sa réwne.
11. Spéjrz na pozostate katy w tréjkatach CBD i FAF.

12. Korzystajac z okregu opisanego na czworokacie AEF D uzasadnij, ze katy przy wierzchotkach B
i D czworokata ABC'D sumuja sie do 180°.

13. Zauwaz, ze punkty D, B, F' leza na okregu o érodku E. Skorzystaj z twierdzenia o kacie wpisanym
i Srodkowym.
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Zauwaz, ze punkty D, B, F' leza na okregu o srodku E. Korzystajac z twierdzenia o kacie
wpisanym i srodkowym wyznacz miare kata BDF'.

Dorysuj réwnolegtobok AP X D. Uzasadnij, ze punkty D, P, C, X lezg na jednym okregu.
Uzasadnij, ze YABH' = YACH' = YABH. Skorzystaj z przystawania tréjkatéw FBH i FBH'.
Uzasadnij, ze zaréwno dwusieczna, jak i symetralna przechodzg przez srodek tuku AC.

Réwnos¢é MA = M B wynika z poprzedniego zadania. Dla uzasadnienia réwnoéci MA = M1
udowodnij z rachunku na katach, ze tréjkat M Al jest réwnoramienny.

Zauwaz, ze punkty A, B, C, O leza na jednym okregu.
Uzasadnij, ze punkty B, D, I, F' leza na jednym okregu.
Zauwaz, ze kat AK B jest prosty.

Niech X bedzie takim punktem na odcinku C'D, ze XD = AD. Udowodnij, ze trojkaty AXC
i ADB sa przystajace.

Niech F' bedzie $rodkiem odcinka AC. Zauwaz, ze DF || BC i EF || AD. Uzasadnij, ze na
trapezie ADEF mozna opisaé okrag.

Niech P bedzie punktem przeciecia rozwazanych okregéw. Uzasadnij, ze katy APB i APC daja
w sumie 180°.

Policz katy BFD i BFC.
Policz katy BDE i ADB.
Zauwaz, ze SCEP = SAFP = <BDP.

Sposéb I: uzasadnij, ze proste te sa dwusiecznymi pewnego trojkata. Sposéb II: uzasadnij, ze
proste te sa wysoko$ciami pewnego tréjkata.

Zauwaz, ze punkty A, B, Q, C, D oraz B, P, E, QQ lezag na jednym okregu. Uzasadnij, ze
JAQB = $PQB.

Rozwaz okregi o érednicach BP i C'P.



