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Zestaw 2 — szkice rozwigzan zadan

1. Dana jest taka liczba rzeczywista, ktérej rozwiniecie dziesietne jest nie-
skoniczone i sklada sie wylacznie z cyfr 1, 2 i 3. Wykazaé, ze jezeli w tym
rozwinieciu jest co najwyzej 2010 jedynek i co najwyzej 2010 dwdjek, to dana
liczba jest wymierna.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze rozwiniecie dziesietne danej liczby ma od pewnego miejsca po
przecinku same tréjki. Gdyby bylo inaczej, to liczba jedynek i dwdjek nie
bytaby skonczona, a przeciez jedynek i dwdjek razem jest co najwyzej 4020.
Wobec tego dana liczbe mozna zapisa¢ jako sume utamka dziesietnego skon-
czonego x (oznaczmy przez n liczbe cyfr po przecinku liczby ) i liczby
0,333... 1 1
y=0,00...0333...= on =3 o7

n
A zatem liczba y jest liczba wymierna. Stad liczba, o ktérej mowa w zadaniu
jako suma liczb wymiernych z i y jest liczba wymierna.

2. W tréjkat ostrokatny ABC o polu S wpisano kwadrat KLMN o polu
P w taki sposéb, ze punkty K i L leza na boku AB, a punkty M i N leza
odpowiednio na bokach BC i C' A. Oblicz sume dlugosci boku AB i wysokoéci
tréjkata ABC poprowadzonej z wierzchotka C'.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia:

¢ — dtugo$éé¢ boku AB,

h — dtugosé wysokosci CD,

x — dlugos¢ boku kwadratu K LM N

(zobacz rysunek). i

Poniewaz trojkaty NMC i ABC sa podobne i

(maja réwne odpowiednie katy), wiec '

MN CE R A K .D L B

ZE 22 gl

AB —CD N T h

Stad xh=ch—cx, czyli z(c+h)=ch. A zatem v/ P (c+h) =28, czyli
25

AB+CD=ct+h=-"~.
VP

Internetowe Koto Matematyczne SEM — 2010/2011, zestaw




3. Rozstrzygnaé, czy istnieja parami rézne liczby pierwsze p, ¢, r, dla ktérych
liczba

(p+a)(g+r)(r+p)
par
jest liczba catkowita.
Rozwigzanie
(p+q)(g+7)(r+p)

Zatézmy, ze liczba jest calkowita. Bez straty ogdlnosci

par
mozemy przyjaé, ze p<q<r. Liczba r jest pierwsza, wiec musi by¢ ona dziel-

nikiem jednej z liczb p+q, ¢+, r+p. Gdyby liczba ¢+ byla podzielna przez

r, to przez r podzielna bylby réwniez liczba ¢, co nie jest mozliwe. Podobnie,

gdyby liczba p+r byla podzielna przez r, to przez r podzielna bytby réwniez

liczba p, co tez nie jest mozliwe. Wobec tego r|p+¢q i w konsekwencji

ptaq _2r_
r r

1< 2.

P+

Zatem liczba - jako liczba catkowita, musi by¢ rowna 1. Stad uzysku-

jemy p+q=r, co z kolei implikuje réwno$¢ p=2 (w przeciwnym razie liczba
r=p+q, jako suma dwoch liczb nieparzystych, bytaby liczbg parzysta wieksza
od 2, czyli zlozona). Wobec tego p=2 oraz r =q+2.

Dany w tresci zadania utamek redukuje sie zatem do postaci

(p+a)(g+7r)(r+p) _ (29+2)(g+4) g5t
pqr 2q q
Liczba ta jest catkowita tylko wtedy, gdy g =2, stad ¢ =p. Otrzymujemy
sprzeczno$¢ z zalozeniem, ze liczby p i ¢ sa rézne. Tak wiec nie istniejg liczby
P, q, r spelniajace warunki zadania.

4. Dany jest szescian ABCDA,B,C,D,, w ktérym odcinek AC, jest jego
gléwna przekatng. Wykaz, ze jezeli punkt P, rézny od punktéow A i C,, lezy
na powierzchni tego szescianu, to tréjkat APC, jest prostokatny lub rozwar-
tokatny.

Rozwigzanie

Opiszmy na danym szeécianie sfere. Mozliwe sa dwa przypadki potozenia
punktu P.

Przypadek 1.

Punkt P jest jednym z wierzchotkéw B, C, D, A, B, D, szeécianu. Wtedy
przekroj sfery plaszczyzna, do ktérej naleza punkty A, P, C| jest okregiem w,,
na ktérym lezg wszystkie te trzy punkty, a ponadto odcinek AC, jest Srednica
okregu w,. A zatem tréjkat APC| jest prostokatny.
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Przypadek 2.

Punkt P lezy na powierzchni szescianu, ale
nie jest zadnym z jego wierzchotkéw. Tym
razem przekréj sfery plaszczyzna, do ktérej
nalezg A, P, C| jest okregiem w,, ktérego
srednicg jest odcinek AC,, a punkt P lezy
wewnatrz okregu w,. Pokazemy, ze SAPC,
jest katem rozwartym.

Oznaczmy przez @ (Q # A) punkt, w ktérym pélprosta AP przecina sfere.
Poniewaz punkt @ lezy w tej samej ptaszczyznie, co punkty A, P, C;, wiec
punkt @ lezy na okregu w, i kat AQC, jest katem prostym. A zatem tréjkat
PQC, jest prostokatny, skad wynika, ze katy QPC, i PC,@Q sa ostre. Woéwczas
kat APC| jest rozwarty, bo $APC, =180° —JQPC,.

Wobec tego niezaleznie od wyboru punktu P tréjkat APC, jest prostokatny
lub rozwartokatny.

5. Na okregu napisano n liczb rzeczywistych w taki sposéb, ze kazda z tych
liczb jest rowna wartosci bezwzglednej réznicy dwdéch liczb stojacych bezpo-
srednio za nia (patrzac zgodnie z ruchem wskazéwek zegara).

a) Znajdz te liczby, jesli n=2010 a ich suma jest réwna 1340.

b) Znajdz sume tych liczb, jesli n=1000.

Rozwigzanie

Znajdzmy wsréd wypisanych liczb najwiekszg i ponumerujmy kolejno wszyst-
kie wypisane liczby, patrzac zgodnie z ruchem wskazéwek zegara i zaczynajac
od tej najwigkszej: a,, a,, as, ..., a,. Oznaczmy tez a; =x.

Poniewaz kazda z wypisanych liczb jest réwna wartoéci bezwzglednej dwoch
innych, to wszystkie wypisane liczby sa nieujemne, czyli x > 0. Wynika stad,
ze jezeli x =0, to wszystkie liczby wypisane na okregu sa zerami.

Zalozmy wiec, ze x> 0. Poniewaz |a, —a4| =2, a réznica a, —ag jest liczbg
z przedzialu (—xz,z) (bo 0<a, <z oraz 0<a; <), to mozliwe s dwa przypadki:
(1) ay—ay ==; wtedy a, =2 i a; =0, a nastepnie

a, =, a5=1, ag=0, a; =x, ag=1x, aqg=0.

Kontynuujac to rozumowanie zauwazamy, ze sposréd wypisanych liczb wszyst-
kie o numerach podzielnych przez 3 sa réwne 0, a wszystkie pozostate sa réwne
x. Z drugiej strony

a, =|a, —a,| = [z —2| =0,

czyli n jest liczba podzielng przez 3.
(2) ay —aqy = —x; wtedy a, =0 i a; =z, a nastepnie

a,=x,a;=0,a5=1x, a;=1x, ag=0, ag=.
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Kontynuujac to rozumowanie zauwazamy, ze sposréd wypisanych liczb réwne
0 sa wszystkie te, ktorych numery przy dzieleniu 0 przez 3 daja reszte 2,
a wszystkie pozostale sa rowne z. Z drugiej strony

a,=la;—a,|=|x—0/=zia, ;=la,—a|=]x—z|=0,

czyli n réwniez w tym przypadku jest liczba podzielng przez 3.

a) Wypisane liczby da si¢ podzieli¢ na 670 trojek (x,x,0), gdzie x jest najwiek-
sza liczba sposréd wypisanych. Wobec tego 670-0+2-670-2=1340, skad z =1,
a zatem na okregu napisano liczby w powtarzajacym sie 670 razy ukladzie
(1,1,0).

b) Poniewaz 1000 nie dzieli sie przez 3, to na okregu wypisano 1000 zer, wiec
suma wypisanych liczb jest réwna 0.

6. Dany jest taki wypukly pieciokat ABCDE, ze czworokat ABDE jest pro-
stokatem. Wykaz, ze [ABCDE] <2-[ACE].

Uwaga. Symbolem [F] oznaczamy pole figury F

Rozwigzanie E

Poprowadzmy przez punkt C' prosta [ réwnole-
glg to AE. Niech proste AB i DFE przecinaja
prosta [ odpowiednio w punktach P i ). Po-
niewaz czworokat ABDFE jest prostokatem, wiec
czworokat APQE réwniez jest prostokatem. Za-
uwazmy, ze
[APQE]=2-[ACE]
oraz to, ze punkt C lezy wewnatrz odcinka
PQ (gdyby lezal na zewnatrz, np. punkty
C, Q, P lezalyby na prostej [ w tej wtadnie kolejnosci, to kat £ DC wewnetrzny
pieciokata ABCDE bylby wigkszy od kata pélpelnego, co bytoby sprzeczne
z zalozeniem, ze pieciokat ABCDE jest wypukly). Pieciokat ABCDE jest
zatem zawarty w prostokacie APQFE, wiec
[ABCDE]| < [APQE]=2-[ACE],

co konczy rozwigzanie zadania.

A B P
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7. Rozstrzygnij, ile jest wszystkich par (z,y) liczb naturalnych sze$ciocyfro-
wych, spelniajacych nastepujace warunki:

1° wszystkie cyfry liczb = i y sg rézne od zera,
2° liczba y powstaje przez przestawienie cyfr liczby z,
3° x4y =1000000.

Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie
Zatézmy, ze liczby z i y spelniaja rownosé x +y = 1000000.
Istniejg wtedy takie liczby catkowite x, x,, z,, T4, T, x5 OraZ Yy, Yy, Vg, Ys3»
Yy, Ys z przedziatu (1;9), ze

x:x5-105+x4-104—1—3:3-103—1—302-102+x1~10+:U0
(liczby x, =y, x5, 4, ¥, x5 to kolejne cyfry zapisu dziesietnego liczby x).
Wtedy

y=ys-10°+y, 10" +y5-10° +y,- 10> +y, - 10+,
oraz zbiory cyfr tych liczb sg réwne:

{xoa 1‘17 5627 563, '1"47 '1:5} = {y07 ylv y25 y3, y4a y5}
Dodawanie x+y = 1000000 mozemy zilustrowa¢ sposobem pisemnym:
Ty Ty Ty Ty Ty Xy

T Y Ya Ys Ys Y1 Yo
1 0 0 0 0 0 0

Suma dwoch cyfr liczb z i1 y jest réwna co najmniej 2 (bo cyfry tych liczb sa
rézne od zera) i jest niewieksza niz 18. Poniewaz

(5 4+ 5)10° + (2, 4+ 1,) 10 + (24 +y5) 103+
(29 +95)10% + (2, +y, )10+ (2, +y,) = 1000000,

wiec x,+y, dzieli sie przez 10, stad x,+y,=10 lub x,+y,=0. Jednak warunek
x4+, =0 jest sprzeczny z warunkami zadania.

Wobec tego dla ¢ =1, 2, 3,4, 5 mamy z, +y, =9. Wtedy
(@ +Yo) + (@1 +y1) + (@3 +95) + (T3 +y3) + (24 +y4) + (25 +y5) =10+9-5=155.
Jest to jednak niemozliwe, poniewaz
(g +yo) + (@ +uy) + (25 Fyy) + (25 +y3) + (24 +yy) + (254 y5) =
=(zgta Tyt st ay+75) + (Yo + Y + Yy T Y3 T YT Y5) =
=2(xg+ 2y + 2y + x5+, +75),
a to jest liczba parzysta.

Ostatecznie stwierdzamy, ze nie ma par (x,y) liczb catkowitych spelniajacych
warunki zadania.

(pkw)
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