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Zestaw 3 — szkice rozwigzan zadan

1. Plansza do gry sktada si¢ z 15 ustawionych w rzedzie kwadratéw. Pierwszy
z graczy kladzie swoj pionek na skrajnym lewym, a drugi na skrajnym prawym
kwadracie.

@ 2

Nastepnie gracze na przemian wykonuja ruchy (pierwszy rozpoczyna) — ruch
polega na przesunieciu pionka na sasiedni wolny kwadrat (w prawo lub lewo).
Przegrywa gracz, ktoéry nie moze wykonaé ruchu. Ktéry z graczy posiada stra-
tegie wygrywajaca i na czym ona polega?

Rozwigzanie

Plansza sktada sie z 15 pol. Skoro pionki zostaly postawione na polach skraj-
nych, wiec miedzy nimi jest 13 pdl wolnych.

Przeanalizujmy, ile w ciagu calej gry moze by¢ wolnych pdél miedzy pionkami
po ruchu pierwszego gracza, a ile po ruchu drugiego.

Po pierwszym ruchu pierwszego gracza pozostaje 12 pdl wolnych — jest to
liczba parzysta. Po ruchu drugiego gracza liczba pél wolnych miedzy pionkami
bedzie réwna 11 (na poczatku gry kazdy z graczy ma tylko jeden sposéb ruchu).
W kolejnym ruchu pierwszy gracz przesuwa pionek o jedno pole w prawo lub
w lewo — po jego ruchu liczba wolnych pdl miedzy pionkami znéw bedzie liczba
parzysta. Drugi gracz w swoim kolejnym ruchu tez przesuwa pionek o jedno
pole w prawo lub w lewo, zatem liczba wolnych pél miedzy pionkami bedzie
liczba nieparzysta, itd.

Aby gra sie zakonczyla liczba wolnych pél miedzy pionkami musi wynosié¢ 0
i pionek gracza, ktéry mialby kolejny ruch musi znajdowaé sie na polu skraj-
nym (startowym). Z powyzszego spostrzezenia wynika, ze drugi gracz nigdy
nie moze wygraé tej gry — po jego ruchu liczba wolnych pdél miedzy pionkami
zawsze bedzie liczba nieparzysta, a 0 jest jest liczba parzysta.

Strategie wygrywajaca ma pierwszy z graczy. Wystarczy, ze w kadym swoim
ruchu bedzie sie poruszat w kierunku przeciwnika — liczba wolnych pdl miedzy
ich pionkami jest przed ruchem pierwszego z graczy zawsze liczba nieparzysta,
wiec ruch taki jest zawsze mozliwy. Drugi gracz ma ograniczone mozliwosci
cofania sie, wiec liczba pdl wolnych miedzy pionkami graczy bedzie sie zmniej-
szala, az osiggnie warto$¢ 0 po ruchu pierwszego gracza. Drugi gracz moze
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wtedy tylko cofaé sie. Pierwszy gracz idzie w $lad za nim do momentu, gdy
drugi postawi swéj pionek na polu startowym i nie bedzie juz miat mozliwoéci
wykonania ruchu.

2. Rozstrzygnij, czy istnieja takie liczby rzeczywiste x, y, 2, ze

r+y+z=cy+yzt+zr=2.

Rozwigzanie
Poniewaz
(x+y+2)?=2?+y*+ 22+ 20y +2yz + 2z,
wiec korzystajac z réwnosci danych w zadaniu, otrzymujemy
22+ y?+ 224 20y 4+ 2yz+ 220 =4
2242+ 222y yz+2x) =4
w2yt 4=4
v?+y?+22=0.
Liczby 22, y? i 22 sg nieujemne, stad jedynym rozwiazaniem uzyskanego réw-
nania jest x =y =z =0, ktére nie spelnia réwnosci
r+y+z=2.

Nie istnieje zatem tréjka liczb rzeczywistych spetniajacych warunki zadania.

3. Dane sa dwa okregi wspotsrodkowe — mniejszy o promieniu 7 i wigkszy
o promieniu R. Przez wybrany punkt mniejszego okregu poprowadzono pare
prostych prostopadtych. Oblicz sume kwadratéow dhugosci odcinkéw wycietych
z tych prostych przez wiekszy okrag.

Rozwigzanie

Wybrany punkt mniejszego okregu, przez ktéry prowadzimy pare prostych pro-
stopadtych oznaczmy przez P. Niech te proste wyznaczaja w wiekszym okregu
cieciwy AB i C'D, ktore przecinaja mniejszy okrag odpowiednio w punktach
K i L, r6znych od punktu P (zobacz rysunek).

A_—T"~M
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Wybierzmy na wiekszym okregu takie punkty M i N, aby odcinki BM i DN
byty jego érednicami. Wtedy trojkaty ABM i CDN sa tréjkatami prostokat-
nymi. Niech ponadto punkty E i F' beda rzutami prostokatnymi srodka S
okregéw na proste odpowiednio AB i C'D. Poniewaz

AB*+CD?=BM? - AM?+DN?-CN?=
=4R?* -~ AM?4+4R* -~ CON*=8R?> — (AM*+CN?).
wiec wystarczy wyznaczyé warto$é wyrazenia AM? +CN2.
Trojkaty ABM i EBS sg trdojkatami podobnymi, wiec

AM _ES
BM  BS’
stad
BM
1 AM =——-ES=2ES.
(1) B
Réwniez tréojkaty CND i FSD sa trojkatami podobnymi, wiec
CN_Fs
DN DS’
stad
DN
2 N=— -FS=2FS.
(2) C DS S S

Wykorzystujac (1) i (2), dostajemy
AM? 4+ CN?=4FES* +4FS* = 4(ES? + FS?) =4SP? = 4r°.
Ostatecznie
AB?+CD?*=8R* - (AM?+CN?) =8R* — 4.

4. Wykaz, ze
RS SN NPT SN U DU B U
1006 ~ 1007 2010 2 3 4 2009 2010
Rozwigzanie
Przeksztalcajac prawa strone, dostajemy kolejno:
U U T
2 3 4 2009 2010
:1_|_1_|_1+1_|_..._|_1+1_2.(1+1+1...+1>:
2 3 4 2009 2010 2 4 6 2010
:1_|_1_|_1_|_1_|_..._|_1_|_1_<1+2+2+...+2>:
2 3 4 2009 2010 4 6 2010
:1_|_1+1_|_1_|_...+1_|_1_<1_|_1_|_1_|_...+1):
2 3 4 2009 2010 2 3 1005
1 1 1 1

stad réwnoé¢ dana w zadaniu jest prawdziwa.
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9. Dany jest trojkat réwnoboczny ABC. Wewnatrz tego tréjkata wyznaczono
taki punkt S, ze

JASB=110° oraz <BSC=130°.

Wykaz, ze z odcinkéw SA, SB i SC mozna zbudowaé tréjkat i oblicz miary
katow tego trdjkata.

Rozwigzanie

Obracajac trojkat ABC wokot wierzchotka A o kat 60° zgodnie z ruchem
wskazéwek zegara, dostajemy tréjkat A, B,C,, w ktérym A, =A, B, =C.
Przyjmijmy ponadto, ze: SA=a, SB=5b, SC=c.

Ch

W obrocie tym odcinek AS przechodzi na odcinek AS,, wiec <iSASl =60°.
Stad trojkat ASS, jest tréjkatem réwnobocznym. Ponadto

JA,5,C; = FASC =360° — (130° +110°) = 120°.
Z konstrukeji wynika, ze trojkat o bokach dlugosci a, b, ¢ zawsze istnieje (ta-
kim tréjkatem jest trojkat SB,S;). Wystarczy wiec wyznaczy¢ katy tréjkata

SB,S,.
Poniewaz
4B,S,C, =<4BSC =130°,
wiec
IB,5,S=360°— (4B, 5,C, +4C, S, A, + 4SS, A,) =
=360° — (130° +120° +60°) = 360° —310° = 50°.
Analogicznie

$B,SS, =360°— (¥BSB, + SASB+45,SA4) =
=360° — (120° 4+ 110° +60°) = 360° —290° = 70°.
Teraz mozemy wyznaczy¢ trzeci kat tréjkata
JSB,S, =180° — (¥B,SS, +¥B,5,S) =180° — (70° +50°) = 60°.
Zatem trojkat o bokach diugosci SA, SB, SC ma katy: 50°, 70°, 60°.
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6. Znajdz wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych liczba
V- (n+1)- (n+2)- (n+3)+1

jest liczba catkowita.

Rozwigzanie

Obliczajac wartoéci tego wyrazenia dla kilku poczatkowych liczb catkowitych
dodatnich n zauwazamy, ze

dlan=1mamy /1-2-3-4+1=v25=5=1-4+1,

dla n=2 mamy /2-3-4-5+1=121=11=2-5+1,

dlan=3 mamy v/3-4-5-64+1=+/361=19=3-6+1,

dla n =4 mamy \/WZ\/BT:%:ZL?—FL

Mozemy zatem postawi¢ hipoteze, ze dla liczb catkowitych dodatnich n zacho-

dzi rownosé

(1) V(1) (n+2)-(n+3)+1=n-(n+3)+1.

Pokazemy, ze tak jest istotnie. Poniewaz

(n-(n+3)+1)?>=(n-(n+3))*+2n-(n+3)+1=n*(n*+6n+9)+2n°+6n+1=
=nt+6n3+9n’+ 2% +6n+1=n+6n3+11n’+6n+1,

oraz
n-(n+1)-(n4+2)-(n+3)+1=n*4+n)(n*+5n+6)+1=
=nt+5n3+6n2+nd+5n’+6n+1=
=n*+6n2+11n2+6n+1,
wiec faktycznie réwnosé (1) zachodzi dla kazdej catkowitej dodatniej liczby n.
Oznacza to, ze liczba \/n (n+1)-(n+2)-(n+3)+1 jest liczba catkowita dla
kazdej catkowitej dodatniej liczby n.

7. Czy istnieje wieloécian wypukly, w ktérym kazda éciana ma inng liczbe
wierzchotkéw? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie

Kazda Sciana dowolnego wieloscianu ma skonczong liczbe wierzchotkéw. Spo-
sréd Scian danego wieloScianu wybierzmy te, ktéra ma ich najwiecej (przyj-
mijmy, ze ma ona n wierzchotkéw). Sciana o n wierzcholtkach ma réwniez n
krawedzi. Kazda z tych krawedzi jest wspélng krawedzia dwdch Scian. Ponie-
waz wieloScian jest wypuktly, wiec zadne dwie Sciany nie moga mieé wiecej,
niz jednej wspolnej krawedzi. Oznacza to, ze wieloécian ten ma co najmniej
n+1 $cian. Natomiast liczby wierzchotkéw poszczegdlnych $cian danego wielo-

Scianu moga by¢ réwne: 3, 4, ..., n, poniewaz kazda ze Scian ma co najwyzej n
wierzcholkow, czyli mogloby ich byé co najwyzej n—2. Nie jest wiec mozliwe,
by kazda $ciana miala inng liczbe wierzcholtkéw. (mn)
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