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Zestaw 4

1. ZnajdZz wszystkie rozwigzania ukladu réwnan

x2:y+z
y2:z+x
=2+t

Wskazowka
Odejmij dwa pierwsze rownania stronami i wywnioskuj stad, ze musi by¢ z=y
lub x+y+1=0.

2. Czy istnieje taka catkowita dodatnia liczba n, ze 2n jest kwadratem liczby
catkowitej, zas 1024n jest czwarta potega liczby catkowitej? OdpowiedZ uza-
sadnij.

Wskazowka

Liczbe n mozna zapisaé w postaci n=2"p, gdzie p jest liczba nieparzysta
i m €N (przyjmujemy tu, ze zero jest liczba naturalna). Wtedy 2n =2m*1p.
Skoro 2n jest kwadratem liczby naturalnej, to m musi by¢ liczba nieparzysta.

3. Na okregu umieszczono 2010 punktéw biatych i 1 punkt czerwony. Rozpa-
trujemy wszystkie mozliwe wielokaty o wierzchotkach w tych punktach. Kt6-
rych wielokatow jest wiecej: majacych czerwony wierzchotek, czy majacych
tylko biale wierzchotki? OdpowiedZ uzasadnij.

Wskazéwka

Kazdemu wielokatowi, ktéry ma tylko biale wierzchotki mozna przyporzad-
kowaé¢ wielokat o wierzchotkach w tych samych bialych punktach i jednym
wierzchotku czerwonym. Zauwaz, ze sa wielokaty majace czerwony wierzcho-
lek, ktore nie zostaly przyporzadkowane w ten sposoéb zadnemu wielokatowi
o bialych wierzchotkach.

4. W okregu poprowadzono trzy cieciwy: AB, BC oraz C'D. Niech punkty
K, L oraz M beda odpowiednio érodkami tych cieciw. Wykaz, ze

IBKL=YCML.

Wskazéwka
Zauwaz, ze odcinek M L jest rownolegly do odcinka BD, za$ odcinek KL jest
rownolegty do odcinka AC.
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9. Dane sg dodatnie liczby naturalne a i b. Udowodnij, ze jesli a-b jest liczba
parzysta, to istnieja takie dodatnie liczby naturalne c i d, ze

a4+ 42 =d?,
a jesli a-b jest liczba nieparzysta, to takie liczby c i d nie istnieja.

Wskazowka

W przypadku, gdy a-b jest liczba parzysta, rozpatrz dwie mozliwosci: a i b
sg roznej parzystosci lub a i b sg liczbami parzystymi. W pierwszym z tych
przypadkéw liczba a?+4b? jest nieparzysta. Sprobuj dobraé liczby c i d tak, aby
spetniona byta réwnoéé a?4b%+c?>=d?. W drugim przypadku zauwaz, ze liczba
a®+b? jest podzielna przez 4. Dalej sprobuj postepowaé jak poprzednio.
Jesli a-b jest liczbg nieparzysta, to zauwaz, ze liczba a?+b? jest liczba parzysta,
ale niepodzielng przez 4.

6. Udowodnij, Ze nie istnieje wieloécian majacy doktadnie 7 krawedzi.

Wskazowka

Rozpatrz dwie mozliwosci:

(a) jedna ze Scian wielo$cianu jest wielokat majacy co najmniej 4 boki,
(b) wszystkie Sciany wieloScianu sa tréjkatami.

7. Niech a bedzie liczba naturalng majaca 2010 cyfr i podzielng przez 9. Sume
cyfr tej liczby oznaczmy przez A, sume cyfr liczby A oznaczmy przez B, sume
cyfr liczby B oznaczmy przez C. Wyznacz liczbe C.

Wskazowka
Zauwaz, ze suma cyfr liczby 2010-cyfrowej nie przekracza 2010-9, wiec liczba
A ma nie wiecej ni 5 cyfr.
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