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Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

Olimpiadaz

Zestaw 5 — szkice rozwigzah zadan

1. Wykaz, ze dla kazdych liczb dodatnich a, b, ¢ prawdziwa jest nieréwnosé

a+b3+c3 catbt
- <a c.
a?4b%+c2

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze prawdziwa jest réwnowazno$é¢ L < P<= L— P <0. Aby wykazaé
nieréwnos¢ dang w zadaniu wystarczy wiec wykazaé, ze
a+b3+c3
2R rE
dla kazdych liczb dodatnich a, b, c.
Pokazemy, ze tak jest. Obliczajac réznice lewej i prawej strony danej nieréw-
nosci, dostajemy kolejno
ad+b3+c3
2R
B al+b3+c3—ad—ab® —ac? —a’b— b3 —bc? —a’c—b*c—c?
N a?+b%+c?
ab®+ac® +a*b+bc* +a*c+b3c
B a?+b%+c?
Ostatnia nieréwnoé¢ jest prawdziwa dla kazdych dodatnich liczb a, b, ¢. Konczy
to rozwiazanie zadania.

(a+b+c)<0

(a+b+c)=

<0.

2. ZnajdZ wszystkie liczby pierwsze p takie, ze p+27 jest szeScianem liczby
naturalne;j.

Rozwigzanie
Niech p+27 = k? dla pewnej liczby naturalnej k. Wtedy
p=k>—-27
p=(k—3)(k*+3k+9).
Poniewaz liczba p jest liczba pierwsza oraz k —3 < k? +3k+9, wiec
k—3=1 i k*4+3k+9=p,

stad k=41 p=16+1249=37. Bezposrednim podstawieniem sprawdzamy, ze
liczba ta spelnia warunki zadania.
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3. Dany jest réwnoleglobok ABCD. Na bokach AB i AD wybrano odpo-
wiednio takie punkty E i F', ze odcinek EF jest réwnolegty do przekatnej BD
danego rownolegltoboku. Wykaz, ze pola trojkatow BCE i CDF sa réwne.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku: O — punkt przeciecia przekatnych
AC i BD réwnolegltoboku ABCD, a M — punkt przeciecia przekatnej AC
z odcinkiem E'F.

Poniewaz odcinek E'F jest réwnolegly do przekatnej BD danego réwnoleglo-
boku, a punkt O jest érodkiem odcinka BD (przekatne w kazdym réwnole-
globoku przecinaja sie w polowie), wiec punkt M jest srodkiem odcinka EF,
a zatem pola trojkatéw AEM i AFM sa réwne. Wynika stad, ze punkty F
i F' sa jednakowo oddalone od prostej AC, czyli [ACE]|=[ACF], gdzie [XY Z]
oznacza pole trojkata XY Z. Kazda przekatna réwnolegloboku dzieli go na
dwa trojkaty o réwnych polach. Otrzymujemy stad kolejno

[ABC] =[ACD)]
[BCE|+[ACE] = [CDF]+|ACF)
[BCE| = [CDF].

4. Liczby a, b, ¢, d sa liczbami rzeczywistymi dodatnimi. Wykaz, ze wsrod

liczb:
a+b—+ved, b+c—+vda, c+d—vab, d+a—+bc

co najmniej dwie sa dodatnie.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze jesli suma dwéch liczb jest dodatnia, to co najmniej jedna z tych
liczb jest dodatnia. Przyjmijmy oznaczenia

T, =a+b—Ved, ry=b+c—Vda,
Tqa=c+d—Vab, z,=d+a—Vbc.
Poniewaz

1 1
T, +r3=a+b—Ved +ct+d—vVab=a—vab —l—zb—i-c—\/cd—l—zd—i-%b—FZd:

1 \2 1 23 3
=(vVa—-Vb) +(Ve-ZVd) +5b+24,
2 2 44
wiec z; +x5 > 0. Zatem co najmniej jedna z liczb x,, x5 jest dodatnia. Ana-
logicznie pokazujemy, ze x,+x, >0, czyli co najmniej jedna z liczb z,, x,
jest dodatnia. WykazaliSmy tym samym, ze ws$réd danych czterech liczb co
najmniej dwie sa dodatnie.
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5. Kazdy punkt plaszczyzny zostal pomalowany jednym z dwéch koloréw,
przy czym istnieja na tej plaszczyZnie punkty réznych kolorow. Wykaz, ze
istnieja na tej plaszczyznie dwa punkty réznych koloréw odlegle o 10.

Rozwigzanie

Wybierzmy na tej plaszczyznie dwa punkty réznych koloréw. Niech to beda
punkty A i B.

Jezeli AB =10, to wlasnie te punkty speilniaja warunki zadania.

Jezeli AB <10, to wybieramy na tej ptaszczyznie taki punkt C, ze AC = BC.
Jezeli C' ma taki sam kolor jak A, to punktami spetniajacymi warunki zadania
sg punkty B i C. W przeciwnym przypadku punktami spetniajacymi warunki
zadania sg punkty A i C.

Niech teraz AB > 10.

A Ol 02 Cs Cp-1 Cn B

C

Wybierzmy na odcinku AB kolejno takie punkty C,, C,, C;, ..., C s 2€

n—1
AC,=C,C,=C,Cy=...=C,_,C. =10 i C,B<10.

Jezeli ktorys z odcinkéw: AC,, C,C,, C,C5, ..., C,_;C, ma konhce réznych
koloréw, to wlasnie te punkty spetniajg warunki zadania. Jezeli wszystkie te
odcinki majg konce jednakowych koloréw, to sa one wszystkie koloru takiego
samego jak punkt A. Zatem punkty C i B sa réznych koloréw. Jesli C, B = 10,
to te punkty speiniajg warunki zadania. Jesli natomiast C, B <10, to wybie-
ramy na tej plaszczyznie taki punkt C, ze C, C = BC = 10. Jezeli punkt C
jest takiego samego koloru jak punkt C, , to punkty B i C' speiniajg warunki
zadania. W przeciwnym przypadku warunki zadania spetniajg punkty C_ i C.

6. Wyznacz wszystkie rozwigzania réwnania
32722 —9 +42\/x2 — 16 + 5222 — 25 = 120.

Rozwigzanie

Dane rownanie mozemy zapisaé rOwnowaznie
120
3Va2 —9 +4v22 —16 +5Va2 —25 = —.
x
Poniewaz lewa strona otrzymanego rownania jest dodatnia, wiec jest tez x> 0.

Aby lewa strona réwnania byta okreslona, musza by¢ spelnione nieréwnosci
2*=9>0, 2°-16>0, 2°-25>0,

czyli dla z > 0 mamy

a stad x > 5.
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Jezeli x > 5, to

3V22—9 +4vV22—16 +522—25 >

>3v25—-9 +4v/25—16 +5v25—25 =
=3.44+4-3=24.

Jednoczesnie

120 < 120

T 5
Zatem dla x > 5 dane réwnanie jest sprzeczne. Natomiast bezposrednim pod-
stawieniem sprawdzamy, ze x =5 spelnia dane réwnanie i jest to jedyne jego
rozwiazanie.

24.

7. Na kuli o promieniu 1 opisano wielo$cian, ktérego pole powierzchni jest
rowne 12. Oblicz objetos$é tego wieloscianu.

Rozwigzanie

taczac kazdy wierzchotek wielo$cianu opisanego na tej kuli z jej Srodkiem,
otrzymujemy ostrostupy, ktérych podstawami sg Sciany wielo$cianu, a wyso-
koSciami promienie kuli. Suma objetosci tych ostrostupow jest réwna objetosci
wieloscianu, czyli Vigialogcianu = Vit Vot 1V, gdzie V|, V,, ..., V, sa ob-
jetoSciami powstatych ostrostupéw. Jesli pola $cian wieloScianu sg réwne P,
P, ..., P, to

1 1 1 1
VWielOéCianu:§P1T+ §P2T++§PnT:§T(P1+P2++Pn)

1

=—-1-12=4.
3
Zauwazy jednak, ze
4 5 4
Vi = 3777 = 371> 4.

Zatem taki wieloscian opisany na kuli o promieniu 1, o jakim jest mowa w za-
daniu, nie istnieje.

KAPITAL LUDZKI EDURACH onmeuropesskn [ v,
EUROPEJSKI * *
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI NARODOWEJ FUNDUSZ SPOLECZNY LA

Projekt wspéffinansowany przez Unig Eurpejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 4



