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1. Znajdz wszystkie tréjki (x,y,z) liczb rzeczywistych, ktore sa rozwiaza-
niami réwnania
5(x? +y? +2%) = 4(xy +yz + 2x).

Rozwigzanie
Przeksztalcajac réwnowaznie dane réwnanie, otrzymujemy

5(2% +y* +22) = 4(zy +yz + 27)
4a® —dxy+y? +4y? —dyz+ 22 422 —dzr+2* =0
(22 —y)*+ 2y —2)* + (22 —x)* =0.

Poniewaz kwadrat liczby rzeczywiste] jest zawsze nieujemny, wiec suma kwa-
dratéw jest réwna zero tylko wtedy, gdy wszystkie liczby sg zerami, zatem

20 —y=2y—2=2z—2x=0

czyli
r=2z=4y=2_8x.

Stad réwnanie ma tylko jedno rozwiazanie: =y =2=0.

2. Udowodnij, ze dla kazej liczby naturalnej n > 6 kwadrat mozna rozciaé
na n kwadratow.

Rozwigzanie

Fatwo podzieli¢c kwadrat na 4 kwadraty. Po kazdym takim podziale liczba
kwadratow zwieksza sie o 3. Stosujac ten podzial wielokrotnie mozemy uzyskaé
wszystkie liczby postaci 4+3n, gdzie n € N,,.

_|_

Rozpoczynajac od podziatu na 6 kwadratéw i dzielac kolejno dowolne powstate
kwadraty na 4 czeSci mozemy uzyskaé¢ wszystkie liczby postaci 6+ 3n, gdzie
neN,.
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Jedli podzielimy kwadrat na 8 czesci, to rozumujac analogicznie uzyskujemy
wszystkie liczby postaci 8+ 3n, gdzie n € N,,.

L] e

Mozemy wiec podzieli¢ kwadrat na 4, 6, 7, 8 i dowolna wieksza liczbe kwadra-
tow.

3. Na okregu o $rodku S opisano trapez ABCD (o podstawach AB i CD).

Wykaz, ze
1 1 1 1

AS?2 BS? (S DS?

Rozwigzanie

W dowolnym trapezie suma katéw przy kaz-
dym z ramion wynosi 180°, czyli
IBAD+<ADC =180°.
Odcinki AS i DS sa dwusiecznymi katéw,
wiec
ISAD+<YADS =90°,
stad trojkat ASD jest prostokatny, w kto- A B
rym r jest jest wysokoScig poprowadzona do
przeciwprostokatnej AD. Oznaczmy czesci na ktére spodek wysokosci r po-
dzielit odcinek AD jako odcinki a i d.
Poniewaz wysoko$é r dzieli trojkat prostokatny ASD na dwa tréjkaty do niego
podobne, wiec

r
— == czyli ad=r>

r d Y

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dla tréjkata BSC, uzyskujemy

r
(przy oznaczeniach z rysunku) proporcje — = —, wiec be=12.
r c
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Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa oraz powyzszych réwnosci, otrzymujemy

S S SRS NN R S
AS2  DS?2  a?2+47r2  d2+7r2 a’+ad d?+ad
1 1 d a a+d 1 1

_a(a+d)+d(a+d) ad(a+d)+ad(a+d) ad(a+d)  ad 12

Analogicznie
1 1 1 1

BS? +@_ be 12’
7 dwoch ostatnich réwnosci, dostajemy
1 1 1 1
A5 TDS? BS? T 092

czyli
1 1 1 1

AS?2 BS2 (S22 DS?

4. Na stole lezy 9 zetonéw z numerami od (1) do (9).

Dwoéch zawodnikéw gra w nastepujaca gre: pierwszy gracz o e
w swoim ruchu usuwa ze stotu zeton z wybrang liczbg oraz 9

wszystkie zetony z jej dzielnikami, nastepnie drugi wyko- e e
nuje ruch wedlug tych samych zasad itd. Wygrywa zawod- 0 e
nik, ktory zdejmie ze stolu ostatni zeton. Ktory z graczy 9

(pierwszy czy drugi) ma strategie wygrywajaca i na czym
ona moze polegac?

Rozwigzanie

Uzasadnimy, ze jesli pierwszy gracz w pierwszym swoim ruchu wezmie ze-
ton oznaczony numerem (7), to jest w stanie zagwarantowaé sobie wygrana.
Oznaczmy gracza pierwszego przez G1, a drugiego przez G2.

Rozwazmy w takiej sytuacji wszystkie opcje ruchu drugiego gracza:

G1 | G2 | G1 | pozostaja zetony dalsza rozgrywka

(7) | (9) | (8) (5) (6) po 2 ruchach wygrywa G1

(7) | (8) | (9) (5) (6) po 2 ruchach wygrywa G1

(7) | (6) | (6) (5) (9) po 2 ruchach wygrywa G1

(7) | (5) | (2) | (3) (4) (6) (8) (9) | dalsza rozgrywka opisana ponizej

(M [ @) | 3) | (5) (6) (8) (9) po 4 ruchach wygrywa G1

(M) 1 (3) | (4) | (5) (6) (8) (9) po 4 ruchach wygrywa G1

(7) | (2) | (B) | (3) (4) (6) (8) (9) | dalsza rozgrywka opisana ponizej
)E gemcwoza L |
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Jezeli po ruchu pierwszego gracza na stole zostana zetony (3), (4), (6), (8),
(9), to pierwszy gracz moze osiagnaé zwyciestwo nastepujzco:

G2 | G1 | pozostaja zetony dalsza rozgrywka

(9) | (4) (6) (8) po 2 ruchach wygrywa G1
(8) 1 (3) (6) (9) po 2 ruchach wygrywa G1
(6) | (4) (8) (9) po 2 ruchach wygrywa G1
(4) 1 (9) (6) (8) po 2 ruchach wygrywa G1
(3) 1 (8) (6) (9) po 2 ruchach wygrywa G1

5. Znajdz wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych wartoéé wyrazenia
p—5p° +4

nie jest podzielna przez 360.

Rozwigzanie

Przeksztalcajac dane wyrazenie réwnowaznie, otrzymujemy
pt=5p° +4=(p' —4p* +4) —p* = (p* —2)* —p* =

=(p*—2-p)(p*—2+p)=(p—2)(p+1)(p+2)(p—1)=
=(@—-2)p-)(p+1)(p+2).

Zauwazmy, ze liczba jest podzielna przez 360 wtedy i tylko wtedy, gdy jest

podzielna przez 5, 8 i 9. Jezeli p jest liczba catkowita, to wérdd liczb: p—2,

p—1, p, p+1, p+2 dokladnie jedna jest podzielna przez 5 (poniewaz jest to

pieé¢ kolejnych liczb caltkowitych).

m Latwo sprawdzié, ze dla p =5 wyrazenie dane w zadaniu nie jest podzielne

przez 5. Jedli p jest liczba pierwsza rézna od 5, to doktadnie jedna z liczb:

p—2,p—1, p+1, p+2 jest podzielna przez 5, wiec i dane wyrazenie dzieli sie

przez 5.

m Jesli p jest liczba nieparzysta, to liczby p—1 i p+1 sg kolejnymi liczbami

parzystymi i jedna z nich dzieli si¢ przez 4, wigc ich iloczyn dzieli si¢ przez 8,

stad i dane wyrazenie dzieli sie przez 8. Jesli natomiast p=2 (jest to jedyna

liczba pierwsza parzysta), to wartos¢ danego wyrazenia jest réwna 0. Czyli dla
kazdej liczby pierwszej p dane wyrazenie dzieli sie przez 8.

m Jedli p jest liczba podzielna przez 3, to wsrdd liczb: p—2, p—1, p+1, p+2
sa dwie, ktére dziela sie przez 3, a zatem dane wyrazenie dzieli si¢ przez 9.
Fatwo sprawdzi¢, ze dla p=3 wyrazenie nie dzieli si¢ przez 3.

Na podstawie powyzszych uwag, dane wyrazenie nie dzieli si¢ przez 360 tylko
dla p=3 oraz p=>5.
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6. Dany jest trojkat o bokach dtugoéci a, b, c. Ustal, w jakich proporcjach $ro-
dek okregu wpisanego w ten tréjkat podzielit odcinki wyciete z dwusiecznych
katow trojkata przez brzeg tego trojkata.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku: A, B, C' — wierzchotki tréjkata;
I — $rodek okregu wpisanego w tréjkat ABC; X, Y Z — punkty przecie-
cia bokow BC, AC, AB przez odpowiednie dwusieczne katow trojkata ABC.
W dalszej czesci rozwiazania przez [M N P| oznaczaé¢ bedziemy pole tréjkata
o wierzchotkach M, N, P.

|
|
|
. A
c 7z B

A

Punkt I jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC, wiec jest oddalony od
kazdego jego boku o r, gdzie r jest promieniem okregu wpisanego. Poniewaz
punkt X lezy na dwusiecznej kata BAC, wiec jest jednakowo oddalony od
bokéw AB i AC. Przyjmijmy, ze ta odleglos¢ jest réwna h.

Tréjkaty ACT i XCI maja wspélng wysokosé h,, wiec

1 1
[ACI]:i-Ath oraz [XCI]:i-XIh1
i jednoczesnie
1 1
[AC’I]:§-AC-7“ oraz [XCI]:§-CX-?”.

Stad
[ACI]  AI CA

1 T~ ~ 11 — <,
(1) (XCI1] XI CX
Analogicznie otrzymujemy

[BAX] BX AB

Igdél{]]%{S;\FéE%STWO UNIA EUROPEJSKA TR,
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI | % %
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI NARODOWEJ FUNDUSZ SPOLECZNY | My

Projekt wspéffinansowany przez Unie Eurpejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 5



Uwaga. Réwnosci (1) i (2) mozna otrzymaé bezposrednio z twierdzenia o dwu-
siecznej kata wewnetrznego tréojkata.

Wykorzystujac réwnoséé (2), otrzymujemy

a :BC:BC—'_CX:BX—i—l:A—B—i—l:E—i—l:ib.
cCX CX X CcX AC b b
Stad
cx=2
®) "~ b+c’

Wykorzystujac teraz (1) i (3), dostajemy
Al b blb+c) bt

XI CX  ab a
Prowadzac analogicznie rozumowanie, otrzymujemy
BI  a+c Cl a+b
Y= b oraz o =——.

7. W czworoécianie ABC D krawedzie $ciany ABC sa odpowiednio réwne:
BC=a, CA=b, AB=c,

a wszystkie pozostale Sciany sa przystajace do sciany ABC'. Oblicz odlegltosé
miedzy krawedziami AB i CD.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze w czworoscianie opisanym w treéci zadania w kazdym jego wierz-
chotku schodza sie krawedzie o dtugosciach a, b i c.

Poprowadzmy trzy pary ptaszczyzn réwnoleglych:
e plaszczyzne réwnoleglta do krawedzi AB i zawierajaca krawedz CD oraz
plaszczyzne réwnolegla do krawedzi C'D i zawierajaca krawedz AB,
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e pare plaszczyzn wyznaczonych przez krawedzie BC i AD,
e pare plaszczyzn wyznaczonych przez krawedzie AC' i BD.
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Plaszczyzny te wyznaczaja réwnolegloscian AK BLMCN D, w ktérym prze-
ciwlegle $ciany sa przystajacymi réwnoleglobokami. Zauwazmy, ze krawedzie
czworoscianu ABCD sa przekatnymi Scian otrzymanego réwnolegloécianu.
Kazda para przeciwleglych Scian ma obie przekatne tej samej dlugosci, zatem
rownolegtoboki musza by¢ prostokagtami, czyli rownolegtoécian AK BLMCN D
jest prostopadtoécianem. Oznaczmy jego krawedzie: f=AK, g=ALih=AM.
Odlegtosé miedzy krawedziami AB i C'D jest réwna h. Korzystajac z twier-
dzenia Pitagorasa, otrzymujemy zaleznoéci

g*+h:=a?
h2—|—f2:b2
g2+f2262.

Dodajac dwa pierwsze rownania stronami oraz wykorzystujac trzecie, dosta-
jemy

g2—i—h2—i—h2—i—f2:2h2—|—c2:a2+b2,
a stad

n2 a?+b?—c?
B 2

[a?+b2 —c2
h= —
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