W% Kolo Matematyczne  §ieee
@ @ Gimnazjalistow

;;&; Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

Zestaw 6

3
2
N
o
=
o
€

Olimpiad

www.omg.edu.pl

1. Znajdz wszystkie tréjki (x,y,z) liczb rzeczywistych, ktore sa rozwiaza-
niami réwnania
5(x? 4+ 19% +2%) =4(zy +yz + 2z).

Wskazowka

Mozna odpowiednio pogrupowaé wszystkie wyrazy rownania i sprowadzi je do
postaci sumy kwadratéw poréwnywanej do zera.

2. Udowodnij, ze dla kazej liczby naturalnej n > 6 kwadrat mozna rozciaé
na n kwadratow.
Wskazowka

Latwo wykazaé, ze kazdy kwadrat mozna podzieli¢ na 4 oraz na 6, na 7ina 8
kwadratéw. To wystarczy do rozwigzania calego zadania.

3. Na okregu o $rodku S opisano trapez ABCD (o podstawach AB i CD).
Wykaz, ze
1 1 1
AS2 BS? (CS? DS?

Wskazéwka

Srodek okregu wpisanego w wielokat lezy na przecieciu dwusiecznych katéw
tego wielokata. Mozna zauwazy¢, ze tréjkaty ASD i BSC sa prostokatne (dla-
czego?) i wykorzystaé ten fakt w rozwiazaniu zadania.

4. Na stole lezy 9 zetonéw z numerami od (1) do (9).
Dwoch zawodnikow gra w nastepujaca gre: pierwszy gracz 0 e 9
w swoim ruchu usuwa ze stolu zeton z wybrana liczba oraz 0 e
wszystkie zetony z jej dzielnikami, nastepnie drugi wyko- e
nuje ruch wedlug tych samych zasad itd. Wygrywa zawod-

nik, ktéry zdejmie ze stolu ostatni zeton. Ktéry z graczy
(pierwszy czy drugi) ma strategie wygrywajaca i na czym

ona moze polegac?

Wskazéwka

Niezaleznie od wybranego ruchu wsrdéd zetonéw usuwanych przez pierwszego
gracza w pierwszym ruchu na pewno bedzie zeton (1).
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Czy moze istnieé strategia wygrywajaca dla drugiego gracza? Zatézmy, ze tak.
Oznacza to, ze drugi gracz ma prowadzaca do zwyciestwa ripost na kazde
rozpoczecie gry. W szczegdlnosci musi mie¢ taka taktyke w przypadku, gdy
pierwszy gracz wezmie w pierwszym ruchu tylko zeton z numerem (1). Ale
gdyby taka taktyka dla drugiego gracza istniala (np. gdyby polegala na wzieciu
zetonu z numerem (n)), to pierwszy gracz mogltby ja przejqc biorac zeton (n)
w pierwszym ruchu (oczywiscie wraz z zetonem (1)).

W grze zatem istnieje strategia wygrywajaca dla pierwszego gracza. Trzeba
jednak jeszcze ustali¢, na czym ona polega.

5. Znajdz wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych warto$é wyrazenia
p*—5p° +4

nie jest podzielna przez 360.

Wskazowka

Sprébuj sprowadzi¢ wyrazenie p* —5p? 44 do postaci iloczynu czterech liczb

catkowitych.

6. Dany jest trojkat o bokach dtugoéci a, b, c. Ustal, w jakich proporcjach $ro-
dek okregu wpisanego w ten tréjkat podzielit odcinki wyciete z dwusiecznych
katow trojkata przez brzeg tego trojkata.

Wskazowka

Podpowiedzia niech bedzie przypomnienie, ze kazdy punkt dwusiecznej kata
jest jednakowo oddalony od jego ramion. Mozna skorzystaé z tej wlasnoéci dla
dwdch punktéw — Srodka okregu wpisanego i punktu przeciecia dwusiecznej
z przeciwleglym bokiem trojkata.

7. W czworoécianie ABC' D krawedzie $ciany ABC sa odpowiednio réwne:
BC=a, CA=b, AB=c,

a wszystkie pozostale Sciany sa przystajace do sciany ABC'. Oblicz odlegtosé

miedzy krawedziami AB i CD.

Wskazowka

Rozwiazanie tego zadania bardzo ulatwi umieszczenie danego czworoscianu
w odpowiednio dobranym prostopadloscianie.
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