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Refleksje po zawodach Il stopnia VII OMG

W dniu 7 stycznia 2012 roku odbyly sie¢ zawody
drugiego stopnia VII Olimpiady Matematycznej Gim-
nazjalistéw. Wzieto w nich udzial okoto 1300 gimna-
zjalistow z calej Polski. Jako jeden ze sprawdzajacych
prace uczestnikéw chciatbym podzieli¢ sie z Czytelni-
kami Kwadratu swoimi uwagami, dotyczacymi rozwia-
zan poszczegdlnych probleméw.

Zadanie 1.

Wyznacz wszystkie pary dodatnich liczb calkowitych
a, b, ktorych iloczyn ab jest podzielny przez 175, a suma
a+0b jest rowna 175.

Nasuwa sie nastepujacy prosty, ale zmudny sposob
rozwigzania: przejrzyjmy wszystkie 174 pary liczb cal-
kowitych dodatnich a i b, ktérych suma jest rowna 175.

a=1,b=174
a=2,b=173  a=172, b=3
a=3,b=172  a=173, b=2

a=174, b=1

Teraz dla kazdej pary obliczamy iloczyn ab i spraw-
dzamy, czy dzieli si¢ on przez 175. To nietrudne, ale
bardzo zmudne. Czy zatem warto zastanawiaé¢ sie nad
takim rozwiazaniem?

Odpowiedz pozytywna zasugerowala mi praca jed-
nego zawodnika. Napisal on, ze rozpoczal od analizo-
wania kolejnych przypadkow; rzeczywidcie w pracy byly
rozpatrzone pierwsze dwie czy trzy pary. Nastepnie za-
uwazyl, ze jesli liczba a nie dzieli sie przez 5, to liczba
b dopelniajaca ja do liczby podzielnej przez 5 (czyli do
175) tez nie dzieli si¢ przez 5 i iloczyn na pewno nie be-
dzie dzieli¢ si¢ przez 175. Mogt zatem ograniczy¢ si¢ do
takich par, w ktorych liczba a dzieli si¢ przez 5:

a=5, b=170
a=10, b=165 a=160, b=15
a=15, b=160 a=165, b=10

a=170, b=5

Takich par jest tylko 34, a je$li uwzglednimy fakt, ze
kazda wystepuje dwukrotnie (jako (a,b) i jako (b,a)),
wystarczy rozpatrzeé tylko 17 — wystarczajaco niewiele,
by zdazy¢ w czasie zawoddow.

W podobny sposéb mozemy nawet bardziej ograni-
czy¢ liczbe przypadkéw; poniewaz 175="7-25, to iloczyn
ab dzieli sie przez 7 (gdyz jest on podzielny przez 175),
wiec jedna z liczb a, b réwniez dzieli sie przez 7. Wsréd
wybranych liczb podzielnych przez 5, od 5 do 170, tylko
cztery dzielg sie przez 7, to znaczy 35, 70, 105 i 140.
Pozostaja nam zatem tylko cztery pary:

a=235, b=140 a=105, b="T70

a="T70, b=105 a=140, b=35
i kazda z nich spelnia warunki zadania: iloczyn ab jest
liczba podzielna przez 175, a suma réwna sie 175.
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Okazalo sig, ze rozwiazanie sposobem nieefektyw-
nym, zmudnym, zasugerowalo szybko pewne uproszcze-
nia, ktore znacznie je przyspieszyly.

Warto zatem po rozwiagzaniu zadania, tuz przed
przystapieniem do redakcji, zastanowié sie przez chwile,
czy nasze rozumowanie da sie uprosci¢. Dzigki temu mo-
zemy zaoszczedzi¢ potem duzo czasu przy redagowaniu
rozwigzania, a i nasz zapis stanie si¢ krotszy, czytelniej-
szy 1 bardziej przejrzysty.

W przypadku wspomnianego wyzej uczestnika, nie-
potrzebne byto mdwienie o wszystkich mozliwych pa-
rach. Mozna bylo od razu zauwazyé¢, ze co najmniej
jedna z liczb a, b musi dzieli¢ sie przez 5, a skoro suma
a+0b jest podzielna przez 5, to druga liczba tez dzieli
sie przez 5. Podobnie jest z siddemka. Dalej wystarczy
zauwazy¢, ze liczby 51 7 sa wzglednie pierwsze (tzn. ich
najwiekszy wspélny dzielnik jest réwny 1), skad wynika,
ze obie liczby a i b musza dzieli¢ si¢ przez 5-7=35.
To daje nam powyzsze cztery pary (a,b). W ten sposéb
dostajemy oryginalne rozwiazanie zadania zamieszczone
na stronie Olimpiady.

I takie wlaénie rozwiazanie znalazto si¢ w pracach
wielu uczestnikéw zawoddéw. Niektorzy jednak popet-
niali w swoim rozumowaniu nastepujacy blad: wniosko-
wali, ze obie liczby a i b sa podzielne przez 5 jedynie
na podstawie podzielnosci iloczynu ab tych liczb przez
25=>5-5. Oczywiscie tak wnioskowaé nie mozna, bo np.
dla a=11b=175iloczyn ab jest liczba podzielna przez 25
(a nawet przez 175), gdy tymczasem liczba a przez 5 po-
dzielna nie jest. Jedli zatem chcemy udowodnié, ze obie
liczby a i b sa podzielne przez 5, musimy w swoim ro-
zumowaniu wykorzysta¢ nie tylko to, ze iloczyn ab jest
podzielny przez 25, ale takze to, ze suma a+b jest po-
dzielna przez 5.

Zadanie 2.

W pewnym turnieju uczestniczyto 6 druzyn. Kazda
druzyna rozegrata z kazdg inng dokladnie jeden mecz.
Za zwyciestwo w meczu druzyna otrzymywala 3 punkty,
za porazke 0 punktow, a za remis 1 punkt. Po turnieju
okazalo sie, ze suma punktow zdobytych przez wszyst-
kie druzyny wynosi 41. Wykaz, Ze istniejq takie cztery
druzyny, z ktorych kazda co najmniej jeden raz zremiso-
wala.

Zauwazmy, ze tacznie rozegrano 15 meczéw; mozna
je po prostu wypisa¢ lub przeprowadzi¢ rozumowanie
ogolne: kazda z 6 druzyn rozegrala 5 meczéw, stad ilo-
czyn 6-5=30. Jednak w ten sposéb kazdy mecz poli-
czylidmy dwukrotnie, dlatego liczba meczéw wynosi 15.
Ogoélnie, gdyby w turnieju uczestniczylo n druzyn, to
rozegralyby lacznie %n(n— 1) meczéw.

Teraz zauwazmy, ze jesli mecz zakonczyl sie wy-

grang ktorej$ druzyny, to obie dostaly za ten mecz tacz-
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nie 3 punkty, a w przypadku remisu tylko 2 punkty,
czyli o jeden punkt mniej. Gdyby zatem wszystkie me-
cze zakonczyly sie wygrang jednej z druzyn, to suma
wszystkich uzyskanych punktéw wyniostaby 45. W na-
szym turnieju suma byta o 4 punkty mniejsza, zatem 4
mecze musialy zakonczyé sie remisem.

Odtad gltéwna trudnosé zadania polegala na zrozu-
mieniu, ze nie pytaja nas o liczbe meczow zakonczonych
remisem, ale o liczbe druzyn, ktore zremisowaly. Wielu
zawodnikéw bez zadnego wyjasnienia pisato w tym miej-
scu, ze skoro 4 mecze zakonczyly sie remisem, to co naj-
mniej 4 druzyny zremisowaty. Nie jest to pelne rozwia-
zanie zadania. Dlaczego? Popatrzmy na kilka wariantéw
naszego problemu.

Gdyby suma wszystkich punktéw wynosita 40, to
rozumujac podobnie jak wyzej stwierdziliby$my, ze 5
meczéw zakonczylo sie remisem. Nie oznacza to jednak,
ze zremisowalo co najmniej 5 druzyn. Wystarczytyby
tylko 4 takie druzyny — A, B, C'i D, miedzy ktorymi
remisem zakonczyly sie mecze zaznaczone na rysunku 1.

D C D C

A B A B
rys. 1 rys. 2

Gdyby suma wszystkich punktéw wynosita 39, to
6 meczow zakonczyloby sie remisem, cho¢ nadal tylko 4
druzyny moglyby zremisowaé, co ilustruje z kolei rysu-
nek 2.

Jednakze, gdyby suma wszystkich punktéw wyno-
sita 38, to remisow w turnieju byloby 7 i wtedy co naj-
mniej 5 druzyn musialoby zremisowac cho¢ raz. Istotnie,
gdyby druzyn tych byto tylko 4, to — poniewaz jedy-
nie mecze miedzy nimi mogty zakonczy¢ si¢ remisem —
liczba remiséw nie przekroczytaby liczby wszystkich me-
czé6w miedzy tymi druzynami, czyli %-4-3:6, CO przeczy
temu, ze remiséw jest 7.

Widzimy zatem, ze liczba remiséw i liczba druzyn,
ktére zremisowaly, sa dwiema zupelnie innymi wielko-
Sciami, ktére akurat dla liczby 4 sa réwne. Nie jest to
jednak regula i nie mozna bez uzasadnienia twierdzié, ze
4 remisy oznaczaja co najmniej 4 druzyny, ktére zremi-
sowaly — takie rozwiazania byly uznawane za niekom-
pletne.

Na zakonczenie wspomne o jeszcze jednej kwestii.
Mozna uzasadni¢, ze sa dwie sytuacje, w ktérych dokltad-
nie 4 druzyny zremisowaly. Jesli druzyny oznaczymy li-
terami A, B, C'i D, to remisy miedzy nimi mogtyby
wygladaé¢ nastepujaco (rys. 3, 4):

D C D C

A B A B
rys. 3 rys. 4
Powyzsze sytuacje sa rozne; w pierwszej kazda dru-
zyna zremisowala doktadnie 2 razy, w drugiej druzyna A
zremisowala 3 razy, a druzyna D tylko raz. Niektérzy
zawodnicy pisali, ze tylko w jednym przypadku mozna
znalezé cztery druzyny z czterema remisami i wskazy-
wali jedng z tych sytuacji. Jeden zgubiony przypadek

dowodzi, ze nie wszystkie konfiguracje zostaly rozwa-
zone i pozostaje watpliwosé, czy nie pominieto réwniez
sytuacji, w ktérej wystepuja tylko 3 druzyny remisujace.
Jesli wige twierdzimy, ze jakas konfiguracja jest jedyna,
powinnidmy sie chwilke zastanowié¢, czy tak rzeczywiscie
jest, a przede wszystkim dlaczego tak jest. I to wyjasnie-
nie powinno sie znalezé w pracy.

Zadanie 3.

Czy istnieje taki trojkat o bokach dlugosci a, b, c,
ktdrego pole jest réwne +(ab+bc)? Odpowied? uzasadnij.

Niech h bedzie wysokoscia tréjkata opuszczona na
bok dlugosci b. Wowezas pole P trojkata mozemy wyra-
zi¢ na dwa sposoby:
ab+be

4 )

skad bez trudu dostajemy réwnosé¢ a+c=2h. Zauwazmy
jednak, ze w dowolnym trojkacie zachodzi a>hic>h
(zob. rys. 5 dla tréjkata ostrokatnego). Zatem dodajac
stronami te nieréwnosci, uzyskujemy a+c>2h. Ale réw-
no$¢ a+c=2h oznaczalaby, ze przed dodaniem stronami
tez mieliSmy réwnoéci: a=h i c=h. Ta sytuacja jest jed-
nak niemozliwa, bowiem w przeciwnym razie oba katy
przy boku b tego trojkata bytyby proste. W kazdym troj-
kacie musi by¢ zatem a4 ¢ > 2h, wobec czego opisany
w tresci zadania tréjkat nie istnieje.

bh
PZ? oraz P=

rys. 5

rys. 6

Niektérzy zawodnicy upraszczali sobie zycie piszac,
ze spelnione sa jednoczesnie obie nierownosci a > h oraz
c>h. Wtedy zalezno$é¢ a+c>2h dostajemy natychmiast,
dodajac te nieréwnoéci stronami. Tymczasem nie jest
prawda, ze w kazdym trojkacie a > h oraz ¢ > h. Uczest-
nicy, ktérzy tak twierdzili, pomijali w swoim rozumowa-
niu trojkaty prostokatne, o kacie prostym znajdujacym
si¢ naprzeciwko boku a lub boku ¢ (rys. 6). Takie roz-
wiazania byly wiec uznawane za niekompletne.

Na koniec jeszcze jedna ciekawostka. W rozwiaza-
niu wykorzystaliSmy wzor na pole trojkata P= %bh. Lecz
kto taki wzor kiedykolwiek widzial? We wszystkich pod-
recznikach, tablicach, zbiorach zadan widnieje przeciez
wzér P = %ah. Wielu zawodnikow korzystalo z niego,
zapisujac réwnanie

ah ab+bc

2 4
Mimo niezwyklej czasem pomystowosci przeksztalcania
réwnosci 2ah = ab+bc, préby te nie prowadzity do suk-
cesl...

Zadanie 4.

Wyznacz wszystkie tréjki (a,b,c) liczb nieujemnych
1 nie wiekszych od 1, dla ktorych spelniona jest rownosé
a+b+c=ab+bc+ca.

Wielu zawodnikéw wykonalo zasadnicza czes¢ rozu-
mowania, ktéra rozpoczyna si¢ od przeksztalcenia réz-
nicy lewej i prawej strony:
(a+b+c)—(ab+be+ca)=a(l—=b)+b(l—c)+c(l—a).
Zaloézmy, ze wszystkie liczby a, b i ¢ sa r6zne od 0 i rézne
od 1. Wtedy liczby a, 1—0, b, 1—¢, ci 1—a sa dodatnie,
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a wiec

a(l=b)+b(1—c)+c(1—a)>0,

skad wynika, ze réwno$¢ z treéci zadania nie zachodzi.

Teraz nalezy zajaé sie przypadkiem, w ktorym przy-
jete przez nas zalozenie: wszystkie liczby a, b i c sq rézne
od 0 i rozne od 1, nie jest spetnione. W tym miejscu
wielu zawodnikéw popelnito blad logiczny.

Przyjrzyjmy sie naszemu zalozeniu; mowi ono, ze
kazda z trzech liczb a, b i ¢ spelnia warunek: jest rézna
od zera i od jedynki. Oznaczmy ten warunek literg W.
Mamy zatem zdanie: kaZda z rozwazanych liczb spelnia
warunek W. Zaprzeczeniem takiego zdania jest: ktoras
z rozwazanych liczb nie spelnia warunku W. Wielu za-
wodnikéw natomiast rozwazato jako zaprzeczenie o wiele
mniej ogdlna sytuacje: kazda z rozwazanych liczb nie
spetnia warunku W, czyli wszystkie liczby a, b i ¢ sa
réwne 0 lub 1.

Niektérzy wrecz rozumieli ten ostatni warunek na-
stepujaco: wszystkie liczby sq rowne 0 lub wszystkie liczby
sq rowne 1. Ogranicza on jeszcze mocniej ogolnosé ro-
zumowania. Oczywiscie obie tréjki (0,0,0), (1,1,1) spel-
niaja dana rownosé i okazuje sie, ze rzeczywiscie sa one
jedynymi rozwiazaniami zadania.

Moze sie wiec wydawac, ze zawodnicy, ktérzy w taki
wlasdnie sposob doszli do rozwiazania, rozwiazali zada-
nie poprawnie. Po drodze popelnili jednak powazny btad
logiczny; jego istota matematyczna sprowadza si¢ do
nieuzasadnionego wykluczenia przypadku, w ktérym na
przyktad doktadnie jedna liczba a, b lub ¢ jest réwna
zeru, a pozostale sa dowolne. Pominiete przypadki nie
sg latwe do przeanalizowania i stanowia istotna czes¢
pelnego rozwiazania zadania.

Zadanie 5.
Dany jest czworokgt wypukly ABCD, w ktorym

$DAB+<4BCD=<ABC.

Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na trijkqcie
ABC. Wykaz, ze punkt O jest jednakowo odlegly od pro-
stych AD i CD.

Przypomnijmy najpierw twierdzenie o kacie wpi-
sanym i Srodkowym, w przypadku tuku krétszego od
potokregu. Przypusémy, ze kat AEC, wpisany w okrag
o $rodku O, jest oparty na tuku AC, kréotszym od pél-
okregu (rys. 7). Na tym samym luku oparty jest wiec
kat érodkowy AOC. Wéwcezas spelniona jest zaleznoséé

JAOC =24 AEC.

rys. 8

Zapewne wielu zawodnikow sadzilo, ze prawdziwe
jest takze twierdzenie odwrotne: jesli punkt D lezy we-
wnatrz danego okregu oraz SADC =2JAEC (rys. 8),
to punkt D pokrywa sie ze srodkiem O tego okregu. Nie
jest to prawda — dowolny punkt D lezacy na tuku AOC

okregu opisanego na tréjkacie ACO spelnia te réwnosé.
Istotnie: z przytoczonego wczesniej twierdzenia wynika,
ze dwa katy wpisane oparte na tym samym luku sa
réwne. Zatem stosujac te wlasnosé dla tuku AC (nie
zawierajacego punktu O) okregu opisanego na tréjkacie
ACO, uzyskujemy

JADC = JAOC =24AEC.

Jednak punkt D nie pokrywa sie z punktem O. Zatem
twierdzenie odwrotne do twierdzenia o kacie wpisanym
i rodkowym nie jest prawdziwe.

PrzejdZzmy teraz do tresci zadania 5. Opiszmy okrag
na tréjkacie ABC i wybierzmy na tuku AC' (nie zawie-
rajacym punktu B) tego okregu dowolny punkt E. Na-
stepnie oznaczmy katy jak na rysunku 9.

Poniewaz czworokat ABCE jest wpisany w okrag,
wiec € = 180° — 3. Nastepnie, zgodnie z tredcia zadania
mamy réwno$é¢ o+ = (. Zatem

§=360°—(a+[+v)=360°—28=2-(180° - 3) = 2e.
Teraz wielu uczestnikow uzywalo falszywego twierdzenia
odwrotnego do twierdzenia o kacie wpisanym i $rodko-
wym, wnioskujac z powyzszej rownosci pokrywanie sie
punktéw D i O. Teza zadania jest wowczas oczywista.

Popetniony btad w rozumowaniu nie jest jeszcze do-
wodem na to, ze hipoteza ,,O = D" jest falszywa: by¢
moze da sie znalez¢ inne, poprawne rozumowanie, ktére
prowadzi do takiego wniosku. Aby sie zatem przekonaé,
ze takiego rozumowania nie ma i istotnie sa czworokaty
spelniajace warunki zadania, w ktérych O # D, wyko-
najmy starannie nastepujaca konstrukcje.

Zacznijmy od podzielenia kota o érodku O na 6
jednakowych wycinkéw (rys. 10). Wybierzmy nastepnie
trzy kolejne punkty A, B i C' podziatu okregu. Kat ABC
wynosi 120°. Poprowadzmy teraz poélproste z punktow
Ai C tak, by tworzyly z odcinkami AB i C'B odpowied-
nio katy 50° i 70°, jak na rysunku 10. Niech punkt D
bedzie punktem przeciecia tych potprostych.

Czworokat ABCD spelnia warunki zadania, gdyz
JABC =120° oraz $BAD+4BCD =50°+70° =120°.
Jednoczesnie widaé, ze punkty O ($rodek okregu opisa-
nego na tréjkacie ABC) i D nie pokrywaja sie. Dzieki
starannemu rysunkowi nie wpadliSmy zatem w opisana
wezesniej putapke.

Niedoktadny rysunek moze zmyli¢ w sposéb bardzo
subtelny, o czym przekonamy sie¢ na przyktadzie naste-
pujacego rozumowania.

Narysujmy czworokat ABC D speliajacy warunki
zadania oraz okrag opisany na tréojkacie ABC i oznacz-
my katy (rys. 9):

a=<9BAD, B=9ABC, y=4BCD, §=4ADC.
Tak jak wyzej wykazujemy, ze 6 =2-(180°—f) >180°—f3,
skad wynika, ze punkt D lezy wewnatrz okregu opi-
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sanego na trojkacie ABC. Korzystamy w tym miejscu

z nastepujacego twierdzenia, ktore warto znaé:
Przypusémy, zZe punkty A, B i C leZqg na okregu k,

a punkt D znajduje sie po tej samej stronie prostej AB,

co punkt C (rys. 11). Wowczas:

o jesli YADB = JACB, to D lezy na okregu k;

e jesli YADB > SACB, to D lezy wewngtrz okregu k;

e jesli YADB<JACB, to D lezy na zewngtrz okregu k.

y<a<f

rys. 11

Wracamy do zadania 5. Przedtuzmy boki AD i CD
do przeciecia z okregiem i otrzymane punkty przeciecia
oznaczmy odpowiednio przez E i F (rys. 12).

Czworokat ABCE jest wpisany w okrag, skad uzy-
skujemy $DEC =180° — 3. Poniewaz kat & jest katem
zewnetrznym tréjkata CED, wiec § = SDEC+<IDCE.
Jednoczeénie 6 =2-(180° — 3), zatem $DCE = 180° — 3.
Wiynika z tego, ze SDCE =<IDEC, czyli CD = ED.
Punkt D jest wierzcholkiem tréjkata réwnoramiennego
CED, a wiec lezy na symetralnej podstawy C'E.

W ten sam sposéb dowodzimy, ze punkt D lezy
takze na symetralnej odcinka AF. Punkt D jest zatem
punktem przecigcia symetralnych dwoch réznych cieciw
okregu, czyli érodkiem tego okregu, a zatem punkty O
i D pokrywaja sie.

Oczywiscie, powyzszy dowdéd musi zawieraé¢ blad,
gdyz jak wiemy teza ,O = D" jest falszywa. Proponuje
Czytelnikom znalezienie luki i zmodyfikowanie rozumo-
wania tak, aby otrzymaé¢ prawidlowe rozwiazanie za-
dania. Odpowiedz podam w nastepnym numerze Kwa-
dratu.

Jak widzimy, niektére zadania wymagaly bardzo
starannego wykonczenia i przeprowadzenia rozumowa-
nia wolnego od luk, niescisto$ci czy btedow. Moje re-
fleksje maja pomoc przysztym Olimpijczykom w takim
wlasdnie starannym wykonczeniu rozwigzan i mam na-
dzieje, ze z kazdym rokiem niescistosci bedzie mniej.

Wojciech Guzicki

Chochlik Olimpijski

Wierzymy, ze podobnie jak dziennikarze maja cho-
chlika drukarskiego, tak uczestnicy zawodéw matema-
tycznych maja ztosliwego chochlika olimpijskiego, odpo-
wiadajacego za ich urocze potkniecia podczas redakcji
rozwiazan. Ponizej zamieszczone sg fragmenty prac z ze-
szlorocznej i tegorocznej edycji OMG, ktére wywolaly
szczegbdlne rozbawienie wérod sprawdzajacych — mamy
nadzieje, ze zastuza rowniez na udmiech Czytelnikéw.

e Pola trojkatow ABC i XY Z maja jednakowa dlugosé
podstawy.

e Nie moze by¢ tak, ze nie ma takiej sytuacji, poniewaz
nie jest mozliwy taki uklad wygranych/przegranych,
aby nie bylo takiej trojki.

e Wiemy, ze styczna do okregu jest prostopadta do jed-
nego z jego promieni.

o Katy wierzcholtkowe sa réwne, co wynika z réwnosci
miedzy katem wpisanym i dopisanym.

e Wyjalem z pieciokata czworoscian ABDE.

e Trojkaty te sa podobne, zatem ich podstawy réwniez.

e Trojkaty sa tworzone przez dwie przekatne i jedna
Sciane.

e Korzystam z cechy przystawania: bok-kat.

e Plaszczyzna styczna do tych kul istnieje, bowiem trzy
kule daja razem sze$¢ promieni.

e (...) wiec réwnos¢é nie zachodzi (to jest zachodzi, ale
nie jest réwnoscia).

e Te liczby nie moga by¢ réowniez pierwiastkami, ponie-
waz mnozac pierwiastki uzyskujemy nowe, za$ doda-
jac — nic z nimi nie mozemy wiecej zrobic.

e Jesli suma trzech liczb dodatnich jest zerem, to kazda
z nich jest zerem.

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru

Nieréwnoéé tréjkata

5. Odbij punkt P symetrycznie wzgledem ramion kata, a na-
stepnie polacz odcinkiem tak otrzymane punkty. Punkty przeciecia
tego odcinka z ramionami kata sa szukanymi punktami A i B.

Aby wykazaé, ze tak skonstruowane punkty stanowia rozwia-
zania zadania, wybierz dwa dowolne punkty A’ i B’ na ramionach
tego kata i uzasadnij, ze obwdd tréjkata A’B’P jest wiekszy lub
réwny od obwodu tréjkata ABP.

6. Niech o bedzie miarg danego kata. Obré¢ punkt P wokét
punktu O o kat « i potacz uzyskany punkt odcinkiem z punktem P.
Punkt przeciecia tego odcinka z ramieniem kata jest jednym z szu-
kanych punktow X, Y. Drugi z tych punktéw wyznacz w oparciu
o warunek OX =0Y.

Aby wykazaé, ze tak skonstruowane punkty stanowig rozwia-
zania zadania, wybierz na ramionach kata dowolne dwa punkty X’
i Y’ dla ktérych OX’ =0Y’ i uzasadnij, ze PX'+PY'>PX +PY.

7. Niech A’ bedzie obrazem punktu A w symetrii wzgledem
prostej DM, a B’ obrazem punktu B w symetrii wzgledem prostej
CM. Uzasadnij, ze tréjkat A’ B’ M jest réwnoboczny.

8. Niech ADK i C'BL beda tréjkatami réwnobocznymi zbudo-
wanymi po zewnetrznej stronie danego prostokata. Punkty przecie-
cia odcinka KL z okregami opisanymi na tréjkatach DAK i BC'L
sa szukanymi punktami P i Q.

Aby wykazaé, ze tak skonstruowane punkty stanowig rozwia-
zania zadania, wybierz dowolne dwa punkty P’ i Q' wewnatrz pro-
stokata i uzasadnij odpowiednia nieréwno$¢. W tym miejscu moze
okaza¢ si¢ przydatne zadanie 4.

Tozsamo$é Diofantosa

4. Wykorzystaj tozsamosé (3) dla n=—1.

5.3=22-12

6. Uzasadnij najpierw, ze kwadrat liczby parzystej dzieli si¢
przez 4, a kwadrat liczby nieparzystej przy dzieleniu przez 4 daje
reszte 1.

7. Uzasadnij najpierw, ze gdyby 231 =242 +3b2, to liczba a
musiataby by¢ podzielna przez 3, po czym podstaw a = 3¢, gdzie
c jest pewna liczba calkowita. Dzielac przez 3 otrzymasz réwnanie
77 =62+ b2 Wykorzystaj teraz fakt, ze kwadrat liczby calkowitej
przy dzieleniu przez 3 daje reszte O lub 1.
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