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Wiatraczek

Na zawodach drugiego stopnia tegorocznej X edycji
OMG uczestnicy rozwiazywali nastepujace zadanie.

Zadanie 5.

Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC'. Niech P be-
dzie punktem lezacym wewnatrz tego tréjkata. Proste
AP, BP, CP przecinajg odcinki BC, CA, AB odpo-
wiednio w punktach D, E, F. Czy mozna punkt P wy-
bra¢ w taki sposéb, aby dokladnie cztery spoéréd tréjka-
tow AEP, AFP, BFP, BDP,CDP,CFEP mialy rowne
pola? Odpowiedz uzasadnij.

Okazuje sie, ze wybor takiego punktu nie jest moz-
liwy. Nie istnieje rowniez taki punkt P, aby doktad-
nie pie¢ sposréd wymienionych tréjkatéw miato réwne
pola. Nasuwa si¢ wiec naturalne pytanie, czy mozna zna-
lez¢ taki punkt P, jesli zazadamy, by powstala mniejsza
liczba trojkatow o réwnych polach:

Zadanie 5’.

Czy mozna punkt P wybraé¢ w taki sposob, aby
dokladnie trzy sposréd trojkatéow AEP, AFP, BFP,
BDP, CDP, CEP mialy réwne pola?

Odpowiedz na to pytanie jest w dalszym ciagu ne-
gatywna. Zadanie 5 jest jednak ogdlniejsze i jego roz-
wigzanie wymaga przeanalizowania dodatkowej konfigu-
racji: wiatraczka.

Rozwigzanie zadania 5’

Przypusémy, ze pewne trzy z rozwazanych sze$ciu
tréjkatéw majg réwne pola.

Zauwazmy, ze jezeli pewne dwa tréjkaty, ktére maja
ten sam odcien na rysunku 1, maja réwne pola, to je-
den z odcinkéw AD, BE, CF jest érodkowa tréjkata
ABC'. Rzeczywiscie, jesli na przyktad pola trojkatéw
APF i BPF sa réwne, to AF = BF, gdyz tréjkaty te
maja te sama wysoko$¢ poprowadzong z wierzchotka P.

rys. 1

rys. 2

Podobnie, jezeli rowne pola maja pewne dwa tréj-
katy o tym samym odcieniu na rysunku 2, to wowczas
jedna z prostych AD, BE, C'F jest srodkowa tréjkata
ABC. Istotnie, jesli przez [F] oznaczymy pole figury F,
to z réwnosci [APE] = [BPD] wynika, ze

[ABE|=[APE]+[ABP|=[BPD]+[ABP]=[ABD].
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Stad wniosek, ze proste AB i DE sa réwnolegle, gdyz
trojkaty ABE i ABD maja wspélna podstawe AB. Po-
nadto <BAE = YABD, co oznacza, ze trapez ABDE
jest rownoramienny i w konsekwencji punkty P i C' leza
na symetralnej odcinka AB. Wobec tego punkt F' jest
srodkiem tego odcinka.

Jezeli zatem pewne dwa trojkaty o tym samym od-
cieniu z rysunku 1 lub 2 majg réwne pola, to uzyskujemy
trzy pary tréjkatéw o réwnych polach, symetrycznych
wzgledem jednej z prostych AD, BE, CF (na rysunku 3
jest to prosta C'F'). Wéweczas liczba tréjkatéw o réwnych
polach jest parzysta, czyli nie moze by¢ réwna 3.

rys. 4

rys. 3

Wobec tego pozostala do rozpatrzenia tylko konfi-

guracja trzech tréjkatow o rownych polach, utozonych
w wiatraczek (rys. 4).

Oznaczmy pola trojkatow wiatraczka przez s, a pola
pozostalych trzech tréjkatéw — przez a, b, c. Korzysta-
jac dwukrotnie z faktu udowodnionego na poczatku ar-
tykutu Pole (Kwadrat nr 10, wrzesien 2013), mozemy
zapisaé réwnosé

2s+a [ACF] AF [APF] s

s+b+c [BCF] BF [BPF] b

Zaleznos¢ te przeksztalcamy nastepujaco:

2bs+ab= s>+ sb+ sc,
bla+s)=s(c+s).

W pelni analogicznie dochodzimy do zwiazkéw
c(b+s)=s(a+s),
a(c+s)=s(b+s).

Dodajac stronami trzy ostatnie réwnosci, uzyskujemy

ab-+be+ca+s(a+b+c) =s(a+b-+c)+3s%,
ab-+be+ca=3s%. (1)

7Z kolei mnozac stronami te réwnosci, otrzymujemy
abc(a+s)(b+s)(c+s)=s>(a+s)(b+s)(c+s),
abe=s3. (2)
Zauwazmy, ze z réwnosci (1) wynika, ze

2 ab+bc+ca
-
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czyli liczba s? jest $rednig arytmetyczng liczb ab, be, ca.
Z kolei r6wnosé (2) mozna przeksztalcié do postaci
§2 =¥ ab-bc-ca,

skad wynika, ze liczba s? jest takze sredniqg geometryczng
liczb ab, be, ca. Korzystajac teraz z wlasnosci sformuto-
wanej we wstepie do artykulu Nierdwnosé miedzy $red-
nimi (Kwadrat nr 13, wrzesien 2014), wnioskujemy, ze
skoro Srednia arytmetyczna liczb ab, be, ca jest réwna ich
$redniej geometrycznej, to wszystkie te liczby sa réwne,
czyli ab=bc=ca. Stad otrzymujemy a=0b=c¢, co po
skorzystaniu z réwnosci (2) prowadzi do a=b=c=s.
Ostatecznie doszliémy do wniosku, ze réwniez w przy-
padku wiatraczka wszystkie szesé tréjkatéw ma réwne
pola, co konhczy rozwiazanie zadania 5’.

Na koniec proponujemy Czytelnikom dwa zada-
nia do samodzielnego rozwiazania. Wskazdéwki podamy
w nastepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 5”.

Czy mozna punkt P wybraé w taki sposob, aby
dokladnie dwa sposrod tréjkatéw AEP, AFP, BFP,
BDP, CDP, CEP mialy réwne pola oraz aby punkt P
nie nalezal do zadnej z wysokosci trojkata ABC?

Zadanie 6.

Niech P bedzie punktem lezacym wewnatrz czwo-
roécianu foremnego ABCD. Plaszczyzny ABP, ACP,
ADP, BCP, BDP, CDP rozcinaja ten czworoscian na
24 mniejsze czworo$ciany. Czy mozna punkt P wybraé
w taki sposéb, aby doktadnie 9 z tych czworosciandéw
mialo rowne objetosci?

Lukasz Bozyk

Kilka geometrycznych lematéw

W rozwiazaniach zadan czesto formuluje sie i udo-
wadnia tzw. lematy, czyli pomocnicze twierdzenia.
Dzigki nim rozumowanie staje sie prostsze i bardziej
przejrzyste.

Znajomo$é réznych lematéw jest bardzo przydatna,
o czym przekonaliémy sie w poprzednim numerze Kwa-
dratu. Zaprezentowalidmy tam rozwigzanie zadania geo-
metrycznego z miedzynarodowych zawodéw MEMO
przedstawione przez polska druzyne. Korzystalo ono
z dwoch uzytecznych faktow, ktére teraz udowodnimy.
Zaczniemy od innego, réwnie przydatnego zadania.

Zadanie 1.

Proste a i b sa wspélnymi stycznymi zewnetrz-
nymi do okregéw o1 i 02 (rys. 5). Wspélna styczna we-
wnetrzna c¢ przecina proste a i b odpowiednio w punk-
tach A i B. Punkty C' i D sa punktami stycznosci pro-
stej ¢ odpowiednio z okregami o0 i 02. Udowodnij, ze
AC=BD.

Rozwiagzanie
Oznaczmy pozostale punkty stycznoéci prostych a,
b z okregami o3, 02 jak na rysunku 5. Wéwczas

AC+AD=AE+AF=EF=GH=BG+BH=BC+BD.

Ponadto AD = AC +CD oraz BC = BD +CD, wigc
2AC+CD =2BD+CD. Po odjeciu stronami wielko-
sci CD, otrzymujemy 2AC =2BD. Stad uzyskujemy
AC = BD, co konczy rozwigzanie zadania.

Zauwazmy, ze teze powyzszego zadania mozna wy-
stowi¢ w nastepujacy sposéb: srodki odcinkéw AB i CD
sie pokrywajq.

Jestedmy juz gotowi do wykazania pierwszego le-
matu z poprzedniego numeru Kwadratu.

Zadanie 2.

Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do boku
BC w punkcie D. Punkt K jest $rodkiem okregu dopisa-
nego, stycznego do boku BC, a punkt M jest $rodkiem
BC'. Udowodnij, ze proste AD i MK sg rownolegle.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez o okrag wpisany w trojkat ABC),
a przez w okrag dopisany, styczny do boku BC' w punk-
cie E (rys. 6). Wybierzmy ponadto punkt Y tak, aby
odcinek EY byl Srednica okregu w. Wéwczas styczna k
do okregu w w punkcie Y jest réwnolegta do prostej BC.

rys. 6

Rozwazmy jednokladnosé o $rodku w punkcie A,
ktora przeksztatca okrag o na okrag w. Przeprowadza
ona wtedy takze prosta BC na prosta k, a wiec prze-
ksztalca punkt D na punkt Y. Stad wniosek, ze punkty
A, DiY sa wspétliniowe. Innymi stowy, proste AD i DY
pokrywaja sie.

7 zadania 1 wynika, ze punkt M jest $rodkiem od-
cinka DE. Wobec tego prosta MK przechodzi przez
srodki bokow DE i Y E trojkata DEY | jest wiec rowno-
legta do prostej DY . To konczy rozwiagzanie zadania.

Wykazemy teraz drugi z faktow uzytych w poprzed-
nim numerze Kwadratu.

Niech ABC bedzie trojkatem, a punkt M — $rod-
kiem boku BC. Symediang trojkata ABC, poprowa-
dzona z wierzchotka A, nazywamy prosta symetryczng
do srodkowej AM wzgledem dwusiecznej kata BAC.

Zadanie 3.

Dany jest tréjkat ABC wpisany w okrag o, przy
czym JA < 90°. Punkt D jest punktem przeciecia stycz-
nych do okregu o w punktach B i C'. Udowodnij, ze
prosta AD jest symediang w tréjkacie ABC.

Rozwigzanie
Oznaczmy przez M srodek odcinka BC. Wystarczy
wykazaé, ze YBAD = JMAC.
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Réwnoéé ta jest spelniona, jesli AB = AC. Przyj-
mijmy zatem, bez straty ogdlnosci, ze AC < AB.
Obierzmy na pélprostej AC, poza odcinkiem AC),
dowolny punkt X, a na pélprostej DC, poza odcinkiem
DC, dowolny punkt Y (rys. 7). Niech punkty F i F beda
obrazami symetrycznymi punktu D odpowiednio wzgle-
dem prostych AB i AC. Wéwcezas CF=CD=BD=BFE
oraz AF'=AD=AFE. Ponadto, z twierdzenia o kacie mie-
dzy styczng a sieczng, YDCX = SYCA= JCBA. Za-
chodzi wiec nastepujacy ciag réwnoéci:
SMCD+YDCF =<4MBD+24DCX =
=<IMBD+29CBA=<JABD+<JIMBA=
=JABE+<YMBA.

Wobec tego M CF=<MBE. Ponadto MC =M B oraz
CF = BE, zatem tréjkaty MCF i MBE sa przysta-
jace, na mocy cechy bok—kat—bok. Stad wniosek, ze
MF =ME. Skoro za§ AF = AFE, to punkty A i M leza
na symetralnej odcinka EF. Wobec tego AM jest dwu-
sieczng kata FAF 1 w konsekwencji

SMAF = {JEAF .

7 drugiej strony, punkty E i F' sa obrazami syme-
trycznymi punktu D odpowiednio wzgledem prostych
AB i AC, a wiec

IBAD = %iEAD oraz JIDAC = %iDAF.

Po dodaniu tych réwnosci stronami otrzymujemy
JBAC=14EAF.
Zatem
IBAD =<4BAC —4DAC =
=4IMAF —4CAF =4IMAC,
co byto do wykazania.

Czytelnikom proponujemy samodzielne rozwigzanie
ponizszych dwéch zadan, ktore sg bardzo zblizone do
zaprezentowanych lematéw.

Zadanie 4.

Okrag dopisany do tréjkata ABC jest styczny do
boku BC w punkcie E. Punkt I jest érodkiem okregu
wpisanego w trojkat ABC, a punkt M jest srodkiem od-
cinka BC'. Udowodnij, ze proste AE i I M sg réwnolegte.

Zadanie 5.

Dany jest tréjkat ABC wpisany w okrag o, przy
czym JA>90°. Punkt D jest punktem przeciecia stycz-
nych do okregu o w punktach B i C. Punkt M jest
srodkiem odcinka BC. Wykaz, ze

IBAD+IMAC =180°.

Tomasz Ciesla

Wzér (na) wirtuoza

Konkurs Chopinowski to jeden z najbardziej eli-
tarnych konkurséw muzycznych; odbywa si¢ w Pol-
sce co pie¢ lat, gromadzac setki pianistéw z calego
Swiata, rywalizujacych nie tylko o wymierne nagrody
pieniezne oraz kontrakty z najwiekszymi wytwoérniami
plytowymi, lecz przede wszystkim o ogromny prestiz
zwiazany z otrzymaniem tytulu laureata. Samo dopusz-
czenie do uczestnictwa poprzedzone jest nie tylko elimi-
nacjami, lecz nawet kwalifikacja do eliminacji — spo-
§réd okoto 450 kandydatéow, w kwietniowych elimina-
cjach do tegorocznej edycji udzial weZmie jedynie 160.
Wéréd nich znajduje sie 17-letni licealista z Gdan-
ska, Piotr Pawlak, ktéry od kilku lat figuruje row-
niez na listach laureatéw kolejnych olimpiad matema-
tycznych — najpierw OMG (gimnazjalistéw), nastep-
nie OM (licealistéw), by ostatecznie z sukcesem re-
prezentowaé Polske na zawodach miedzynarodowych,
takich jak Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna
(w 2014 r. brazowy medal), czy turniej Romanian Ma-
sters (w 2015 r. srebrny medal). W rozmowie z redak-
torem Kwadratu Piotrek opowiada o rozwijaniu swoich
zdolnosci, matematyczno-muzycznych refleksjach i pla-
nach na przysztosécé.

Lukasz Rajkowski: Co bylo pierwsze w Twoim Zyciu,
muzyka czy matematyka?

Piotr Pawlak: Zdaje sie, ze muzyka. Pierwsze Slady mu-
zykalnosci pojawily sie u mnie w wieku 3-4 lat. U mo-
jego dziadka stal fortepian, ktéry stuzyl gléwnie jako
podstawka do wina. Zaczalem si¢ nim interesowaé¢ od
strony zgodnej z jego przeznaczeniem — prébowalem
na nim graé, z ciekawoscia zagladatem pod pokrywe by
sprawdzi¢, w jaki spos6b wydobywany jest dzwiek. Ro-
dzice zorientowali sie w moich zainteresowaniach i zor-
ganizowali mi keyboard, a nastepnie postali do ogniska
muzycznego. Nie wiazali z tym wiekszych nadziei, gdyz
nikt w mojej bliskiej rodzinie nie ma wyksztatcenia mu-
zycznego, wobec czego brakowato im ,,punktu odniesie-
nia”, wzgledem ktérego mozna by byto oceni¢ moje zdol-
noéci. Dopiero pani z ogniska muzycznego zasugerowala
zapisanie mnie do szkoly muzycznej, do czego rodzice
poczatkowo nie byli przekonani — w naszej rodzinie do-
minuje wyksztalcenie inzynierskie i sam dziadek, w kto-
rego domu stal fortepian, byl zdania, ze muzyk to nie
zawod. Czynnikiem, ktéry zadecydowal o postaniu mnie
do ogdlnoksztalcacej szkolty muzycznej zamiast do przy-
naleznej mi ,rejonéwki” byta... bardzo mita wychowaw-
czyni w szkole muzycznej. Moje ksztatcenie w tym kie-
runku rozpoczeto sie wiec niejako przez przypadek; po-
dejrzewam z kolei, ze matematyka zainteresowalbym sie
niezaleznie od wybranej placéwki — moja mama skon-
czyta studia matematyczne, a moj tata informatyczne,
wiec zapewne i tak dopomogliby losowi w tym zakresie.
LR: Czy ciezko jest lgczyé te dwie Sciezki? W Twoim
planie jest miejsce na czas wolny?

PP: Na czas wolny zawsze znajdzie sie u mnie miejsce
($miech). W zwiazku ze zblizajacymi si¢ eliminacjami
staram si¢ jednak ¢éwiczy¢ coraz wiecej; w tej chwili sa
to 2-3 godziny dziennie i pilnuje, by nie bylo zadnych
odstepstw od tego planu. Jedynym wyjatkiem sg tra-
dycyjne, dwutygodniowe wakacje z rodzicami — cale
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szczescie, ze jest to wyjazd rowerowy, dzieki temu na-
wet nie mam mozliwoéci zabrania ze sobg instrumentu.
Nawet na obozy olimpijskie przywoze ze sobg keybo-
ard, by cho¢ poruszaé¢ palcami na klawiaturze. Wiaze
sie z tym zreszta pewna zabawna sytuacja — podczas
jednego z obozow OMG w Perzanowie ulokowani byli-
Smy w drewnianym domku, w ktérym niesamowicie no-
sit sie dzwiek. Oczywiscie, z tego wzgledu podczas ¢wi-
czenia podlaczalem do keyboardu stuchawki. Pewnego
wieczoru jednak zeszli do mnie mieszkancy jednego z po-
kojow i poprosili o zaprzestanie préb, gdyz stukot kla-
wiszy nie pozwalal im zasnaé. Strach pomysleé¢, co by
byto, gdybym nie korzystal ze stuchawek...

LR: Powiedz, czy wobec tak wielkiej ilosci czasu potrzeb-
nego na ¢wiczenie, zastanawiales sie kiedys nad wyborem
miedzy muzykq a matematykq?

PP: Bede staral sie ciagnaé obie te rzeczy tak dtugo, jak
sie da i na razie nie mysle o ewentualnym wyborze. Od-
noénie mojej przyszlej uczelni, to juz teraz uczeszczam
na niektore zajecia na Wydzial Matematyki Uniwersy-
tetu Gdanskiego, z drugiej strony od pewnego czasu
mam lekcje u profesora Waldemara Wojtala z Akademii
Muzycznej w Gdansku, z ktéorym $wietnie mi sie pra-
cuje, wiec by¢ moze nawet na etapie akademickim bede
w stanie jednocze$nie rozwija¢ moje zainteresowania.

LR: Niektorzy twierdzq, zZe zdolnoSci matematyczne
1 muzyczne sqg ze sobg Scisle powigzane. Podpisalbys sie
pod takim stwierdzeniem?

PP: Coz... na pewno jakis zwiazek istnieje. W moim
przypadku jest on raczej jednostronny — wydaje mi
sig, ze to raczej matematyka pomaga mi w muzyce, niz
odwrotnie. Od pewnego czasu uczeszczam na zajecia
z kompozycji i kiedy mam na przyktad stworzy¢ jakies
ksztaltowanie lub roztozy¢ kulminacje, moje analityczne
zdolnosci wydaja sie to utatwia¢ — nie jest to oczywiscie
zaawansowana matematyka, jednak pewne uporzadko-
wanie my$li przy rozwazaniu dostepnych mozliwoéci jest
bardzo pomocne. Dotyczy to réwniez kwestii wykonywa-
nia utworéw — niektérzy pianisci zdaja sie wéwczas je-
dynie na swoja intuicje, ja natomiast wole najpierw na
spokojnie sobie rzecz przemysle¢ i rozsadnie porozkla-
da¢ akcenty w calym utworze. Mam wrazenie, ze posze-
rza to moje pole manewru w kwestii interpretacji dzieta.
Jest tez niestety ciemna strona medalu. Zdarza mi sie
na przyktad, ze jesli przez dhugi czas nie moge rozwiazac
jakiego$ zadania i przychodzi czas na ¢wiczenie, mam
niemalta trudnos$¢ ze skoncentrowaniem si¢ na muzyce
i gdzie$ tam z tylu glowy wciaz zajmuje si¢ nierozstrzy-
gnietym problemem. Dlatego przed kazdym koncertem
robie sobie co najmniej pét dnia przerwy od matema-
tyki.

LR: Co doradzilbys gimnazjaliscie chcgeemu podgzZac
Twoimi olimpijskimi Sladami?

PP: Wiem, ze to nie jest moja zastuga; dostalem pewne
zdolnosci ,z gory” i ciesze sie, ze moge je rozwijaé. Oczy-
wiscie, jest to réwniez kwestia mojej pracy, jesli jednak
po prostu chce sie co$ robi¢, z pewnoscig, praca nad tym
jest o wiele latwiejsza. Wystrzegalbym sie jednak row-

niez pewnej przesady — przyktadowo, jesli ktos prébuje
rozwiazaé zadanie konkursowe poprzez dopasowanie go
do jednego z setek sposobéw i problemoéw, jakie wcze-
$niej godzinami przerabial, wéwczas... kto wie, moze
i nawet uda mu sie co§ wygraé, jednak wydaje sie, ze
w ten spos6éb umyka mu co$§ waznego...

LR: Jak opisalbys role OMG w swoim matematycznym
rozwoju?

PP: Dopiero na Olimpiadzie Matematycznej Gimnazja-
listéw zetknalem sie z problemami, ktore wymagaly nie-
standardowego podejscia do zadan i nieszablonowego
my$lenia. Pamietam, ze podczas pierwszej OMG, w kto-
rej bralem udzial, na poczatku bylem przybity faktem,
ze na czesci korespondencyjnej zrobilem tylko 5 z 7 za-
dan, a juz z drugiego etapu wyszedlem zupelnie zala-
many, gdyz calkowicie zrobilem jedynie dwa zadania
i ,ruszytem” pewne dwa inne. Nie wiedzialem wowczas,
ze taka jest specyfika tych zawodéw — kazde z prezen-
towanych zadan wymaga osobnego, nietrywialnego po-
mystu i méj ,staby” wynik okazal sie wystarczajaco do-
bry, abym zostal dopuszczony do finalu. Tam z kolei
udalo mi sie rozwigzaé¢ 4 zadania, dzigki czemu zapro-
szono mnie na obdéz olimpijski do Perzanowa i mysle,
ze bez tego obozu nie bylbym ostatnio na Romanian
Masters i nie bylbym wcze$niej na Miedzynarodowej
Olimpiadzie Matematycznej, gdyz dopiero w Perzano-
wie mialem styczno$é z taka ,porzadna’ matematyka
i nauczylem si¢ wielu metod rozwiazywania zadan olim-
pijskich. Ponadto poznatem tam ludzi o podobnych za-
interesowaniach i niektére z tych znajomosci przerodzity
sie w przyjaznie, ktére szczedliwie przetrwaly do dzis.
LR: Eliminacje do Konkursu Chopinowskiego juz w dru-
giej polowie kwietnia. Uczniom zyczy sie przed konkur-
sem ,poltamania pidra”, czego nalezy Zyczyé pianiscie?
PP: Podobnie, bo potamania palcéw.

LR: Polamania palcow zatem — trzymam kciuki, bysmy
mogli ustysze¢ Cie w paZdzierniku na koncercie laure-
atow. Dzieki za rozmowe i powodzenia!

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru

O tukach réwnej dlugosci

5. Zauwaz, ze na czworokacie ADO B mozna opisaé okrag i sko-
rzystaj z twierdzenia 1.

6. Z rownosci katéw wywnioskuj réwnosé tukéw i skorzystaj
7 twierdzenia 2.

7. Uzasadnij, ze punkty Az, B2, C2 sa srodkami pewnych tu-
kow okregu wpisanego w trojkat ABC' i skorzystaj z twierdzenia 1.

8. Korzystajac z rownosci katow opartych na odpowiednich
tukach, uzasadnij, ze punkty D i E sg symetryczne wzgledem pro-
stej BC.

9. Z danych réwnolegtosci wywnioskuj odpowiednie réwnosci
tukéw. Nastepnie skorzystaj z twierdzenia 2.

Zmagania z ulamkami

5. Skorzystaj z algorytmu Euklidesa.

6. Uzasadnij, ze jesli liczba p®+¢2 jest podzielna przez p+g¢, to
takze liczba 2pq jest podzielna przez p+q. Nastepnie doprowadz do
sprzecznodci, korzystajac z algorytmu Euklidesa oraz twierdzenia 2.

7. Postepuj podobnie do rozwigzania zadania 3.

8. Uzasadnij, ze jesli p jest dzielnikiem pierwszym obu liczb
a+boraz a®+ab+b2, to p jest takze dzielnikiem liczby ab. Wywnio-
skuj stad dalej, ze p jest wspélnym dzielnikiem liczb a i b.
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