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Tresci zadan
Pierwsze zawody indywidualne

1. Dany jest tréjkat ABC, w ktéorym JSACB = 60°. Na zewnatrz tego
trojkata zbudowano tréojkaty réwnoboczne ABF, BCD, CAE. Udowodnij, ze

[BCD|+|[CAE]|=[ACBF].
Uwaga: Symbol [F] oznacza pole figury F.

2. Liczby p, 2p+1, 4p® +1 oraz 8p+1 sa pierwsze. Udowodnij, ze liczba
6p+ 1 rowniez jest pierwsza.

3. Dana jest liczba pierwsza p oraz takie liczby calkowite a, b, ¢, d, e,
ze liczby a?—b, a® —c, ¢® —d, b7 — e sa podzielne przez p. Udowodnij, ze liczba
ae —d jest podzielna przez p.

4. Dany jest czworokat wypukly ABCD, ktéry nie jest trapezem. Syme-
tralne odcinkéw AB i C'D przecinaja sie w punkcie K, za$ symetralne odcinkéw
AD i BC przecinaja sie w punkcie L, przy czym punkty K i L leza wewnatrz
czworokata ABCD. Wykaz, ze jezeli JAKB =<JCKD, to YALD =<BLC.

5. Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢, d
zachodzi nieréwnosé

a b c d a b c d

a2+1+b2+1+02+1+d2+1 b b2+1+c2+1+d2+1+a2+1'

6. Wzdluz ulicy stoja lampy ponumerowane liczbami od 1 do 100. Poczat-
kowo wszystkie lampy sa zgaszone. W pojedynczym ruchu mozemy zmienié
stan (zapalona/zgaszona) trzech réznych lamp o numerach tworzacych tréj-
wyrazowy cigg geometryczny. Czy po pewnej liczbie takich ruchéow mozna
uzyskaé sytuacje, w ktérej doktadnie jedna lampa jest zapalona? Odpowiedz
uzasadnij.

7. Srodek sfery wpisanej w czworoscian ABC'D ma taka sama odleglogé
od wszystkich jego krawedzi. Udowodnij, ze czworodcian ten jest foremny.

8. Czy zbidr liczb {1,2,3,...,3n—2,3n—1,3n+ 1} mozna podzieli¢ na n
podzbioréw tréjelementowych tak, aby liczby w kazdym z podzbioréw byly
kolejnymi wyrazami ciaggu arytmetycznego? OdpowiedZ uzasadnij.

Drugie zawody indywidualne

9. Udowodnij, ze wéréd liczb n™" +1, gdzie n przebiega dodatnie liczby
calkowite mniejsze od 10190, jest nie wiecej niz 10 liczb pierwszych.
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10. Dany jest trapez ABC'D. Punkt E lezy na podstawie AB, przy czym
obwody tréjkatéw ADE, BCE, CDFE sa réwne. Udowodnij, ze

AB=2-CD.

11. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢
zachodzi nieréwnosé
a?+b3+cb

VT

12. Ciag (ay,) jest zdefiniowany wzorami

abe <

ar =1, an+1:ai+an dla n=1,2,3,...

Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby caltkowitej k liczba a(pi1y —ag jest
podzielna przez k.

Trzecie zawody indywidualne

13. Tréjkat ostrokatny ABC' jest wpisany w okrag o. Punkt P # C lezy
na prostej stycznej do okregu o w punkcie C'. Punkty K i L sa rzutami pro-

stokatnymi punktu P odpowiednio na proste AC i BC'. Udowodnij, ze proste
AB i KL sy prostopadte.

14. Czy istnieje liczba pierwsza p# 3 oraz takie liczby calkowite a, b, ¢
niepodzielne przez p, ze liczby a+b+c oraz a®+b? +c? sa podzielne przez p?

15. Czy istnieje liczba pierwsza p# 3 oraz takie liczby calkowite a, b, ¢
niepodzielne przez p, ze liczby a+b+c oraz a®+b%+c® sa podzielne przez p?

16. Wykaz, ze dowolny nieréwnoramienny tréjkat rozwartokatny mozna
rozciaé na trzy tréjkaty o réwnych promieniach okregdéw opisanych.

17. Czy prostokatnymi paskami papieru o wymiarach 1 x 4 mozna okleié
trzy $ciany prostopadioécianu 10 x 10 x 11 majace wspolny wierzchotek? Paski
mozna zagina¢ wzdluz krawedzi prostopadloécianu, ale nie moga na siebie
zachodzi¢ ani wystawaé poza oklejane $ciany.

Czwarte zawody indywidualne

18. Udowodnij, ze dla dowolnej nieparzystej liczby pierwszej p istnieje
taka dodatnia liczba catkowita n, ze

n™=(n+1)""! (mod p).
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19. Liczby rzeczywiste x, y, z spelniaja nieréwnosci
r+y+z22>06,
ry+yz+zx > 11,

ryz < 6.

Udowodnij, ze
22y+yiz+ et a4 yte + 22y > 48.

20. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Punkt F' jest spodkiem wysoko-
$ci opuszczonej z wierzchotka C. Okrag o érednicy AB przecina odcinek C'F
w punkcie G. Punkt H jest ortocentrum tréjkata ABC. Udowodnij, ze jesli H
jest $rodkiem odcinka GF, to G jest $rodkiem odcinka C'F'.

21. Udowodnij, ze réwnanie
2a% 4+ 7% = 11¢

nie ma rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych a, b, ¢, ktérych najwiekszy
wspélny dzielnik jest rowny 1.

Mecz matematyczny

22. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych m, n spel-
niajacych warunek
m=n (mod 220)

zachodzi

m™" =n"" (mod 11).

23. Dany jest trojkat ABC' oraz okrag w, ktéry przecina odcinki BC, C'A,
AB odpowiednio w punktach Ay i Ay, By i By oraz C1 i Cy réznych od wierz-
chotkow A, B, C. Wykaz, ze jesli pewne trzy sposrdd szeSciu odcinkéw AAq,
AAs, BBy, BBy, CC1, CCy przecinaja sie w jednym punkcie, to pozostate
trzy odcinki tez przecinaja sie w jednym punkcie.

24. Udowodnij, ze réwnanie
m n k
(24+v5)" +(3+v5) = (4+V5)
nie ma rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych m, n, k.

25. Wykaz, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 2 zachodzi nieréwnosé
(n_ 2)3n—2 . (TL—|— 1)671—4 _n12 < (n+2)3n+2 . (n _ 1)6n+4.
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26. Punkt P nalezy do wnetrza wielokata wypuktego W. Wykaz, ze na ob-
wodzie tego wielokata istniejg takie punkty A, B, C, ze punkt P jest srodkiem
cigzkosci (by¢ moze zdegenerowanego) trojkata ABC.

27. Rozstrzygnij, czy istnieje szedcian o wierzchotkach w punktach krato-
wych, ktoérego dtugosé krawedzi nie jest liczba catkowita.

28. Udowodnij, ze réwnanie
[m\/ﬁ} =5n+ [n\/ﬁ}

nie ma rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych m, n.

Uwaga: Symbol [z] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wigksza od .

29. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym SACB=30°. Na bokach
BC', AC znajduja sie odpowiednio takie punkty D i E, ze

YADB=YCDE oraz JAEB=<JDEC.

Odcinki AD i BE przecinaja si¢ w punkcie K, a odcinki DE i CK przecinaja
sie w punkcie L. Wykaz, ze AD+DL=BE+ FEL.

30. Czy kwadrat o boku 1000 mozna tak podzieli¢ na prostokaty, z ktérych
kazdy ma wymiary 2 x 7 lub 3 x 5, aby dluzsze boki wszystkich prostokatéw
podziatu byly réwnolegte?

31. Na Wyspach Bergamutach podobno jest Kot w Butach i podobno
zyje tam po 2016 zwierzat kazdego z pieciu gatunkéw: alfauréw, betaurdw,
centauréw, deltauréw i elfauréw.

e Gdy betaur spotyka alfaura, zjada go i zamienia si¢ w centaura.
e Gdy centaur spotyka betaura, zjada go i zamienia sie w deltaura.
e Gdy deltaur spotyka centaura, zjada go i zamienia sie w elfaura.
e Gdy elfaur spotyka deltaura, zjada go i zamienia sie w alfaura.

e Gdy alfaur spotyka elfaura, zjada go i zamienia sie¢ w betaura.

Udowodnij, ze na Wyspach Bergamutach zostang co najmniej 3 zwierzeta
(nie liczac Kota w Butach).

32. Dany jest czworo$cian ABC D, w ktérym kazdy kat ptaski przy wierz-
chotku A ma miare 60°. Udowodnij, ze zachodzi nieréwnosé

AB+AC+AD<SBC+CD+DB.



