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Szkice rozwigzan

1. Liczby dodatnie a, b spelniaja warunek

b
“; —Vab+3.

Wykaz, ze co najmniej jedna z liczb a, b jest niewymierna.

Rozwigzanie
Dang w tresci zadania réwnoéé przeksztalcamy rownowaznie uzyskujac kolejno:

a’®+2ab+b*=4(ab+3), a*—2ab+b*=12, (a—b)*=12, |a—bl=2V3.
Gdyby obie liczby a, b byly wymierne, to wymierna bytaby takze liczba |a —b|. Jednak liczba 2v/3
jest niewymierna. Uzyskana sprzecznos¢ oznacza, ze co najmniej jedna z liczb a, b jest niewymierna.

2. W kazde pole tablicy o wymiarach 4 x 4 wpisano liczbe 0 lub 1. Nastepnie obliczono sumy liczb
stojacych w kazdym wierszu, w kazdej kolumnie i na obu przekatnych. Wykaz, ze co najmniej trzy
sumy sa jednakowe.

Rozwigzanie

Przypuéémy, ze wsréd uzyskanych 10 sum zadna nie powtarza sie wiecej niz dwa razy.

Dodajac cztery liczby, z ktérych kazda réowna sie 0 lub 1 mozemy uzyska¢ 5 mozliwych wynikéw:
4, 3,2, 1 lub 0. Poniewaz wszystkich sum jest 10, wiec kazda z nich musiataby wystapi¢ doktadnie
dwa razy.

Tymczasem wérdéd uzyskanych 10 sum nie mogg sie pojawi¢ dwie réwne 4 i jednoczesnie dwie rowne 0.
Jesli bowiem sume 4 uzyskamy dodajac liczby z pewnej przekatnej, to na tej przekatnej musza
wystepowaé same jedynki. W efekcie otrzymamy co najwyzej jedna sume réwna 0 (te na drugiej
przekatnej).

Jesli natomiast wynik 4 otrzymamy dodajac cztery jedynki stojace w pewnej kolumnie, to sume 0
mozemy uzyska¢ jedynie dodajac cztery zera w innej kolumnie. Wobec tego druga sume 4 oraz
druga sume 0 uzyskamy dodajac liczby stojace w pozostalych dwoéch kolumnach. Wtedy jednak
w wierszach otrzymamy cztery sumy réwne 2.

Analogicznie rozumujemy, jesli wynik 4 uzyskamy sumujac cztery jedynki stojace w pewnym wierszu.
Uzyskana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze co najmniej trzy uzyskane sumy sa jednakowe.

3. Punkt S lezy wewnatrz szesciokata foremnego ABCDFEF. Udowodnij, ze suma pdl trojkatow
ABS, CDS, EFS jest réwna potowie pola szesciokata ABCDEF'.

Rozwigzanie
Niech a bedzie dtugoscia boku szeéciokata ABCDEF. Wéwczas

[ABCDEF]= ga2\/§ :

gdzie [F] oznacza pole figury F.
Niech P bedzie punktem przeciecia prostych EFF i AB, Q punktem przeciecia prostych AB i CD,
a R punktem przeciecia prostych CD i EF.
Kazdy z tréjkatéw PFA, QBC, RDE jest réwnoboczny o boku dlugosci a. Wobec tego tréjkaty
SAB, SPA i SBQ maja réwne pola — kazdy z nich ma podstawe dhugosci a i jednakowa wysokosé
opuszczong na te podstawe. Zatem
1
[ABS] = g[PQS] .
Analogicznie uzyskujemy réwnosci
1 1
[CDS])= g[QRS] oraz [EFS|= g[RPS] .
Poniewaz trdojkat PQR jest rownoczny o boku 3a, wiec na mocy otrzymanych zaleznosci uzyskujemy

[ABS|+[CDS] + [EFS] = %([PQS] +[QRS]+[RPS]) = %[PQR] - % - C”“f‘/g - %[ABCDEF] .




4. Czy istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, dla ktorej liczbe 2™ mozna przedstawi¢ w postaci
sumy co najmniej dwéch kolejnych dodatnich liczb catkowitych? OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie
OdpowiedZ: Taka liczba n nie istnieje.
Przyjmijmy, ze 2" =k+ (k+1)+...+(k+m), gdzie k,m >1 sa liczbami calkowitymi. Korzystajac

ze wzoru 1+2+...+m = im(m+1) sprowadzamy powyzsza zaleznosé do postaci:

2
2”:(m+1)k+m(”;“).

Rozpatrzymy dwa przypadki:

(a) m jest liczba parzysta. Wowczas m = 21, gdzie [ > 1. Wobec tego uzyskana zaleznosé przybiera

postaé 2" = (214 1)(k+1). Uzyskalidémy sprzecznos$é, gdyz liczba nieparzysta 2[+1 (I > 1), nie moze

by¢ dzielnikiem liczby 2.

(b) m jest liczba nieparzysta. Wtedy m =2l —1, gdzie | > 1. Dana zalezno$é przybiera postaé

2" =1(2k+20—1). Podobnie jak w poprzednim przypadku otrzymaliSmy sprzecznosé, gdyz liczba

nieparzysta 2k+2l—1 (k,l > 1) nie moze by¢ dzielnikiem liczby 2.

5. Czy mozna tak przeciaé szescian plaskim cieciem na dwie bryly o réownych objetosciach, aby
w przekroju otrzymaé pieciokat? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie

Odpowiedz: Nie mozna.

Niech « bedzie plaszczyzng dzielaca szeScian na dwie bryly o réwnych objetosciach. Niech z kolei
0 bedzie plaszczyzna, ktora przechodzi przez Srodek szescianu i jest réwnolegla do plaszczyzny a.
Kazda ptaszczyzna przechodzaca przez $rodek symetrii szeScianu rozcina go na dwie przystajace
bryty, a wiec na bryly o réwnych objetoéciach. Wobec tego plaszczyzna (3 rowniez dzieli szeScian na
dwie bryly réwnych objetosciach, a zatem objetos¢ czesci szeScianu zawartej pomiedzy ptaszczyznami
a i 6 musi by¢ réwna 0. Stad wynika, ze plaszczyzna o musi przechodzié przez $rodek szescianu.
Przekréj szeScianu plaszczyzna « jest wiec wielokatem majacym srodek symetrii, a wiec wielokatem
o parzystej liczbie bokéw. Zatem nie istnieje przekrdj szeScianu spelniajacy warunki zadania.




