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Szkice rozwigzan

1. Wyznacz wszystkie liczby catkowite dodatnie, ktére sg 11 razy wigksze od sumy swoich
cyfr.

Rozwigzanie

Niech z=ag+10a;+10%2a5+...+10"a,,, gdzie ag, a1, ... ,a, sa cyframi, bedzie szukang liczba.
Woéwezas dany w tresci zadania warunek mozemy przepisaé¢ w postaci

ao+10a; +10%ag +... +10"a, = 11(ag+ay +as+...+ay).
Jest on réwnowazny zalezno$ci
(1) (102 = 11)ag +(10° —11)az +...+ (10" — 11)a,, = 10ag +a .

Zauwazmy, ze prawa strona rownosci (1) jest liczba dwucyfrowa. Przypu$émy, ze dla pewnej
liczby calkowitej k > 3, liczba ay jest rézna od 0. Wéwezas (10% —11)ay, > 102 — 11 = 989.
Wynika stad, ze lewa strona zaleznosci (1) jest wieksza lub réwna od 989. Otrzymana
sprzecznos$¢ dowodzi, ze az=a4=...=a, =0.

Réwnosé (1) przybiera zatem postaé

(2) 89&2 == 100,0 +aq.

Jesli ag > 2, to lewa strona rownoéci (2) jest wieksza lub réwna od 89-2=178, gdy tymczesem
po prawej stronie tej réwnosci jest liczba co najwyzej dwucyfrowa. Wobec tego as =0 lub
ao = 1.

Jedli ap =0, to ag =a; =0, skad obliczamy x =0. Liczba ta jednak nie spetnia warunkéw
zadania (nie jest dodatnia).

Jedli z kolei ag =1, to ag =8, a1 =9. Wtedy =z =198. Bezposrednio sprawdzamy, ze liczba
ta spelnia warunki zadania.

Odp.: Jedyna liczba spelniajaca warunki zadania jest 198.

2. W turnieju tenisa stolowego uczestniczylo 2n zawodnikéw. Kazdy zawodnik rozegrat
z kazdym innym zawodnikiem co najwyzej jeden mecz. Po turnieju okazalo sie, ze doktadnie
n zawodnikow rozegrato po dwa mecze, a pozostalych n zawodnikow po trzy mecze. Wyz-
nacz wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktorych taka sytuacja jest mozliwa.

Rozwigzanie
Poniewaz doktadnie n zawodnikéw rozegrato po dwa mecze, a pozostalych n zawodnikéw
po trzy mecze, wiec taczna liczba meczéw w turnieju wynosi

2n+3n _ 5n

2 2

Zatem, aby opisana sytuacja byta mozliwa, liczba n musi by¢ parzysta.
Wykazemy teraz, ze jesli n =2k jest liczba parzysta, to mozna zaplanowa¢ mecze tak, aby
spelnione byly warunki zadania.
Przyjmijmy, ze 2n=4k zawodnikow Aq, As, ..., Ay, rozgrywalo mecze w nastepujacy sposob:
zawodnik A; zagral z As, A, zagral z As, ..., Ay zagral z A;. Ponadto przyjmijmy, ze
zawodnik A zagral z Asgi1, As zagral z Agkys, ..., Aog_1 zagral z Ay, 1.
Wowcezas kazdy z n zawodnikow Ao, Ay,..., Ay rozegral dokladnie dwa mecze, a kazdy
z pozostatych n zawodnikow Aq, As, ..., A4r_1 rozegratl doktadnie trzy mecze.




3. Dany jest okrag o srodku S oraz punkt D lezacy na tym okregu. Cieciwa AB przecina
odcinek SD w punkcie C, r6znym od punktu S. Wykaz, ze AB>2CD.

Rozwigzanie
Wykorzystujac nieréwnosé trojkata AC'S uzyskujemy

AC+CS>AS=DS=CD+CS,
skad wynika, ze AC > CD. Analogicznie, wykorzystujac nieréwnosé¢ tréjkata BC'S, dowo-
dzimy, ze BC'>C'D. Dodajac stronami dwie ostatnie nieréwnosci otrzymujemy AB >2CD,
co nalezato udowodni¢.

4. Dodatnie liczby rzeczywiste a, b maja te wlasnosé, ze liczba jest wymierna. Udo-

a J—
wodnij, ze liczba 3 jest takze wymierna.
Rozwigzanie
. .. C a . . ) a—b i 71
Wykazemy najpierw, ze liczba x = 7 jest wymierna. Niech P =p. Wowcezas - 1 =p,
a/ —_—

b

) r—1 . .. . .
skad uzyskujemy prn =p. Wyznaczajac z ostatniej zaleznosci z, otrzymujemy
x
1+p
r=—".
L—p
Poniewaz liczba p jest wymierna, wiec wymierne sa takze liczby 14 p oraz 1—p. Stad
wniosek, ze iloraz liczb 1+ p oraz 1 —p, czyli liczba x, jest takze liczbg wymierna.
Ponadto
2a—b 23—-1 2x-1
2a+b  2¢+1 2z+1°

Poniewaz x jest liczba wymierna, wiec liczby 2z —1 oraz 2x+ 1 sa takze wymierne. Stad
wynika, ze iloraz liczb 2x —1 oraz 2x+1 jest liczba wymierna, co nalezalo wykazac.

5. Czy istnieje taki wieloScian wypukly, ktory ma nieparzysta liczbe krawedzi i ktérego
kazda Sciana ma parzystg liczbe bokéow? Odpowiedz uzasadnij.
. . E' D’

Rozwigzanie

Odp.: Taki wielodcian istnieje, podamy jego konstrukcje.
Rozpatrzmy graniastostup, ktérego podstawami sa sze-
Sciokaty ABCDEF oraz A'B'C'D’'E'F’ (zob. rysunek).
Nastepnie poprowadzmy przez punkty A’ i D’ plaszczyz- A’
ne, ktora przecina krawedzie BB’ i CC’ odpowiednio
w punktach P i Q). Plaszczyzna ta rozcina graniastostup
na dwa wielo$ciany. Jeden z uzyskanych wielo$cianéw
ma osiem $cian bedacych czworokatami i jedna Sciane % N
bedaca szesciokatem, a wiec wszystkie jego Sciany maja - C
parzysta liczbe bokéw. Ponadto wielo$cian ten ma 19,
czyli nieparzysta liczbe krawedzi. A B
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