V Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow
Zawody stopnia drugiego
(9 stycznia 2010 r.)

Szkice rozwigzan

1. Danych jest 21 liczb rzeczywistych. Wiadomo, ze suma kazdych jedenastu sposréd tych
liczb jest wieksza od sumy pozostatych dziesieciu. Wykaz, ze wszystkie te liczby sa dodatnie.

Rozwigzanie
Niech z1,zs,...,221 beda danymi liczbami. Woéwczas

T1+To+x3+...+211 >T12+213+...+ 221,
r1+x190+x13+...+T21 > T2 +2x3+...+T11.
Po dodaniu stronami tych nieréwno$ci otrzymujemy
201+ (xo+x3+...+221) > T2+ T3+ ...+ 221,

skad 2x1 >0, czyli 1 > 0.
Analogicznie dowodzimy, ze pozostate liczby xso,x3,...,221 sa dodatnie.

2. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD, w ktérym
IBAD=<ABC =60° oraz CD< BC.
Na boku BC' tego trapezu wybrano taki punkt F, ze EB=CD. Wykaz, ze BD = AFE.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez P punkt przeciecia prostych BC' i AD. Woéwczas z rownosci katéw danych
w tresci zadania wynika, ze trojkaty ABP i DCP sa réwnoboczne. Wobec tego CP = EB,
a wiec punkty F i C sg symetryczne wzgledem wysokoéci tréjkata ABP poprowadzonej
z wierzchotka A. Stad wynika, ze AE = AC = BD.

3. Wyznacz wszystkie takie dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych obie liczby
n*4+n+1 oraz n’4+n+3
sa pierwsze.

Rozwigzanie

Dla n =1 obie liczby sg pierwsze: wynosza odpowiednio 3 i 5.

Wykazemy, ze dla n > 2 co najmniej jedna z liczb n24+n+1, n?+n+3 jest zlozona.

Jedli liczba n jest podzielna przez 3 lub przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2, to liczba
n?+n+3=n(n+1)+3 jest podzielna przez 3. Poniewaz liczba n?+mn+3 jest wieksza od 3,
wiec jest zlozona.

Jesli natomiast liczba n przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1, to liczba n?+n+1 jest podzielna,
przez 3. Dla n > 2 liczba n? +n+1 jest wicksza od 3, a wiec jest zlozona.




4. Na przyjeciu spotkato sie szes¢ oséb. Okazalo sie, ze kazda z nich ma wérdéd pozostatych
doktadnie trzech znajomych. Wykaz, ze pewne cztery z tych oséb moga usias¢ przy okragtym
stole w taki sposob, aby kazda z nich siedziatla pomiedzy swoimi dwoma znajomymi.

Rozwigzanie

Przyjmijmy, ze osoba A bedaca na przyjeciu ma trzech znajomych: B, C oraz D. Oznaczmy
przez E i F pozostale dwie osoby z przyjecia. Wéwczas osoba E nie moze znaé¢ osoby A,
bowiem w przeciwnym razie osoba A mialaby wiecej niz trzech znajomych. Wobec tego,
jesli osoby E i F' sie znaja, to osoba F musi zna¢ dwie osoby sposréd B, C, D; natomiast
jesli osoby F i F' sie nie znaja, to osoba E zna wszystkie osoby B, C oraz D.

Bez straty ogélnoéci mozemy przyjac, ze znajomymi osoby E sa B i C. Jezeli osoby A, B,
E, C usiada wokot okraglego stotu w tej wlasnie kolejnosci, to kazda z nich bedzie siedziata
miedzy swoimi dwoma znajomymi.

5. Czy istnieje taki ostrostup czworokatny, ktérego kazda krawedz boczna jest prostopadia
do ktoérejs krawedzi podstawy? Odpowiedz uzasadnij.

Uwaga:
Proste prostopadte w przestrzeni nie musza sie przecinac.

Rozwigzanie
Wykazemy, ze taki ostrostup istnieje.
Rozpatrzmy na ptaszczyznie taki czworokat wypukty ABC'D, w ktérym

IBAD =<4ADC =<JACB=90°.

Niech ponadto S bedzie takim punktem w przestrzeni, ze prosta SA jest prostopadia do
plaszczyzny ABCD.

Wykazemy, ze ostrostup SABCD spelnia warunki zadania, a mianowicie, ze:

(a) krawedz S A jest prostopadla do krawedzi AB,

(b) krawedz SB jest prostopadla do krawedzi AD,

(c) krawedz SC' jest prostopadla do krawedzi BC' oraz

(d) krawedz SD jest prostopadta do krawedzi C'D.

Poniewaz prosta SA jest prostopadta do ptaszczyzny ABCD, wiec wlasno$é (a) jest spel-
niona. Wykazemy, ze spelniona jest wlasnosé (b).

Zauwazmy, ze prosta AD jest prostopadta do prostej AS oraz do prostej AB, a wiec jest
prostopadta do plaszczyzny ABS. Stad wynika, ze prosta AD jest prostopadia do kazdej
prostej zawartej w plaszczyznie ABS, a wiec w szczegdlnosci do prostej SB.

Analogicznie dowodzimy wtasnosci (c) oraz (d).




