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Rozwigzania zadan testowych

1. Dodatnia liczba a jest mniejsza od 1. Wynika z tego, ze

N| a)a®>a;

T | b) Va>a;
1
T| ¢) —>a.
a
Komentarz

a) Przyjmujac a = %, uzyskujemy a? = %1 < % =a.
b) Skoro a < 1, to réwniez y/a < 1. Jesli pomnozymy obie strony ostatniej nieréwnosci

przez liczbe dodatnig +/a, to otrzymamy a < +/a.
c) Skoro a < 1, to réwniez a? < 1. Jedli pomnozymy obie strony ostatniej nieréwnosci

przez liczbe dodatnig %, to otrzymamy a < é

2. Istnieje taki pieciokat, w ktorym

T | a) dokladnie jeden kat wewnetrzny ma miare wieksza od 180°;

—

b) doktadnie dwa katy wewnetrzne maja miary wieksze od 180°;

N | c¢) dokladnie trzy katy wewnetrzne maja miary wieksze od 180°.

Komentarz

Niech ABCD bedzie czworokatem wklestym, w ktérym kat przy wierzchotku A ma
miare wieksza od 180° (rys. 1). Niech ponadto K, L, M, N beda takimi punktami znaj-
dujacymi sie odpowiednio na bokach DA, AB, BC, CD, ze odcinek KL znajduje sie na
zewnatrz, a odcinek M N — wewnatrz czworokata ABCD.

rys. 2 rys. 3
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a) W pieciokacie ABMND (rys. 2) tylko kat przy wierzchotku A ma miare wieksza
od 180°.

b) W pieciokacie KLBCD (rys. 3) katy przy wierzchotkach K i L maja miary wieksze
od 180°.

¢) Suma miar katéw wewnetrznych dowolnego pieciokata jest réwna 540°. Tymczasem
gdyby trzy katy wewnetrzne miaty miary wieksze od 180°, to suma miar katéw wewnetrz-
nych byltaby wieksza od 540°. Ugzyskana sprzecznos$¢ oznacza, ze co najwyzej dwa katy

wewnetrzne pieciokata maja miary wicksze od 180°.

3. Liczby a, b, ¢, d sa dodatnie. Liczba b jest o 100% wieksza od liczby a, liczba ¢
jest 0 100% wigksza od liczby b, liczba d jest o 100% wieksza od liczby ¢. Wynika

z tego, ze liczba d jest wicksza od liczby a o

N | a) 300%;

T | b) 700%;

N| ¢) 800%.
Komentarz

7 tresci zadania wynika kolejno, ze
b=a+100%-a=2a, c=b+100%-b=2b=4a, d=c+100%c=2c=28a,

czyli d=a+7a=a+700%-a, a zatem liczba d jest wieksza od liczby a o 700%.

4. Istnieje taki trojkat, ktorego dwa boki maja dlugosci 5 oraz 10, a trzeci bok jest

rowny
N| a) 16;
T | b)8g;
N| ¢)4
Komentarz

Liczby dodatnie a, b, ¢ sa dlugo$ciami bokéw pewnego tréjkata wtedy i tylko wtedy,
gdy spelnione sa nieréwnosci
a+b>c, b+c>a, c+a>b.
a) Liczby 5, 10, 16 nie sa dlugos$ciami bokéw tréjkata, gdyz 54 10 < 16.
c) Liczby 5, 10, 4 nie sa dtugosciami bokéw tréjkata, gdyz 445 < 10.
b) Tréjkat o bokach dlugosci 5, 10, 8 istnieje, gdyz

o+10>8, 10+8>5, 8+5>10.

NARODOWEJ SR/ Matematyczne;

Olimpiada Matematyczna Junioréw jest wspoffinansowana ze srodkéw krajowych Ministerstwa Edukacji Narodowej
Olimpiade dofinansowuje Fundacja mBanku )

MINISTERSTWO \ 7 Stowarzyszenie Fundacj
EDUKACJI @ él na rzecz Edukacji snenas



5. Liczby calkowite a, b, ¢, d sa dodatnie, przy czym utamki % oraz 5 sg nieskracalne.

Wynika z tego, ze

N | a) utamek % jest nieskracalny;

a+c

b+d

N | b) utamek jest nieskracalny;

N | ¢) utamek Z—; jest nieskracalny.

Komentarz
Przyjmujmy a=d =2 oraz b=c=3. Utamki %:% oraz 5 = % sa wowczas nieskracalne,
ale utamki
a 2 atc 5 a-c 6
d 2 b+d 5 b-d 6

sa skracalne.

6. Liczby caltkowite a, b, ¢, d sa dodatnie, przy czym liczby a+b, b+c, c+d sa podzielne
przez 3. Wynika z tego, ze liczba

T | a) a+b+c+d jest podzielna przez 3;

Z

b) a+ ¢ jest podzielna przez 3;

T | c¢) a+d jest podzielna przez 3.

Komentarz

a) Skoro liczby a+0b oraz c+d sa podzielne przez 3, to réwniez ich suma a+b+c+d
jest liczba podzielng przez 3.

¢) Skoro liczby a+b+c+d oraz b+ c sa podzielne przez 3, to réwniez ich réznica a+d
jest liczba podzielng przez 3.

b) Przyjmujac a=c=1 oraz b=d =2 uzyskujemy a+b=b+c=c+d=3, wiec liczby

te spelniaja zatozenia zadania. Tymczasem a-+c =2 nie jest liczbg podzielna przez 3.
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7. Punkty A, B, C, D leza w tej wtaénie kolejnosci na jednym okregu, przy czym
dtugoéci cieciw AC' i BD sa réwne. Wynika z tego, ze

N | a) proste AB i C'D sa rownolegle;

Z

b) proste BC' i DA sa réwnolegle;

T | ¢) czworokat ABCD jest trapezem.

Komentarz

a) Dowolny trapez réwnoramienny ABC'D nie bedacy prostokatem o podstawach BC'
i DA spelnia warunki zadania, a jego ramiona AB i C'D nie sa rownolegte.

b) Dowolny trapez réwnoramienny ABC' D nie bedacy prostokatem o podstawach AB
i C'D spelnia warunki zadania, a jego ramiona BC'i DA nie sa rownolegle.

¢) Skoro dlugosci cieciw AC' i BD sa réwne, to dlugosci odpowiednich tukéw wyzna-
czanych przez te cieciwy takze sa réwne. Sa dwie mozliwosci.

Jezeli tuk AC zawierajacy punkt B ma taka dlugosé jak tuk BD zawierajacy punkt
A, to tuki DA oraz BC' (nie zawierajace zadnych innych wierzchotkéw czworokata) sa
réwne (rys. 4). Wobec tego $DCA=JICAB, gdyz sa to katy wpisane w okrag oparte na
przystajacych tukach, a w konsekwencji proste AB i C'D sa réwnolegte.

Jezeli z kolei tuk AC' zawierajacy punkt B ma taka dlugos¢ jak tuk BD zawierajacy
punkt C, to tuki AB oraz C'D sa réwne (rys. 5). Wobec tego, podobnie jak w poprzednim
przypadku, YADB = <DBC i w konsekwencji proste DA i BC sa réwnolegle.

W obydwu przypadkach pewna para przeciwlegtych bokéow czworokata ABC D to para

bokéw réwnoleglych, wobec czego czworokat ABC D jest trapezem.

8. Objetosé pewnego prostopadtoscianu jest réwna 8. Wynika z tego, ze

N | a) dlugo$¢ co najmniej jednej krawedzi tego prostopadloscianu jest liczba parzysta;

z

b) pole powierzchni tego prostopadloscianu jest mniejsze od 35;

N | ¢) prostopadloécian ten jest szeScianem.
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Komentarz

Rozwazmy prostopadtoscian o wymiarach % X % x 9. Objetos¢ tego prostopadtodcianu
jest rowna 8, wiec spelnia on zatozenia zadania. Tymczasem prostopadiodcian ten nie jest
szeScianem, zadna z jego krawedzi nie ma dlugosci bedacej liczba parzysta, a pole po-
wierzchni tego prostopadtoscianu jest réwne

2 4 2 4 7
2- ( )

§'§+§'9+§'9 :37+§,

a wiec jest wigksze od 35.

9. Istnieje taki prostokat o polu réwnym 36, ktory mozna rozciaé¢ na kwadraty, kazdy

o boku dtugosci

T| a)2;

T| b) V3

N| ¢4
Komentarz

¢) Gdyby prostokat o polu réwnym 36 mozna bylo rozcia¢ na n kwadratéw o boku
dtugoéci 4, to suma pél tych kwadratéw bylaby réwna polu catego prostokata, czyli 36 =n-42.
Stad uzyskujemy n = %, co nie jest liczba catkowita. Wobec tego taki podziat nie jest
mozliwy.

a) Kwadrat o boku 6 ma pole rowne 36 i mozna go rozcia¢ na 9 kwadratéw, kazdy
o boku dtugosci 2.

b) Prostokat o wymiarach 3v/3 x 4v/3 ma pole rowne 36 i mozna go rozcia¢ na 12

kwadratéw, kazdy o boku dtugosei v/3.

10. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d sa rézne od 0 i spelniaja warunek ab > |cd|. Wynika

z tego, ze

T | a) liczby a i b maja ten sam znak;

Z

b) liczba abcd jest dodatnia;

T | ¢)ab+1>|cd+1].

Komentarz

a) Skoro ab> |cd| oraz |cd| >0, to ab>0. Poniewaz iloczyn liczb a i b jest dodatni, wiec
obie te liczby sa dodatnie albo obie te liczby sa ujemne.

¢) Zauwazmy, ze ab+1> |ed|+ 1> |ed+ 1|, skad uzyskujemy teze. Druga nier6wnosé
wynika stad, ze dla kazdej pary liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnos$é |z|+|y| > |x+y].

Aby ja uzasadnié, wystarczy wykazaé, ze |z|+ |y| > x+y oraz |z|+ |y| > —x —y — pierwsza
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tych nieréwnoéci wynika z dodania stronami nieréwnosci |x| >z oraz |y| >y, druga zas
z dodania stronami nieréwnosci |z| > —x oraz |y| > —y.
. . 1 . 1
b) Przyjmujac a=b=d = —1 oraz c= 3, uzyskujemy ab=1> 5 = |cd|, a przy tym

abed = —% jest liczba ujemna.

11. W gronie n 0s6b kazda ma dokladnie trzech znajomych (zakladamy, ze jesli osoba A

zna B, to osoba B zna A). Wynika z tego, ze liczba n jest podzielna przez

Z
o
~
w

Komentarz

a) Liczba wszystkich relacji znajomosci w danej grupie jest réwna 37” Ta liczba jest

naturalna, skad wniosek, ze liczba 3n, a w konsekwencji — liczba n jest parzysta.

b), ¢) Rozwazmy grupe 10 oséb siedzacych przy okraglym stole w taki sposéb, ze
kazda osoba zna tylko swoich sasiadéw oraz osobe siedzaca naprzeciwko niej (na rysunku
6 kropki oznaczaja osoby, a odcinki — znajomosci). W takiej grupie kazdy ma dokladnie

trzech znajomych, a liczba n =10 nie jest podzielna ani przez 3, ani przez 4.

rys. 6
Uwaga

Konstrukcja przedstawiona w rozwiazaniu moze zosta¢ wykorzystana do uzasadnienia,
ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 istnieje grupa 2n oséb, w ktérej kazdy ma doktadnie
3 znajomych. Wystarczy umiesci¢ osoby w wierzchotkach 2n-kata foremnego i ustali¢, ze
kazdy zna tylko osoby umieszczone w sasiednich oraz przeciwleglym wierzchotku.

Inna ogodlna konstrukcja moze polega¢ na rozmieszczeniu osob w wierzchotkach gra-
niastostupa n-katnego i ustaleniu, ze dwie osoby znaja sie wtedy, gdy odpowiadajace im
wierzchotki sg potaczone krawedzia. W taki sposob uzyskujemy przyktady grup 2n oséb

o zadanej wlasnosci dla kazdego n > 3.

NARODOWEJ SR/ Matematyczne;
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12. Kazda sposrdéd pewnych sze$ciu réznych cyfr jest niezerowa. Wynika z tego, ze

mozna te cyfry zapisa¢ w takiej kolejnosci, aby otrzymaé 6-cyfrowa liczbe

T | a) parzysta;

H

b) nieparzysta;

N | ¢) podzielng przez 4.

Komentarz

a) Co najwyzej pie¢ spoérdd szesciu danych cyfr to cyfry nieparzyste. Wobec tego
wsréd danych szedciu cyfr jest pewna cyfra parzysta. Aby uzyskaé 6-cyfrowa liczbe parzysta,
wystarczy te cyfre umiesci¢ na koncu, jako cyfre jednodci.

b) Co najwyzej cztery sposrod szesciu danych cyfr to cyfry parzyste. Wobec tego
wsrod danych sze$ciu cyfr sa co najmniej dwie cyfry nieparzyste. Aby uzyskaé¢ 6-cyfrowa
liczbe nieparzysta, wystarczy jedng z nich umiesci¢ na koncu, jako cyfre jednodci.

c) Jezeli sze$¢ danych cyfr to 1, 3, 5, 7, 9 oraz 4, to nie mozna z nich utworzy¢ 6-cyfrowej
liczby podzielnej przez 4. Rzeczywiscie, jedynym sposobem, aby uzyska¢ liczbe parzysta,
jest umieszczenie cyfry 4 na koncu. Jednak wéwczas dwucyfrowa koncowka moze by¢ réwna
tylko 14, 34, 54, 74 lub 94, wiec na mocy cechy podzielnosci przez 4, cata liczba nie jest

podzielna przez 4.

13. Od szedcianu o krawedzi 1 mozna odciaé¢ ptaskim cieciem ostrostup o objetosci

1

N ..
a) 5

1

T| b) =
) 67

1
T —
©) o4

Komentarz

a) Kazde cigcie sze$cianu na dwie bryty o objetosciach % przechodzi przez srodek syme-
trii tego szescianu. Wobec tego w przekroju uzyskiwana jest figura srodkowosymetryczna,
a zatem nie bedaca tréjkatem. Stad wniosek, ze jesli uzyskany zostanie ostrostup, to ptasz-
czyzna ciecia wyznacza podstawe tego ostrostupa. Jednak plaszczyzna cigcia przechodzi
co najwyzej przez cztery wierzchotki szescianu, a zatem po kazdej jej stronie znajduja sie
jeszcze co najmniej dwa wierzchotki szeScianu. Tymczasem, gdyby uzyskany zostat ostro-
stup, po pewnej stronie musiatby pozosta¢ tylko jeden wierzchotek. Uzyskana sprzecznosé
oznacza, ze uzyskanie ostrostupa nie jest mozliwe.

b) Rozwazmy szesScian o krawedzi 1, ktérego jednym z wierzchotkéw jest punkt A,

a trzema z krawedzi sa odcinki AB, AC, AD (rys. 7). Plaszczyzna BC'D odcina od tego
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szedcianu czworo$cian (a wiec i ostrostup) ABCD o objetosci

11 1

S .2 AB-AC-AD=-.

3 2 6

c c
vl ol
i A ! A

| |

B B

rys. 7 rys. 8

c¢) Niech C’ oraz D’ beda $rodkami odpowiednio krawedzi AC oraz AD sze$cianu
wprowadzonego w rozwiazaniu poprzedniego punktu (rys. 8). Wéwczas plaszczyzna BC' D’

odcina od tego sze$cianu czworoécian ABC’D’ o objetosci

11 |
5 5 AB-ACTAD' = .

14. Antek rozdzielit 100 cukierkow pomiedzy swoich 15 kolegéw, przy czym kazdy z nich

otrzymal od Antka co najmniej jednego cukierka. Wynika z tego, ze

T | a) co najmniej jeden kolega Antka otrzymal parzysta liczbe cukierkéw;

N | b) co najmniej jeden kolega Antka otrzymatl nieparzysta liczbe cukierkéw;

T | ¢) pewnych dwéch kolegéw Antka otrzymalo po tyle samo cukierkéw.

Komentarz

a) Gdyby wszyscy koledzy Antka otrzymali nieparzysta liczbe cukierkéw, to po zsu-
mowaniu tych 15 liczb uzyskalibysmy réwniez liczbe nieparzysta. Tymczasem taczna liczba
rozdanych cukierkéow, rowna 100, jest parzysta. To oznacza, ze co najmniej jeden kolega
Antka otrzymal parzysta liczbe cukierkow.

¢) Gdyby kazdych dwéch kolegéw Antka otrzymalo inne liczby cukierkéw, to Antek

musialtby rozdac ich co najmniej
14+24+34+...+15=120.

Tymczasem zostalo rozdanych tylko 100 cukierkéw. To oznacza, ze pewnych dwéch kolegow
Antka otrzymalo po tyle samo cukierkéw.

b) Antek mégt na przyklad rozdaé 14 kolegom po 2 cukierki, a pietnastemu koledze daé
100 —2-14 =72 cukierki. Wowczas wszyscy koledzy otrzymaliby parzyste liczby cukierkow.
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15. Kazda dodatnia liczbe catkowita mozna przedstawi¢ w postaci réznicy

T | a) liczby podzielnej przez 101 i liczby podzielnej przez 100;

Z

b) liczby podzielnej przez 100 i liczby podzielnej przez 15;

T | c) liczby podzielnej przez 7 i liczby podzielnej przez 5.

Komentarz

a) Liczbe calkowita m mozna przedstawi¢ jako 101n — 100n. Przedstawienie to ma
zadana wtasnosé, gdyz liczba 101n jest podzielna przez 101, a liczba 100n jest podzielna
przez 100.

c) Liczbe caltkowita n mozna przedstawié¢ jako 21n—20n. Przedstawienie to ma zadana
wlasnosé, gdyz liczba 21n jest podzielna przez 7, a liczba 20n jest podzielna przez 5.

b) Kazda liczba bedaca réznica liczby podzielnej przez 100 i liczby podzielnej przez 15
jest liczba podzielna przez 5. Wobec tego w zadanej postaci nie da sie przedstawi¢ zadnej
liczby nieparzystej niepodzielnej przez 5, na przyktad liczby 1.

Uwaga

Kazda dodatnia liczbe catkowita podzielna przez 5 mozna przedstawi¢ w postaci opi-
sanej w punkcie b):

5n =200n—195n =100-2n—15-13n.
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