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Rozwigzania zadan testowych

1. Istnieje taki graniastostup, ktérego liczba krawedzi jest réwna

T a) 3100;

N b) 5100;

N C) 100001.
Komentarz

Rozwazmy graniastostup, ktoérego podstawe stanowi pewien n-kat. Liczba krawedzi

tego graniastostupa jest rowna 3n. Wobec tego liczba krawedzi graniastostupa jest po-

dzielna przez 3.

a) Liczba 3100 jest podzielna przez 3. Jest to liczba krawedzi graniastostupa, ktérego

podstawg jest 3%°-kat.

b), ¢) Liczba 5'% nie jest podzielna przez 3, gdyz w rozktadzie tej liczby na czynniki
pierwsze nie wystepuje liczba 3. Réwniez liczba 100001 nie jest podzielna przez 3, gdyz

suma cyfr tej liczby nie jest podzielna przez 3.

2. Istnieje 2011 takich réznych liczb pierwszych, ze

T | a)ich suma jest liczba nieparzysta;

T | b) ich suma jest liczba parzysta;

T | c¢) ich iloczyn jest liczba parzysta.

Komentarz
a) Rozwazmy 2011 dowolnych réznych, nieparzystych liczb pierwszych. Ich suma jest

liczba nieparzysta.

b), ¢) Rozwazmy 2011 réznych liczb pierwszych, z ktorych jedna jest réwna 2. Ich
iloczyn jest podzielny przez 2, czyli jest liczbg parzysta.

Wiéroéd rozwazanych liczb jest 2010 liczb nieparzystych. Ich suma jest liczbg parzysta.
Po dodaniu liczby 2, suma wszystkich liczb w dalszym ciagu jest liczba parzysta.
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3. Liczby a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw pewnego tréjkata oraz (a—b)(b—c)(c—a)=0.
Wynika z tego, ze jest to trojkat

T | a) réwnoramienny;

Z

b) réwnoboczny;

N | c¢) ostrokatny.

Komentarz
a) Poniewaz (a—b)(b—c)(c—a) =0, wiecc a—b=0 lub b—c=0 lub ¢—a =0, zatem
a=>blub b=c lub c¢=a. Wobec tego pewne dwa boki rozwazanego trojkata sa rowne, czyli

jest on rownoramienny.

b), ¢) Zauwazmy, ze boki dowolnego tréjkata rozwartokatnego réwnoramiennego spet-

niaja podana w tresci zadania réwnos¢.

4. Towar X podrozal o 20%, a towar Y podrozal o 50%, w efekcie czego oba towary

kosztuja tyle samo. Wynika z tego, ze przed podwyzka

N | a) towar X byl o 20% drozszy od towaru Y

H

b) towar X byl o 25% drozszy od towaru Y

N | c¢) towar X byt o 30% drozszy od towaru Y.

Komentarz
Uzasadnimy, ze towar X byl o 25% drozszy od towaru Y. Podamy dwa sposoby tego

uzasadnienia.

Sposob 1
Oznaczmy przez x poczatkowa cene towaru X, a przez y poczatkows cene towaru Y.

Po podwyzce cena towaru X wynosi x+ %x = gx. 7 kolei cena towaru Y po podwyzce

jest réwna y+ %y = %y. Wobec tego %m = %y, czyli = gy, wiec = %y =y+ %y.
Sposob 11
Poniewaz aktualna cena towaru X jest rowna g ceny towaru przed podwyzka, wiec

pierwotna cena tego towaru wynosita % obecnej ceny. Podobnie uzasadniamy, ze cena
towaru Y wynosita przed podwyzka % aktualnej ceny.

Rozwazmy dwa przystajace prostokaty, symbolizujace obecne, réwne ceny towardw
X 1Y (rys. 1). Oznaczmy na szaro czesci prostokatéow, odpowiadajace pierwotnym cenom
towaréw, czyli % pierwszego i % drugiego prostokata. Zauwazmy, ze szary prostokat, od-
powiadajacy pierwotnej cenie towaru X, jest o i czyli 25% dtuzszy niz szary prostokat,

odpowiadajacy pierwotnej cenie towaru Y.
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Towar X:

Towar Y:

rys. 1

5. Dodatnie liczby a, b spetniaja warunek a+b=1. Wynika z tego, ze

T| a)a®+b2<1;
b) Va+vb<1;
T| ¢)ab<1.

Z

Komentarz

a) Zauwazmy, ze (a+b)? =1, czyli a®+2ab+b* =1, zatem a?+b* =1 —2ab. Poniewaz
liczby a i b sa dodatnie, wiec 2ab > 0. Stad wynika, ze a®+b? < 1.

b) Przyjmujac a = % oraz b= %, otrzymujemy +/a+vb= @ + ‘/75 =v2>1.

c¢) Skoro a+b=1 oraz liczby a i b sa dodatnie, to a <1 i b< 1. Obie strony ostatnich

nieréwnosci sa dodatnie, a zatem mozemy je pomnozy¢ stronami. Otrzymujemy ab < 1.

6. Liczby catkowite x i y sa dodatnie, a ich suma jest liczba podzielng przez 3. Wynika

z tego, ze

N | a) kazda z liczb x i y jest podzielna przez 3;

Z

b) liczba 22+ y? jest podzielna przez 3;

T | c) liczba 22 —y? jest podzielna przez 3.

Komentarz

a), b) Przyjmijmy = =1 oraz y=2. Wéwczas liczba z+y =3 jest podzielna przez 3.
Jednak wtedy zadna z liczb z, y oraz 2 +y? =5 nie jest podzielna przez 3.

¢) Zauwazmy, ze x2 —y? = (x+y)(x —y). Pierwszy czynnik tego iloczynu jest liczba

podzielna przez 3. Stad wynika, ze liczba 22 —y? jest podzielna przez 3.

7. W tréjkacie ABC wysokosci AF i BF sa réwne. Wynika z tego, ze

N | a) wszystkie wysokosci tego tréjkata sa réwne;
b) katy BAC' i ABC' sa réwne;
T | c) srodkowe AK i BL trdjkata ABC' sa réwne.

H
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Komentarz
b) Pole tréjkata ABC' jest réwne %~BC’~AE, a takze %'AC’-BF. Wobec tego
1 1

—-BC-AE=—--AC-BF.
2 ¢ 2 ¢

Poniewaz AE = BF, wiec BC' = AC'. Zatem katy BAC' i ABC sg réwne.

c) Wykazalidémy wyzej, ze BC' = AC. Wynika z tego, ze tréjkat ABC ma o$ symetrii,
przechodzacg przez wierzchotek C'. Stad wniosek, ze sSrodkowe AK i BL trojkata ABC' sa
rowne.

a) Zauwazmy, ze tréjkat prostokatny réwnoramienny, o kacie prostym przy wierz-

chotku C, spelnia warunki zadania, lecz nie wszystkie wysokosci tego trojkata sa rowne.

8. Dodatnia liczba catkowita n ma dokladnie trzy rézne dodatnie dzielniki. Wynika

z tego, ze

T | a) liczba n jest kwadratem pewnej liczby catkowitej;

Z

b) liczba n jest iloczynem co najmniej dwoch réznych liczb pierwszych;

N | c) liczba n? ma doktadnie szeéé réznych dodatnich dzielnikéw.

Komentarz
b) Przypu$émy, ze liczba n ma co najmniej dwa rézne dzielniki pierwsze p i q. Wowczas
jej dzielnikami sa co najmniej cztery rézne liczby dodatnie 1, p, q oraz pq, co przeczy

zalozeniom.

a) WykazaliSmy przed chwila, ze liczba n ma co najwyzej jeden dzielnik pierwszy,
czyli jest réwna p”*, dla pewnej liczby pierwszej p oraz pewnej nieujemnej liczby catkowi-
tej k. Liczba takiej postaci ma dokladnie k+1 réznych dzielnikéw dodatnich: 1,p,p?, ..., p".
Poniewaz liczba n ma trzy rézne dodatnie dzielniki, wiec k+1=3, czyli k=2. Stad wynika,
ze n=p?, dla pewnej liczby pierwszej p.

c) Skoro n = p?, dla pewnej liczby pierwszej p, to n? = p*. Wobec tego liczba n? ma

dokladnie pieé¢ réznych dodatnich dzielnikéw: 1, p, p?, p? oraz p*.

Uwaga
Jesli p’fl . pIQ€2 p;‘” jest rozkltadem liczby n na czynniki pierwsze (liczby p1,p2,...,p
sa roznymi liczbami pierwszymi, a ky, ks, ...,k dodatnimi liczbami catkowitymi), to liczba

dzielnikéw liczby n jest réwna (k1 +1)(ke+1)...(k,+1).
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9. Kazdy z dwoch bokéw tréjkata ostrokatnego ma diugosé 2. Wynika z tego, ze

T | a) pole tego tréjkata jest mniejsze od 2;

H

b) kazda wysokosé¢ tego trdjkata ma diugo$é mniejsza od 2;

N | c¢) trzeci bok tego trojkata ma dlugosé mniejsza od 2.

Komentarz

b) Rozwazmy dowolny tréjkat ostrokatny ABC i jego wysoko$é AE (rys. 2). W tréj-
kacie prostokatnym AFEB przyprostokatna AFE jest krotsza od przeciwprostokatnej AB.
Podobnie wykazujemy, ze odcinek AFE jest krétszy od odcinka AC.

A zatem w tréjkacie ostrokatnym ABC', wysoko$¢ poprowadzona z dowolnego wierz-
chotka jest krétsza od kazdego z bokéw wychodzacych z tego wierzchotka. Poniewaz w trdj-
kacie, o ktéorym mowa w zadaniu, dwa boki maja dlugos¢ 2, wiec kazda wysokos$é¢ tego
trojkata ma dlugosé mniejsza od 2.

C

rys. 2

a) Rozpatrzmy wysoko$¢ danego trdjkata, opuszczona na bok dtugosci 2. WykazaliSmy

wyzej, ze ma ona dlugo$¢ mniejsza od 2. Wobec tego pole trojkata jest mniejsze od %-2-2:2.

c) Zauwazmy, ze tréjkat réwnoboczny o boku dlugosci 2 spetnia warunki zadania.

10. Wsrdd kazdych pieciu réznych liczb catkowitych istniejg takie dwie, ktérych

T | a) réznica jest podzielna przez 4;

Z

b) suma jest podzielna przez 4;

N | ¢) iloczyn jest podzielny przez 4.

Komentarz

a) Kazda liczba calkowita daje z dzielenia przez 4 jedna z czterech reszt: 0, 1, 2
lub 3. Wobec tego wéréd kazdych pieciu réznych liczb catkowitych istnieja co najmniej
dwie takie a i b, ktore daja taka sama reszte z dzielenia przez 4. Oznacza to, ze a =4k +r

oraz b=4l+r, gdzie k i [ sa liczbami catkowitymi, a liczba r jest rowna 0, 1, 2, 3 lub 4.
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Wobec tego k—1=4(k—1). Liczba k—1 jest calkowita, skad wniosek, ze liczba a —b jest

podzielna przez 4.

b) Rozpatrzmy pieé réznych liczb catkowitych, z ktérych kazda daje reszte 1 z dzielenia
przez 4 (np. 1, 5,9, 13, 17). Suma kazdych dwdch z nich daje reszte 2 z dzielenia przez 4,
a wiec nie jest liczba podzielng przez 4.

¢) Rozpatrzmy pie¢ réznych nieparzystych liczb catkowitych (np. 1, 3, 5, 7, 9). Za-
uwazmy, ze iloczyn dowolnych dwoch z nich jest liczbg nieparzysta, czyli nie jest podzielny

przez 4.

11. Prostokat ABCD jest zawarty w kwadracie o boku dtugosci 1 i zaden z punktow
A, B, C, D nie lezy na brzegu tego kwadratu. Wynika z tego, ze

T | a) AB-BC<1;

N| b) AB<1;
T| ¢) AC< V2.
Komentarz

a) Poniewaz prostokat ABCD jest zawarty w kwadracie o boku dtugosci 1 1 nie jest

calym kwadratem, wiec jego pole jest mniejsze od pola tego kwadratu, czyli AB-BC < 1.

c) Najdhuzszym odcinkiem zawartym w kwadracie jest jego przekatna. Poniewaz
dany w zadaniu kwadrat ma bok dtugoéci 1, wiec jego przekatna ma diugosé v/2. Punkty
A1 C nie lezg na brzegu kwadratu, czyli odcinek AC jest krétszy od przekatnej kwadratu.
Zatem AC < /2.

b) Przypusémy, ze odcinek AB dlugosci 1 lezy na przekatnej kwadratu w taki sposéb,
ze zaden z punktéw A, B nie pokrywa si¢ z wierzchotkiem kwadratu (rys. 3). Wowczas

dowolny prostokat o boku AB, zawarty wewnatrz danego kwadratu, spelnia warunki za-

dania.
rys. 3
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12. Dane sa takie dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ze liczby a?+4b? oraz ab sa wymierne.

Wynika stad, ze wymierna jest liczba

a b
T “. 2.
a) 5+
T| b) (a+b)?;
c) a+b.
Komentarz

a) Zauwazmy, ze

b ab ' ab  ab

a b a? b2_a2+b2
a

b
Wobec tego liczba %+ — jest wymiarna, jako iloraz dwoch liczb wymiernych.
a

b) Liczby a?+b? oraz 2ab sa wymierne, a zatem ich suma a®+b? +2ab= (a+b)?

rowniez jest liczba wymierna.

¢) Przyjmijmy a = /2 oraz b= /2. Woéwczas liczby a?+b?> =2+2=4 oraz ab=2 sa

wymierne, ale liczba a+b=2v/2 nie jest wymierna.

13. Dany jest trojkat ABC, w ktérym SACB =40°. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata
ABC, przy czym SAPB =80°. Wynika z tego, ze

T | a) kazdy z katéw C AP i CBP jest mniejszy od 40°;

b) trojkat ABP jest ostrokatny:;

N | ¢) punkt P jest érodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Komentarz

a) Suma katéw w czworokacie wklestym APBC jest réwna 360°, wiec
(360° —XAPB)+<CAP+<CBP+<ACB =360°,
zatem YCAP+<YCBP=<YAPB—<JACB=80°—40°=40°. Stad wynika, ze kazdy z katow
CAP i CBP jest mniejszy od 40°.

¢) Rozpatrzmy okrag w opisany na tréjkacie ABP (rys. 5). Zauwazmy, ze dowolny
punkt P’, lezacy na okregu w, wewnatrz trojkata ABC, spelnia warunki zadania, gdyz
JAP'B = <JAPB =280°, jako katy wpisane oparte na tym samym tuku.
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rys. 4 rys.

b) Rozpatrzmy tréjkat ABC, w ktérym SCAB =110° oraz SABC =30° (rys. 6).
Wéwezas SLACB = 40°. Wybierzmy punkt P lezacy po tej samej stronie prostej AB, co

punkt C', dla ktorego spelnione sg réwnosci:
JCAP=15° oraz JCBP=25°.
Wéwezas punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC. Podobnie jak w czesci a) wykazujemy, ze
JAPB=4CAP+9CBP+JACB =15°+425°+40° =80°.

Ponadto $PAB=<CAB—<JCAP=110°—15°=95°. Tréjkat ABP jest wiec rozwartokatny.
C

P
A B
rys. 6
14. Liczba \/3—2\/5—\/5 jest
T | a) catkowita,
N | b) niewymierna;
N | c¢) dodatnia.
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Komentarz
Zauwazmy, ze 3—2v2=2—22+1= (\/5— 1)2. Liczba V2 —1 jest dodatnia, wiec
\/3—2v2=+2-1. Stad wynika, ze

V3-2v2-vV2=v2-1-V2=-1.

15. Dany jest ostrostup o parzystej liczbie wierzchotkow, ktérego wszystkie krawedzie
maja rowna dlugosé. Wynika z tego, ze liczba krawedzi danego ostrostupa jest

mniejsza od

N| a)o9;

T | b) 11;

T| c¢)13.
Komentarz

b), ¢) Przyjmijmy, ze podstawa rozwazanego ostroslupa jest pewien n-kat. Wtedy
liczba krawedzi tego ostrostupa jest réwna 2n, a liczba jego Scian bocznych jest réwna n.
Krawedzi jest zatem dwa razy wiecej niz Scian bocznych.

Poniewaz wszystkie krawedzie danego ostrostupa majg réwnag diugosé, wiec jego
Sciany boczne sa trojkatami rownobocznymi, ktorych katy przy wierzchotku ostrostupa
sa rowne 60°. Suma katow plaskich przy (gérnym) wierzchotku ostrostupa musi by¢é mniej-
sza niz 360°. Wobec tego liczba $cian bocznych wynosi co najwyzej 5. A zatem liczba

krawedzi ostrostupa jest réwna co najwyzej 10.

a) Ostrostup, ktérego podstawe stanowi pieciokat foremny, a $ciany boczne sa tréj-

katami réwnobocznymi, spelnia warunki zadania.
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