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Rozwigzania zadan testowych

1. W sklepie ,,U Bronka” cena spodni byta réwna cenie sukienki. Cene spodni najpierw
podniesiono o 5%, a nastepnie nowa cene obnizono o 15%. Z kolei cene sukienki
najpierw obnizono o 15%, a nastepnie nowg cene podniesiono o 5%. Wynika z tego,

ze w efekcie tych zmian

N | a) cena spodni jest wieksza od ceny sukienki;

)

b) cena spodni jest réwna cenie sukienki;

N | ¢) cena spodni jest mniejsza od ceny sukienki.

Komentarz

Niech a oznacza poczatkowa cene spodni oraz sukienki.

Po 5%-owej podwyzce spodnie kosztuja a+a-5% =a-1,05. Po obnizce tej ceny o 15%
cena spodni réwna sie a-1,05—(a-1,05)-15% =a-1,05-0,85.

Z kolei po 15% obnizce sukienka kosztuje a—a-15% =a-0,85. Po podniesieniu tej ceny
0 5% cena sukienki wynosi a-0,85+a-0,85-5% =a-0,85-1,05.

W efekcie tych zmian ceny spodni i sukienki sa rowne.

2. Liczba 6°-12'2 jest podzielna przez

T| a) 8%

N| b) 10'0;

N| c) 1818,
Komentarz

a) Zauwazmy, ze 1212 =(22.3)12=224.312 graz 8% = (23)% =224, Wobec tego liczba 1212
jest podzielna przez 8%, a wiec réwniez liczba 6°-1212 jest podzielna przez 8°.
b) Liczba 100 jest podzielna przez 5, a iloczyn 6°-1212 — nie jest.
c) Obie liczby 1818 oraz 6°-1212 rozkladamy na czynniki pierwsze:
1818 — (2 .32)18 — 218 X 336
66‘1212 — (2‘3)6‘(22‘3)12 :26‘36_224_312 :230318
Widzimy stad, ze 1818 jest liczba podzielng przez 33¢, a 6°-12!2 — nie. Wobec tego 6°-1212

nie moze byé¢ wielokrotnoécig liczby 1818,
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3. Istnieje taka liczba rzeczywista x, ze
T| a)z(z+1)=(z+1)(x+2);
b) x(x+1)=(z+2)(x+3);
T| ¢) 2?2=(z+1)%

H

Komentarz
a) Dla x =—1 mamy z(z+1)=-1-0=0-1=(z .
b) Dla . =—3 mamy z(z+1)=-2-(—3)=1-2 =(2+2)(z+3).

¢) Dla z=—1 mamy 2> =(—3)?=(3)?=(z+1)%

4. Wszystkie boki pieciokata wypuktego ABC DFE sa réwnej dlugosci. Wynika z tego, ze

N | a) wszystkie przekatne pieciokata ABCDE sa réownej dtugosci;

Z

b) proste AB i CE sa réwnolegle;

N | c¢) pieciokat ABCDE jest foremny.

Komentarz

Niech ABDFE bedzie kwadratem, a BC'D — trdjka-

tem rownobocznym zbudowanym na zewnatrz tego kwa-

dratu (rys. 1). Wéwczas wszystkie boki pieciokata wypu-
ktego ABCDE sa rownej dtugosci.

A

rys. 1

a) Mamy AD > BD, gdyz w tréjkacie prostokatnym ABD przeciwprostokatna jest
dtuzsza od przyprostokatne;j.

b) Proste AB i DE sa réwnolegle, a proste DE i C'E nie sa réwnolegte. Wobec tego
proste AB i C'E rowniez nie sg réwnolegte.

c) Nie wszystkie katy wewnetrzne pieciokata ABCDE sg réwne, np. SEAB = 90°,
a $BCD =60°. Wobec tego nie jest to pieciokat foremny.

5. Istnieje dodatnia liczba catkowita o sumie cyfr réwnej 2, ktéra jest podzielna przez

H
=3
~—
o

Komentarz

a) Liczba jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, gdy jej suma cyfr jest podzielna
przez 3. Wobec tego nie istnieje liczba o sumie cyfr 2, ktéra jest podzielna przez 3.
b) Liczba 20 ma sume cyfr réwna 2 i jest podzielna przez 5.

c¢) Liczba 1001 ma sume cyfr réwna 2 i jest podzielna przez 7 (1001 =7-11-13).
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6. Liczba calkowita a jest podzielna przez 6, a liczba calkowita b jest podzielna

przez 10. Wynika z tego, ze liczba

N | a) a+b jest podzielna przez 16;

)

b) a-b jest podzielna przez 60;

T | c) 5a+3b jest podzielna przez 15.

Komentarz

Poniewaz liczba a jest podzielna przez 6, wiec a =6k dla pewnej liczby catkowitej k.
Podobnie, skoro b jest liczba podzielna przez 10, to b=10¢ dla pewnej liczby catkowitej ¢.

b) Mamy a-b=6k-10¢=60-k{(. Poniewaz liczba k¢ jest calkowita, wiec z ostatniej
réwnosci wynika, ze liczba a-b dzieli si¢ przez 60.

c¢) Mamy b5a+3b=>5-6k+3-100 =15-2(k+¥¢). Liczba 2(k+{) jest catkowita, wiec
z ostatniej zaleznosci wynika, ze liczba 5a+ 3b dzieli si¢ przez 15.

a) Przyjmimy a =6 oraz b=0. Wtedy a jest liczba podzielng przez 6, a b — liczba
podzielna przez 10. Jednak liczba a+ b= 6 nie jest podzielna przez 16.

7. Istnieje taka liczba catkowita n, ze dwiema ostatnimi cyframi liczby n? sa

T | a)44;

N | b) 55;

N| c¢) 66.
Komentarz

a) Przyjmijmy n = 12. Wtedy n? = 144.

b) Przypus$émy, Ze istnieje taka liczba calkowita n, ze n? konczy sie cyframi 55. Wow-
czas liczba n jest nieparzysta oraz podzielna przez 5. W zwiazku z tym liczba n? jest nie-
parzysta i podzielna przez 25. Jednak kazda liczba nieparzysta podzielna przez 25 konczy
si¢ cyframi 25 lub 75.

¢) Liczba, ktérej dwiema ostatnimi cyframi sa 66 jest parzysta, ale niepodzielna przez 4.

Taka liczba nie moze by¢ kwadratem liczby catkowite;j.

8. Trojkat rownoboczny mozna rozciaé¢ na

T | a) 4 tréjkaty réwnoboczne;

T | b) 6 trojkatéw réwnobocznych;

T | c¢) 1000 tréjkatéw réwnobocznych.
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Komentarz

a) Trojkat réwnoboczny mozna rozciaé¢ na 4 tréjkaty réwnoboczne wzdluz odcinkéw
taczacych srodki bokéw (rys. 2).

b) Tréjkat réwnoboczny o boku dlugosci 3 mozna rozciaé¢ na 5 tréjkatéw réwnobocz-
nych o boku dtugosci 1 oraz jeden trojkat réwnoboczny o boku dlugosci 2 — tacznie 6
trojkatow réwnobocznych (rys. 3).

c¢) Zauwazmy, ze jedna z czesci uzyskanych w podziale z punktu a) mozna ponownie
rozciaé na 4 trojkaty réwnoboczne, tym samym otrzymujac 3 dodatkowe kawalki. Nastepnie
dowolny z tych kawalkéw mozna ponownie rozcia¢ na 4 trojkaty réwnoboczne i otrzymacé
kolejne 3 czeSci. Powtarzajac te czynnos$¢ tacznie 332 razy, uzyskamy w koncu podziat

tréjkata rownobocznego na 4+ 3-332 = 1000 trojkatéw réwnobocznych (rys. 4).

rys. 2 rys. 3 rys. 4

9. Podczas spotkania grupy 6 oséb wymieniono dokladnie 9 usciskéw dtoni, przy czym

kazda para os6b wymienita co najwyzej jeden uscisk dtoni. Wynika z tego, ze

N | a) pewna osoba wymienila co najmniej 4 usciski dloni;

Z

b) pewna osoba wymienila doktadnie 3 usciski dloni;

N | ¢) kazdy wymienil co najmniej 1 uscisk dloni.

Komentarz

Na ponizszych obrazkach kazda gruba kropka oznacza osobe, a odcinek taczacy dwie
kropki — uécisk dtoni miedzy odpowiadajacymi im osobami.

a) Moze sie zdarzy¢, ze kazdy wymienil doktadnie 3 usciski dloni (rys. 5).

b) Moze si¢ zdarzy¢, ze kazdy wymienit 2 lub 4 udciski dloni (rys. 6).

c¢) Moze sie zdarzy¢, ze pewna osoba nie wymienila ani jednego uscisku dtoni (rys. 7).

rys. rys. 6 rys. 7
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10. Istnieja takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, ze wérdd liczb a-b, b-c, c-a sa

N | a) dokladnie dwie dodatnie;

—

b) doktadnie dwie ujemne;

N | c¢) dokladnie trzy ujemne.

Komentarz
c¢) Gdyby wszystkie trzy dane iloczyny byly ujemne, to ich iloczyn réwniez bylby liczba
ujemna. Tymczasem

a-b-b-c-c-a=(abc)?

jest kwadratem liczby rzeczywistej, a wiec liczba nieujemna.

a) Przypudémy, ze wsrod danych trzech iloczynéw sa dokladnie dwa dodatnie. Wtedy
zadna z liczb a, b, ¢ nie jest rowna 0; w przeciwnym razie co najmniej dwa sposréd iloczynow
a-b, b-c, c-a bytyby réwne 0, a wtedy nie mogtoby by¢ dwoch dodatnich. W zwiagzku z tym
trzeci iloczyn nie moze by¢ réwny 0, a wiec musi by¢ liczbg ujemna. Wowcezas, podobnie jak
w rozwigzaniu punktu c), uzyskujemy sprzeczna nieréwnoéé (abc)? < 0.

b) Przyjmujac a =1 oraz b=c= —1, uzyskujemy
a-b=-1, b-c=1, c-a=-1.

Wiéroéd tych trzech liczb sa doktadnie dwie ujemne.

11. Dokladnie 70% uczniéw pewnej klasy uczy sie jezyka angielskiego, doktadnie 50%
uczy sie jezyka niemieckiego oraz doktadnie 30% uczy sie jezyka francuskiego. Wy-

nika z tego, ze

N | a) kazdy uczen tej klasy uczy sie co najmniej jednego jezyka obcego;

Z

b) co najmniej polowa ucznidéw tej klasy uczy sie co najmniej dwdch jezykow;

T | c¢) istnieje osoba, ktéra uczy sie co najmniej dwéch jezykéw, w tym niemieckiego.

Komentarz
a), b) Przypusémy, ze w 10-osobowej klasie jest:
e 3 uczniow, ktorzy ucza si¢ wszystkich trzech jezykow:;
e 2 uczniow, ktorzy ucza sie tylko niemieckiego;
e 4 uczniow, ktorzy ucza sie tylko angielskiego;
e 1 uczen, ktory nie uczy sie zadnego jezyka obcego.
Wéwcezas warunki zadania sa spelnione, a przy tym istnieje uczen, ktory nie uczy sie
zadnego jezyka obcego oraz mniej niz potowa ucznidow uczy sie co najmniej dwéch jezykow.
c¢) Skoro 50% uczniéw uczy sie niemieckiego, a 70% uczniéw uczy sie angielskiego, to

co najmniej 20% uczniéw uczy sie obu tych jezykéw jednoczesnie.
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12. Istnieje taki czworokat wypukly, ze kazda jego przekatna dzieli go na dwa trojkaty

T | a) prostokatne;

Z

b) ostrokatne;

T | c) rozwartokatne.

Komentarz

a) Kazda przekatna prostokata dzieli go na dwa tréjkaty prostokatne.

b) Gdyby taki czworokat istnial, to jego kazdy kat wewnetrzny bylby ostry. Jednak
wowczas suma katow wewnetrznych tego czworokata bylaby mniejsza od 4-90° = 360°, co
nie moze mie¢ miejsca.

¢) Rozwazmy prostokat AKCL, w ktérym AK =3, KC =1 oraz takie punkty B i D
lezace odpowiednio na bokach AK i CL, ze AB=CD =1 (rys. 8). Woéwczas katy KBC,
KBD, LDA, LDB sa ostre, wiec kazda przekatna rownolegtoboku ABC D dzieli go na dwa

trojkaty rozwartokatne.
L D C

rys. 8

13. Suma cyfr dodatniej liczby catkowitej n jest réwna liczbie cyfr liczby n. Wynika

z tego, ze

N | a) kazda cyfra liczby n jest réwna 1;

—

b) iloczyn cyfr liczby n jest mniejszy od 2;

N | ¢) suma cyfr liczby n+1 jest wieksza od sumy cyfr liczby n.

Komentarz

a) Jezeli n =20, to liczba n ma dwie cyfry i sume cyfr réwna 2.

¢) Jezeli n=1000000009, to suma cyfr i liczba cyfr liczby n sa réwne (obie wynosza 10).
Tymczasem suma cyfr liczby n+1=1000000010 jest rowna 2, a zatem jest mniejsza od sumy
cyfr liczby n.

b) Jezeli pewna cyfra liczby n jest réwna 0, to iloczyn cyfr liczby n jest takze rowny 0,
a wiec w szczegdlnodci jest on mniejszy od 2. W przeciwnym przypadku kazda cyfra liczby n
jest dodatnia. Wtedy z warunku, ze suma cyfr liczby n jest rowna liczbie jej cyfr wynika,
ze wszystkie cyfry liczby n réwne sa 1. Wéwcezas jednak takze iloczyn cyfr takiej liczby jest

mniejszy od 2.
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14. Sposréd wierzchotkéw szeScianu wybrano pie¢. Wynika z tego, ze wsréd wybranych

punktow istnieja

T | a) dwa, ktére sa polaczone krawedzia szescianu;

—

b) trzy, ktére sa wierzcholtkami tréjkata réwnobocznego;

N | c¢) cztery, ktére sa wierzchotkami prostokata.

Komentarz

Rozwazmy szescian o przeciwlegtych $cianach ABCD i A’ B'C' D’ oznaczonych tak, ze
odcinki AA’, BB', CC’, DD’ sa krawedziami szescianu (rys. 9). I o
a) Skoro wybrano pie¢ punktéw, to wybrano obydwa konce w / B’/

;

co najmniej jednej sposréd krawedzi AA’, BB', CC’, DD'.
b) Zauwazmy, ze AB'CD’ oraz A’BC'D to czworo$ciany,

ktorych wszystkie krawedzie maja jednakowa dlugosé (réwna

dlugosci przekatnej Sciany szescianu). Skoro wybrano pieé¢ punk- DT 7 C

tow, to pewne trzy naleza do tego samego z tych dwéch czwo- 4 B
roscianéw, a zatem wyznaczajg tréjkat réwnoboczny. rys. 9
¢) Przypu$émy, ze wybrano punkty A, B, C, B’, D'. Wowczas zadne cztery z tych

punktéw nie lezg w jednej plaszczyznie; nie moga wiec by¢ wierzchotkami prostokata.

15. Dodatnie liczby catkowite a, b, ¢ sa takie, ze liczby 2%, 2°, 2¢ sa dtugosciami bokéw
pewnego trojkata. Wynika z tego, ze

T | a) jest to tréjkat ostrokatny;

—

b) liczby a, b, ¢ sa dlugo$ciami bokéw pewnego tréjkata;

T | c¢) co najmniej dwie sposrdd liczb a, b, ¢ sa réwne.

Komentarz

Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze a <b< c.

c¢) Przypusémy, ze b <c, czyli b+1 < c. Wowczas

90 4 9b < 9b 4 ob —gb+1 < 9¢.
co przeczy nieréwnodci tréjkata o bokach 2%, 2. 2¢. To oznacza, ze b=c.

b) Bezposrednio sprawdzamy, ze a+b>b=c, b+c>b>a, c+a > c> a, wiec liczby a,
b, ¢ spelniaja nieréwnos¢ tréjkata.

a) Z poprzednich dwéch punktéw wynika, ze tréjkat o bokach 22, 2b, 2¢ jest row-
noramienny i dtugos$¢ ramienia jest w nim nie mniejsza od dlugosci podstawy. Poniewaz
w trojkacie naprzeciw dtuzszego boku lezy wiekszy kat, wiec wynika z tego, ze kat miedzy
ramionami jest nie wigkszy od kata miedzy podstawa a ramieniem, a ten jest ostry w kazdym

tréjkacie réwnoramiennym.
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