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Wstep

W roku szkolnym 2011/2012 Komitet Gléwny Olimpiady Matematyczej Junio-
row, organizowanej wowczas jeszcze pod nazwa Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow
(OMG), postanowil uatrakcyjni¢ zawody konkursowe. VII edycja OMG (2011/2012) zostala
przeprowadzona w nowej, eksperymentalnej formule. Zawody stopnia pierwszego (odbywa-
jace sie dotychczas wylacznie w systemie korespondencyjnym) zostaly dodatkowo rozbudo-
wane o czesS¢ testowa. Decyzja ta byta poparta przekonaniem, ze dzigki tej zmianie Olim-
piada zyska na popularnosci, dajac mozliwosé udziatu w zawodach kazdemu gimnazjaliscie,
ktoéry pasjonuje sie matematyka.

Wzrost popularnosci OMG podczas VII edycji byl znaczacy. W czesci testowej
zawodéw pierwszego stopnia wzieto udzial ponad 14000 uczestnikéw z ponad 1200 szkot.
Okoto 4000 uczniéw nadestato swoje rozwiazania z czesci korespondencyjnej — czterokrotnie
wiecej niz w roku poprzednim. Od tego momentu czesé testowa zawodow pierwszego stopnia
stata si¢ stalym elementem zawodow.

Test odbywa sie we wrze$niu kazdego roku, tego samego dnia i o tej samej godzi-
nie we wszystkich szkotach, ktére zarejestruja swoj udzial w Olimpiadzie poprzez strone
internetowa Olimpiady: omj.edu.pl. Podczas 75-minutowego sprawdzianu w warunkach
kontrolowanej samodzielno$ci uczestnik rozwiazuje 15 zadan zamknietych. Kazde zadanie
testowe sktada si¢ z trzech niezaleznych stwierdzen, z ktorych czesé jest prawdziwa, a czesé
falszywa (moga by¢ takze wszystkie prawdziwe lub wszystkie falszywe). Zadaniem uczest-
nika jest rozstrzygniecie, ktére z tych trzech stwierdzen sa prawdziwe. Jesli uczen poda
poprawne odpowiedzi we wszystkich trzech przypadkach, otrzymuje 1 punkt. Podanie po-
prawnych odpowiedzi w dwoch przypadkach premiowane jest 1/2 punktu. W pozostalych
przypadkach uczen nie otrzymuje punktéw.

Wynikiem uzyskanym w zawodach pierwszego stopnia jest suma punktéow obu cze-
Sci: korespondencyjnej i testowej. Z czesci korespondencyjnej mozna uzyska¢ maksymalnie
42 punkty, z testowej — 15 punktow.

Niniejsza publikacja zawiera wszystkie zadania testowe OMJ do XIV edycji Olim-
piady w roku szkolnym 2018/2019, w tym takze pytania testu probnego, ktory zostal przy-
gotowany we wrzesniu 2011 roku, jeszcze przed pierwszym testem. Zadania zostaty pogru-
powane tematycznie. Obszerna czes¢ opracowania stanowia odpowiedzi do kazdego pytania,
ktore opatrzono szczegdtowym wyjasnieniem. Ciekawym uzupelnieniem jest koncowa czesé
zawierajaca informacje o tym, jak na pytania testowe odpowiadali uczestnicy Olimpiady.

Zadania testowe OMJ sa tatwiejsze od otwartych zadan olimpijskich, jednak na
og6l trudniejsze od typowych zadan szkolnych. Dlatego swoja przygode z olimpijska ma-
tematyka warto rozpoczaé¢ juz w szkole podstawowej od prob samodzielnego rozwiazania
zadan testowych OMJ. Mamy nadzieje, ze niniejsza publikacja okaze si¢ w tym pomocna.

Warszawa, wrzesien 2019 r.

Waldemar Pompe
przewodniczgcy Komisji Zadaniowej OMJ






Tresci zadan

Liczby rzeczywiste

1. Zmieszano 1 litr 4% roztworu soli kuchennej w wodzie z 2 litrami 4% roztworu soli

kuchennej w wodzie. Otrzymano wéwczas roztwor o stezeniu
a) 4%;
b) 6%;
c) 12%.

2. Mieszajac w odpowiednich proporcjach roztwory soli kuchennej w wodzie, o steze-

niach 10% i 30%, mozna otrzymacé roztwor o stezeniu

a) 20%;
b) 27%;
c) 40%.

3. W sklepie ,,U Bronka” cena spodni byta réwna cenie sukienki. Ceng spodni najpierw
podniesiono o 5%, a nastepnie nowa cene obnizono o 15%. Z kolei cene sukienki
najpierw obnizono o 15%, a nastepnie nowg cene¢ podniesiono o 5%. Wynika z tego,
ze w efekcie tych zmian

a) cena spodni jest wigksza od ceny sukienki;
b) cena spodni jest réwna cenie sukienki;

¢) cena spodni jest mniejsza od ceny sukienki.
4. Towar X podrozal o 20%, a towar Y podrozal o 50%, w efekcie czego oba towary
kosztuja tyle samo. Wynika z tego, ze przed podwyzka

a) towar X byl o 20% drozszy od towaru Y
b) towar X byl o 25% drozszy od towaru Y

c¢) towar X byl o 30% drozszy od towaru Y.

5. Dane sa takie dodatnie liczby a i b, ze 30% liczby a jest réwne 60% liczby b. Wynika

z tego, ze
a) a=2b;
b) b=2a;

c) liczba a jest o 100% wieksza od liczby b.
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6. Dodatnia liczba a powiekszona o 50% jest réwna dodatniej liczbie b pomniejszone;j
o 50%. Wynika z tego, ze liczba b jest

a) 2 razy wieksza od liczby a;

b) 3 razy wieksza od liczby a;

c) 4 razy wieksza od liczby a.

7. W kazdym z trzech lat 2018, 2019 i 2020 pensja pana Antoniego bedzie o 5% wieksza
od jego pensji z roku poprzedniego. Wynika z tego, ze pensja pana Antoniego w roku
2020 bedzie wieksza od jego pensji z roku 2017 o

a) dokladnie 15%;
b) wiecej niz 15%;
¢) mniej niz 15%.
8. Istnieje taka liczba rzeczywista x, dla ktorej
) [l —1]+2] = 0;
b) [lz—1[+2|=1;
c) [lx—1[+2]=2.

9. Istnieje taka liczba rzeczywista x, ze

a) z(x+1)=(x+1)(x+2);

b) x(x+1)=(x+2)(x+3);

c) #? = (z+1)2

10. Liczby rzeczywiste x, y sa rézne od 0 oraz spelniaja warunek 2x = 3y. Wynika

z tego, ze
a) x<y;
b) z>y;
c) x#y.
11. Liczby a, b, ¢ sa dodatnie i spelniaja uktad réwnan

c

a—b=-

3

c

b=—

a—+ 7

Wynika z tego, ze

a) b<c oraz c<a;

b) a<b oraz b<c;

c)b<a oraz a<c.




Tresci zadan — Liczby rzeczywiste 7

12. Dodatnie liczby a, b spelniaja warunek a+b=1. Wynika z tego, ze

a) a®+b? < 1;

b) Va+vb<1;

c) ab< 1.

13. Nieréwnosé vVz2—1>x

a) nie ma rozwigzan w zbiorze liczb rzeczywistych;

b) ma co najmniej jedno rozwiazanie w zbiorze liczb rzeczywistych;

¢) ma nieskonczenie wiele rozwiazan w zbiorze liczb rzeczywistych.

14. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja warunki a > b oraz ¢ > d. Wynika z tego, ze

a) a+c > b+d;
b) a—c > b—d;
c) ac > bd.

15. Liczby rzeczywiste a i b spetniaja nieréwnosé a > b. Wynika z tego, ze

a) a® > ab;

b) a? > b?;

16. Istnieja takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, ze wsrdd liczb a-b, b-c, c-a sa

a) dokladnie dwie dodatnie;

b) doktadnie dwie ujemne;

c¢) doktadnie trzy ujemne.

17. Na odcinku dtugosci 1 wybrano trzy rézne punkty dzielac ten odcinek na cztery

czesci. Wynika z tego, ze

a) dlugo$é co najmniej jednej z tych czesci jest wieksza od 1/5;

b) suma dlugosci pewnych dwdch z tych czesci jest nie mniejsza od 1/2;

c¢) z pewnych trzech cze$ci mozna zbudowaé tréjkat.

18. Réwnanie 22 —2|z|=0 ma

a) co najmniej jedno rozwiazanie;

b) doktadnie dwa rozwiazania;

c¢) wiecej niz dwa rozwiazania.




19. Nieréwno$é (z%2+2)z <z
a) nie ma rozwiazan;

b) ma nieskonczenie wiele rozwiazan;

c) jest spelniona przez pewna liczbe dodatnia.

20. Liczby rzeczywiste z, y spelniaja nieréwnosé z(x+2) <y(y+2). Wynika z tego, ze

a) r <y;

b) z+y# —2;

c) |lz+1]<|y+1].

21. Nier6wnosé¢ (xz—4)(z—9) >0 jest prawdziwa dla

a) T =1/3;

b) x=+/T;

c) x=+/17.

22. Antek, biegnac z predkoécia z km/h, jeden kilometr pokonuje w ciagu x minut,
gdzie x jest pewng dodatnia liczbg rzeczywista. Wynika z tego, ze

a) x jest liczba wymierna;

b) Antek biegnie z predkoscia wigksza niz 8 km/h;

c¢) gdyby Antek szedl z predkoscia %x km/h, to jeden kilometr pokonywalby w ciagu

22 minut.

Liczby wymierne i niewymierne

23. Liczby rzeczywiste a i b sa rézne od zera, a liczba av/24by/3 jest wymierna. Wynika

z tego, ze

a) obie liczby a i b sa niewymierne;

b) co najmniej jedna z liczb a, b jest wymierna,

c¢) co najmniej jedna z liczb a, b jest niewymierna.

24. Liczba /2- % {5/5 jest

a) niewymierna;

b) mniejsza od 2;

c) réwna /2 dla pewnej liczby calkowitej n > 1.
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2
25. Liczba \/(1—\/5) +/2 jest

a) calkowita;

b) niewymierna,

c) wieksza od 1,8.

26. Liczba

2 1
+ jest
1+v3 243 !

a) niewymierna;

b) catkowita,;

2
c¢) wieksza od 3

27. Liczba 1/3—2v2—v2 jest

a) calkowita;

b) niewymierna;

c¢) dodatnia.

28. Liczba {/9- /27 jest

a) niewymierna;
b) réwna /27;

c) catkowita.

29. Liczba 4/0,4444... jest

a) wymierna;

b) réwna 0,2222...;

c¢) wieksza od 0, 5.

246 3++15 5++/10 -
34v6 5+v15 2410 °

30. Liczba

a) wymierna;
b) wieksza od 1;
c¢) réwna v/ 30.

31. Liczby wymierne a, b, ¢ sa rézne i kazdy z iloczynéw a-b, b-c, c-a jest liczba

catkowita. Wynika z tego, ze

a) co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest calkowita;

b) co najmniej dwie z liczb a, b, ¢ sa catkowite;

c) kazda z liczb a, b, ¢ jest catkowita.
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32. Liczba z jest wymierna, a liczba y jest niewymierna. Wynika z tego, ze

a) liczba z+vy jest niewymierna;

b) liczba x -y jest niewymierna;

c) liczba x4+ y+x -y jest niewymierna.

33. Dane sa takie liczby a, b, ze a>b oraz liczby a(b+1) i b(a+1) sa wymierne. Wynika

z tego, ze

a) liczba a—b jest wymierna;

b) liczba ab jest wymierna;

c) obie liczby a i b sa wymierne.

34. Liczby a, b sa dodatnie oraz liczby \/E+\/5 i a—b sa wymierne. Wynika z tego, ze

a) wymierna jest liczba \/a —v/b;

b) wymierna jest kazda z liczb v/a i v/b;

¢) wymierna jest liczba a+b.

35. Dane sa takie dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ze liczby a?+b? oraz ab sa wymierne.

Wynika stad, ze wymierna jest liczba

b a’

b) (a+b)?;

c) a+b.

36. Dtugos¢ przekatnej pewnego kwadratu jest liczbg niewymierna. Wynika z tego, ze

a) pole tego kwadratu jest liczba wymierna;

b) dlugos$é boku tego kwadratu jest liczba wymierna;

c) obwod tego kwadratu jest liczba catkowita.

37. Liczba a? jest niewymierna. Wynika z tego, ze liczba

a) a jest niewymierna;

b) a jest wymierna;

c) a* jest wymierna.




Liczby catkowite

38. Suma pewnych czterech r6znych dodatnich liczb catkowitych jest liczba nieparzysta.
Wynika z tego, ze

a) co najmniej jedna z tych liczb jest nieparzysta;

b) iloczyn tych liczb jest liczba parzysta;

c¢) co najmniej dwie z tych liczb sg parzyste.

39. Istnieje 2011 takich réznych liczb pierwszych, ze

a) ich suma jest liczba nieparzysta;

b) ich suma jest liczba parzysta,;

¢) ich iloczyn jest liczba parzysta.

40. Istnieje liczba pierwsza p > 13 o tej wlasnosci, ze kazda cyfra liczby p jest rowna

a) 0 lub 7,

b) 1 lub 3;

c) 2 lub 5.

41. Dodatnia liczbe calkowita n zwiekszono o 50%, a nastepnie wynik zmniejszono

0 50%. W rezultacie otrzymano liczbe caltkowita m. Wynika z tego, ze

a) m=n;

b) liczba n jest podzielna przez 4;

c) liczba m jest podzielna przez 3.

42. Liczby catkowite a, b, c sa dodatnie. Kazda z nich daje reszte 1 z dzielenia przez 3.

Wynika z tego, ze

a) liczba a+ b+ c jest podzielna przez 3;

b) suma cyfr liczby a+b+c jest podzielna przez 3;

¢) liczby a+b oraz c sa rézne.

43. Liczby catkowite z i y sa dodatnie, a ich suma jest liczba podzielna przez 3. Wynika

z tego, ze

a) kazda z liczb z i y jest podzielna przez 3;

b) liczba 2% +y? jest podzielna przez 3;

c) liczba 22 —y? jest podzielna przez 3.

11
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44. Wsréd kazdych pieciu réznych liczb catkowitych istniejg takie dwie, ktoérych

a) réznica jest podzielna przez 4;

b) suma jest podzielna przez 4;

c) iloczyn jest podzielny przez 4.

45. Dane sg takie liczby catkowite a, b, ¢, d, ze liczba ab+ bc+ cd+ da jest podzielna

przez 5. Wynika z tego, ze podzielna przez 5 jest co najmniej jedna z liczb

a) a+b, c+d;

b) a+c¢, b+d;

c) a+d, b+c.

46. Dodatnia liczba catkowita n jest podzielna przez kazda z nastepujacych dziewieciu

liczb: 1,2,3,...,9. Wynika z tego, ze liczba n jest

a) podzielna przez 10;

b) podzielna przez 27;

c¢) wigksza lub réwna 1-2-3-...-9.

47. Istnieje dodatnia liczba catkowita o sumie cyfr rownej 2, ktora jest podzielna przez

49. Istnieje dodatnia liczba catkowita n o nastepujacej wlasnosci: mozna tak przestawic

cyfry zapisu dziesietnego liczby 2", aby otrzymac pewna catkowita potege liczby

50. Dane sg takie liczby calkowite a i b, ze liczby a+b i a —b sa podzielne przez 12.
Wynika z tego, ze obie liczby a i b sa podzielne przez
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51. Liczba calkowita a jest podzielna przez 6, a liczba calkowita b jest podzielna

przez 10. Wynika z tego, ze liczba

a) a+b jest podzielna przez 16;

b) a-b jest podzielna przez 60;

c¢) 5a+3b jest podzielna przez 15.

52. Dodatnia liczba catkowita d jest dzielnikiem dodatniej liczby catkowitej a. Liczbe d
zwiekszono o 30% uzyskujac w wyniku liczbe calkowita bedaca dzielnikiem liczby a.

Wiynika z tego, ze liczba a jest podzielna przez

a) 10;

b) 13;

c) 30.

53. Suma cyfr dodatniej liczby catkowitej a wynosi 30. Wynika z tego, ze liczba a jest

podzielna przez

54. Suma cyfr dodatniej liczby catkowitej n jest réwna liczbie cyfr liczby n. Wynika

z tego, ze

a) kazda cyfra liczby n jest réwna 1;

b) iloczyn cyfr liczby n jest mniejszy od 2;

c¢) suma cyfr liczby n+1 jest wieksza od sumy cyfr liczby n.

55. Liczba 33...3 jest podzielna przez 99. Wynika z tego, ze liczba n jest podzielna

n tréjek

a) przez 3;

b) przez 6;

c) przez 9.

56. Liczby a i b sa calkowite. Wynika z tego, ze liczba 2a(a+1)(a+2)+3b(b+1) jest

podzielna przez




14

Zadania testowe Olimpiady Matematycznej Junioréw (2011-2017)

57. Liczba 6%-12'? jest podzielna przez

a) 8%;

b) 1019;

c) 1818,

58. Liczba 9! —167 jest podzielna przez

c) 31649

59. Cyfry 1, 2, 3, 4, 5, 6 mozna ustawi¢ w takiej kolejnoéci, aby otrzymac liczbe sze-

Sciocyfrowa, ktora jest

a) podzielna przez 5;

b) podzielna przez 9;

c) liczba pierwsza.

60. Iloczyn a-b liczb calkowitych a, b jest podzielny przez 400. Wynika z tego, ze co

najmniej jedna z liczb a, b jest podzielna przez

61. Na tablicy napisano siedem réznych liczb catkowitych. Wynika z tego, ze

a) suma pewnych trzech sposréd nich jest podzielna przez 2;

b) suma pewnych czterech spoéréd nich jest podzielna przez 2;

c¢) suma pewnych trzech spoéréd nich jest podzielna przez 3.

62. Liczba dodatnich liczb nieparzystych, mniejszych od 22918 jest réwna

a) 21009;

b) 22017.

63. Istnieja takie rézne liczby pierwsze p, g, ze liczba

a) pg+1 jest liczba pierwsza;

b) pg+1 jest liczba zlozona;

c) p+q jest liczba pierwsza.
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64. Liczba naturalna a jest dwucyfrowa, a liczba naturalna b jest trzycyfrowa. Wynika

z tego, ze

a) suma a+b jest liczba trzycyfrowa;

b) iloczyn a-b jest liczba czterocyfrowa;

¢) suma a+b ma mniej cyfr niz iloczyn a-b.

65. Dodatnia liczba catkowita n ma doktadnie trzy rézne dodatnie dzielniki. Wynika z

tego, ze

a) liczba n jest kwadratem pewnej liczby catkowitej;

b) liczba n jest iloczynem co najmniej dwoch réznych liczb pierwszych;

c) liczba n? ma doktadnie sze$é réznych dodatnich dzielnikéw.

66. Dodatnie liczby a i b sa catkowite i ich najwickszy wspoélny dzielnik jest rowny 1.

Ponadto liczba a-b jest kwadratem liczby catkowitej. Wynika z tego, ze

a) obie liczby a i b sa kwadratami liczb calkowitych;

b) najwiekszy wspélny dzielnik liczb a oraz a+b jest réwny 1;

c) liczba a+b jest kwadratem liczby catkowite;j.

67. Liczbe n mozna przedstawi¢ w postaci sumy kwadratéw dwoch liczb catkowitych.
Wynika z tego, ze w postaci sumy kwadratow dwdéch liczb catkowitych mozna przed-

stawi¢ takze liczbe

a) 2n;

b) 3n;

c) 4n.

68. Istnieje taka liczba calkowita n, ze dwiema ostatnimi cyframi liczby n? sa

a) 44;

b) 55;

c) 66.

69. Kazde dwie sposérdod trzech dodatnich liczb catkowitych a, b, ¢ sa rézne. Ponadto
liczby te spekiaja zaleznosci NWD(a,b) =1 oraz NWD(a,c) =1. Wynika z tego, ze

a) NWD(b,c) =1,

b) NWD(a,b+c)=1;

¢) NWD(a,bc) = 1.




70. Iloczyn cyfr dodatniej liczby catkowitej n jest réwny 4190, Wynika z tego, ze
a) liczba n jest parzysta;
b) liczba n ma co najmniej 100 cyfr;

c¢) suma cyfr liczby n jest nie mniejsza od 400.

71. Dodatnia liczba catkowita n ma te wtasnos¢, ze liczba \/2++/4+n jest naturalna.
Wynika z tego, ze liczba n jest

a) podzielna przez 2;

b) podzielna przez 3;
c) wieksza od v/2014.

72. Dodatnie liczby catkowite m, n spetniaja warunek m >n. Wynika z tego, ze
a)m > n+1;

b) Vil > VAt 1;

c) m? > n?+3.

Geometria ptaska

73. Miary «, 3, v katéw pewnego trojkata spetniaja warunek a+ 3 <~. Wynika z tego,
ze
a) tréjkat ten jest ostrokatny;
b) tréjkat ten jest rozwartokatny;

c) taki trojkat nie istnieje.

74. Liczby a, b, ¢ sa dtugosciami bokéw pewnego tréjkata oraz (a—b)(b—c)(c—a)=0.
Wynika z tego, ze jest to tréjkat
a) rownoramienny;
b) réwnoboczny;

c) ostrokatny.

75. Liczby a, b, ¢ sa dtugosciami bokéw pewnego trojkata. Wynika z tego, ze istnieje
trojkat o bokach dtugosci
a)a+1,b+1, c+1;
b) a?, b2, %

c) va, Vb, \/c.
16
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76. Dodatnie liczby calkowite a, b, ¢ sa takie, ze liczby 2%, 2°, 2¢ sa dtugosciami bokéw
pewnego tréjkata. Wynika z tego, ze

a) jest to trojkat ostrokatny:;

b) liczby a, b, ¢ sa dlugo$ciami bokéw pewnego tréjkata;

c¢) co najmniej dwie sposrdd liczb a, b, ¢ sa réwne.

77. W trdjkacie ABC wysokoéci AE i BF sa réwne. Wynika z tego, ze

a) wszystkie wysokosci tego trojkata sa rowne;

b) katy BAC' i ABC' sa réwne;

c) srodkowe AK i BL tréjkata ABC' sa réwne.

78. Kazda z dwoch wysokosci pewnego trojkata ma dilugosé wieksza od 1. Wynika

z tego, ze

a) trzecia wysokosé tego trdéjkata réwniez ma dtugosé wieksza od 1;

b) kazdy z bokéw tego tréjkata ma dlugoéé wieksza od 1;

1
c) pole tego trojkata jest wieksze od 3

79. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym SACB =40°. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata
ABC, przy czym SAPB =80°. Wynika z tego, ze

a) kazdy z katéow C' AP i CBP jest mniejszy od 40°;

b) tréjkat ABP jest ostrokatny;

c¢) punkt P jest §rodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC.

80. Dany jest trojkat ABC, w ktérym BC = AC. Dwusieczna kata BAC przecina
odcinek BC' w punkcie D. Wynika z tego, ze kat ADC jest

a) réwny 3- $DAC;

b) wiekszy od kata ACB;

c¢) mniejszy od kata BAC.

81. Istnieje trojkat, w ktorym réznica miar pewnych dwoch katéw wewnetrznych jest

réowna

a) 90°;

b) 100°;

c) 200°.
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82. Trojkat réwnoboczny mozna rozciaé na

a) 4 tréjkaty réwnoboczne;

b) 6 trojkatow réwnobocznych;

c¢) 1000 tréjkatéw réwnobocznych.

83. Tréjkat T rozcieto wzdluz odcinka na dwa trojkaty Th i Ts, a trojkat S — na
trojkaty S11.S2. Okazato sie, ze trojkat 11 jest przystajacy do trojkata Sy, a trojkat
T jest przystajacy do trojkata So. Wynika z tego, ze trojkaty T'i .S

a) maja réwne pola;

b) maja réwne obwody;

c) sa przystajace.

84. Dwa z bokéw trojkata prostokatnego maja diugosci 3 oraz 4. Wynika z tego, ze
trzeci bok tego trojkata ma dtugosé

a) nie mniejsza od 5;

b) nie wieksza od 5;

c¢) réwna b.

85. Dany jest taki tréjkat ABC, ze SACB =30°. Promiefi okregu opisanego na tym

tréjkacie jest rowny R, a promien okregu wpisanego jest rowny r. Wynika z tego, ze

a) AB=R;

_Rv3,

b

c) pole tréjkata ABC jest mniejsze od R2.

86. Punkt I jest $srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, w ktérym SACB = 50°.
Wynika z tego, ze

a) YAIB =100°;

b) SAIB > 110°;

c) SAIB <120°.

87. W trojkacie ABC kat ABC jest dwa razy wickszy od kata BAC. Dwusieczna kata
ABC przecina okrag opisany na tym tréjkacie w punkcie E. Wynika z tego, ze

a) FA= BC;

b) CA=2-BC;

c) proste EC i AB sa réwnolegle.
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88. Kazdy z dwéch bokéw trojkata ostrokatnego ma diugosé 2. Wynika z tego, ze

a) pole tego tréjkata jest mniejsze od 2;

b) kazda wysoko$¢ tego tréjkata ma dlugo$é mniejsza od 2;

c) trzeci bok tego trojkata ma dlugo$¢ mniejsza od 2.

89. W tréjkacie ABC punkt M jest Srodkiem boku AB, a punkt D jest spodkiem

wysokosci poprowadzonej z wierzchotka C'. Wynika z tego, ze

a) 2-DM < AB;

b) CD < AC oraz CD < BC;

c) CM < AC oraz CM < BC.

90. W tréjkacie réwnoramiennym ABC o podstawie AB punkt M jest srodkiem ra-
mienia BC. Wynika z tego, ze

a) 22.AM < 3-BC;,

b) pola trojkatéw ABM i ACM sa réwne;

¢) JCAM =14CAB.

91. Dane sg trojkaty ABC i A’B’C’, dla ktérych
AB< A'B', BC<B'C' oraz CA<C'A.

Wynika z tego, ze

a) obwdd tréjkata ABC' jest mniejszy od obwodu tréojkata A’B'C’;

b) pole tréjkata ABC' jest mniejsze od pola trojkata A’B'C’;

c) istnieje trojkat przystajacy do trojkata ABC, ktéry mozna umiesci¢é wewnatrz

trojkata A'B'C’.

92. Kazdy bok kwadratu powiekszono o 20%. Wynika z tego, ze pole tego kwadratu

zwiekszylo sie o

a) 20%;

b) 40%;

c) 44%.

93. Istnieje kwadrat, w ktérym przekatna jest dtuzsza od boku o doktadnie
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94. Prostokat ABCD jest zawarty w kwadracie o boku dlugosci 1 i zaden z punktow
A, B, C, D nie lezy na brzegu tego kwadratu. Wynika z tego, ze

a) AB-BC < 1;

b) AB < 1;

c) AC < /2.

95. Punkt P znajduje sie¢ wewnatrz prostokata ABCD o polu 1, przy czym AB > BC.
Wynika z tego, ze

a) co najmniej jeden z trojkatow ABP, BCP, CDP, DAP ma pole mniejsze od 0, 26;

b) suma pdl tréjkatéow ABP i CDP jest wieksza od 0, 5;

c¢) suma pdl tréjkatéw ABP i BCP jest wieksza od 0,5.

96. Czworokat wypukly ABCD ma dokladnie dwie osie symetrii. Wynika z tego, ze

ten czworokat jest

a) rombem;

b) prostokatem;

¢) réwnoleglobokiem.

97. Przekatne czworokata wypuklego ABCD sa prostopadte. Wynika z tego, ze

a) czworokat ten jest kwadratem;

b) czworokat ten jest rombem;

c) AB2+CD?*=BC?*+ DA%

98. Istnieje taki czworokat wypukty, ze kazda jego przekatna dzieli go na dwa trojkaty

a) prostokatne;

b) ostrokatne;

c¢) rozwartokatne.

99. W czworokacie wypuklym ABCD pola tréjkatéw ABC i ADC sg réwne. Wynika

z tego, ze

a) pola tréjkatéw BC'D i BAD sa réwne;

b) $rodek przekatnej BD nalezy do przekatnej AC;

c) czworokat ABCD jest réwnoleglobokiem.

f—t

00. Kazdy bok pewnego czworokata ma dlugos¢ mniejsza od 1. Wynika z tego, ze

a) pole tego czworokata jest mniejsze od 1;

b) istnieje kwadrat o boku 1, w ktérym ten czworokat jest zawarty;

c) dtugoéé kazdej przekatnej tego czworokata jest mniejsza od /2.
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101. Czworokat wypuklty ABCD jest opisany na okregu i AB = BC. Wynika z tego, ze

a) YABC = SADC;
b) CD = DA,

c) czworokat ABCD jest rombem.

102. Punkty A i B lezg na okregu o $rodku O, przy czym SOAB = 45°. Punkt C' lezy
na dhuzszym tuku AB tego okregu. Wynika z tego, ze

a) YABO =45°;
b) SACB = 45°;
¢) SABC < 130°.

f—t

03. Wszystkie boki pieciokata wypuktego ABC DFE sa réwnej dtugosci. Wynika z tego, ze

a) wszystkie przekatne pieciokata ABCDE sa réwnej dlugosci;

b) proste AB i CE sa réwnolegle;

c) pieciokat ABCDE jest foremny.

104. Wszystkie katy sze$ciokata wypuklego ABCDEF sa rowne. Wynika z tego, ze

a) proste AB i DE sa rownolegle;
b) odcinki BC' i E'F' sa réwnej dlugosci;
c) szedciokat ABCDEF jest foremny.

105. Szesciokat foremny podzielono na sze$¢ przystajacych wielokatéw wypuktych. Wy-

nika z tego, ze kazdy z tych wielokatéw ma co najmniej

a) jeden kat wewnetrzny o mierze 60°;

b) jeden kat wewnetrzny o mierze 120°;

c) dwa katy wewnetrzne ostre.

106. Szesciokat ABCDEF jest opisany na okregu o srodku S. Wynika z tego, ze

a) AB+CD+EF=BC+DE+FA;
b) AD=BE=CF,
¢) suma pdl tréjkatéow ABS, CDS, EF'S jest rébwna sumie pol trojkatéw BCS, DES,

FAS.

107. Wielokat A ma co najmniej osiem wierzchotkéw oraz dwa razy wiecej bokéw niz

wielokat B. Wynika z tego, ze wielokat A ma

a) dwa razy wiecej wierzchotkéw niz wielokat B;

b) dwa razy wiecej przekatnych niz wielokat B;

c) parzysta liczbe przekatnych.
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108. Dany jest 101-kat foremny A;As... A191. Wynika z tego, ze

a) tréjkat AsA19Ais jest réwnoramiennys;

b) tréjkat A15Asz1A100 jest rbwnoramienny;

c) pewien tréjkat, ktérego wierzchotkami sa trzy sposréd punktéow A, As, ..., Ajo

jest prostokatny.

109. Istnieje n-kat wypukly (n>4), w ktérym liczba przekatnych

a) jest potega liczby 4 o wyktadniku catkowitym dodatnim;

b) réwna jest liczbie wierzchotkdow;

¢) jest mniejsza od polowy liczby wierzchotkow.

110. Odlegltos¢ punktu F od prostej AB jest mniejsza od odlegtosci punktu F' od proste;j
AB. Wynika z tego, ze

a) pole tréjkata ABE jest mniejsze od pola tréjkata ABF;

b) obwdd trojkata ABE jest mniejszy od obwodu tréjkata ABF

c) promien okregu wpisanego w trojkat ABFE jest mniejszy od promienia okregu

wpisanego w trojkat ABF.

111. Kazdy punkt okregu w o promieniu 1 pomalowano na czarno lub biato w taki spo-
sob, ze kazda cigciwa tego okregu o dtugosci 1 ma konce réznych koloréow. Wynika

z tego, ze

a) kazda $rednica okregu w ma konce réznych koloréw;

b) kazdy tréjkat réwnoboczny wpisany w okrag w ma wszystkie trzy wierzchotki tego

samego koloru;

c¢) kazdy kwadrat wpisany w okrag w ma dwa wierzcholki czarne i dwa biale.

112. Sposrod wierzchotkéw pewnego dwunastokata foremnego wyrézniono siedem. Wy-
nika z tego, ze wérdod wyrdznionych punktéw mozna wskazaé takie trzy, ktore sg

wierzchotkami tréjkata

a) prostokatnego;

b) réwnobocznego;

¢) rozwartokatnego réwnoramiennego.




Geometria przestrzenna

113. Liczba krawedzi pewnego ostrostupa jest o 15 wieksza od liczby jego wszystkich

wierzchotkéw. Wynika z tego, ze ten ostrostup ma doktadnie

a) 15 $cian bocznych;

b) 16 Scian bocznych;

¢) 17 écian bocznych.

114. Istnieje taki graniastostup, ktorego liczba krawedzi jest rowna

a) 3100;

b) 5100.

¢) 100001.

115. Istnieje ostrostup, ktéry ma dokladnie 15'4

a) wierzchotkéw;

b) krawedzi;

c) Scian.

116. Dany jest ostrostup o parzystej liczbie wierzchotkow, ktérego wszystkie krawedzie
maja réwng diugosé. Wynika z tego, ze liczba krawedzi danego ostrostupa jest

mniejsza od

117. Trojkat ABC jest podstawa takiego ostrostupa ABCS, ze katy ASB, BSC, CSA

sg rowne. Wynika z tego, ze

a) AS=BS=CS;

b) AB = BC = CA;

c) ostrostup ABC'S jest prawidlowy.

118. Istnieje taki ostrostup prawidtowy siedmiokatny, ktorego krawedz boczna jest

a) dluzsza od krawedzi podstawy;

b) rowna krawedzi podstawy;

¢) krotsza od krawedzi podstawy.
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119. W czworoécianie ABC'D katy ABC i BCD sg proste. Wynika z tego, ze
a) AD > BC,

b) kat CDA jest prosty;

c) AB>+ BD? = AC?+CD*.

120. Sfera wpisana w czworoscian ABC' D jest styczna do Scian ABC i ABD odpowied-
nio w punktach K i L. Wynika z tego, ze

a) AK =AL;
b) YAKB=<SALB;

c¢) oba punkty K i L sa $rodkami okregéw wpisanych w tréjkaty ABC i ABD.

f—t

21. Co najmniej 5 krawedzi prostopadtoscianu P ma dlugoéé 1. Wynika z tego, ze

a) co najmniej 8 krawedzi prostopadloscianu P ma dlugosé 1;

b) co najmniej jedna $ciana prostopadloscianu P jest kwadratem;

c) prostopadloscian P jest szeScianem.

122. Sposrod wierzchotkéw szescianu wybrano pie¢. Wynika z tego, ze wsréd wybranych

punktow istnieja

a) dwa, ktére sa polaczone krawedzia sze$cianu;

b) trzy, ktére sa wierzcholkami tréjkata réwnobocznego;

c) cztery, ktére sa wierzchotkami prostokata.

123. Pole powierzchni sze$cianu A jest 4 razy mniejsze od pola powierzchni szescianu B.

Wynika z tego, ze

a) krawedz sze$cianu A jest 2 razy mniejsza od krawedzi szescianu B;

b) krawedz sze$cianu A jest 4 razy mniejsza od krawedzi sze$cianu B;

c) objetos¢ szedcianu A jest 8 razy mniejsza od objetosci szescianu B.

124. Szedcian mozna rozcia¢ plaskim cieciem na dwa wielosciany w taki sposéb, aby

jeden z tych wielo$cianéw

a) byl graniastostupem pieciokatnym;

b) mial osiem $cian;

c¢) byl ostrostupem prawidtowym.

125. Szes$cian mozna rozciaé na

a) trzy ostrostupy czworokatne;

b) cztery graniastostupy tréjkatne;

¢) pie¢ czworoscianéw;




126. Sze$cian o krawedzi 1 mozna tak przecia¢ plaszczyzna, aby uzyska¢ w przekroju

prostokat, ktérego pole jest

a) wieksze od 1;

b) réwne 1;

c¢) mniejsze od 1.

127. Graniastostup prawidlowy trojkatny rozcieto ptaszczyzna na dwa wieloSciany, uzy-

skujac w przekroju trojkat. Wynika z tego, ze

a) kazdy z otrzymanych wieloScianéw ma dokladnie dwie $ciany tréjkatne;

b) w kazdym wierzchotku kazdego z otrzymanych wieloScianéw schodza sie doktadnie

trzy krawedzie;

c) kazda $ciana kazdego z otrzymanych wieloscianéw jest tréjkatem lub czworokatem.

128. Ostrostup o podstawie bedacej 10-katem wypuklym rozcieto ptaszczyzna otrzymu-

jac w przekroju pewien wielokat. Wynika z tego, ze

a) wielokat ten ma co najwyzej 10 wierzchotkéw;

b) co najmniej jeden z wielo$cianéw, na ktére zostal rozciety dany ostrostup, ma

wiecej niz 7 wierzchotkéw;

c) co najmniej jeden z wieloScianéw, na ktére zostal rozciety dany ostrostup, jest

ostrostupem.

129. Dana jest plaszczyzna w oraz dwa punkty A i B nie lezace na tej ptaszczyznie. Niech

C i D beda rzutami prostokatnymi odpowiednio punktéw A i B na plaszczyzne .
Wynika z tego, ze

a) punkty A, B, C, D leza w jednej plaszczyznie;

b) plaszczyzna 7 jest prostopadla do plaszczyzny zawierajacej punkty A, C'i D.

c) AB>CD.

Kombinatoryka

130. Kazdy bok i kazda przekatna pieciokata foremnego pomalowano na czerwono lub

niebiesko. Wynika z tego, ze

a) pewne trzy boki sa tego samego koloru;

b) pewne dwie przekatne sa réznych koloréw;

¢) z pewnego wierzchotka wychodza trzy odcinki tego samego koloru.
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131. Kazdy punkt prostej pomalowano na czerwono albo na niebiesko w taki sposob, ze
kazdy odcinek o dtugosci 2 zawarty w tej prostej ma konce réznych koloréw. Wynika
z tego, ze na tej prostej istnieje odcinek o koncach réznych koloréw, ktérego dhugosé

jest réwna

132. Kazdy z wierzcholkéw szeScianu pomalowano jednym z dwédch kolorow. Wynika

z tego, ze

a) pewna krawedz tego szescianu ma konce jednakowego koloru;

b) pewna przekatna pewnej Sciany tego szeScianu ma konce jednakowego koloru;

c) pewna przekatna tego szeScianu ma konce jednakowego koloru.

133. Kazda krawedz graniastostupa n-katnego zostata pomalowana na jeden z trzech ko-
loréw w taki sposob, ze w kazdym wierzchotku graniastostupa schodza si¢ krawedzie

trzech kolorow. Wynika z tego, ze

a) n jest liczba parzysta;

b) wszystkie krawedzie boczne tego graniastostupa maja ten sam kolor;

c) ten graniastostup ma po n krawedzi kazdego koloru.

134. Dokladnie 70% uczniéw pewnej klasy uczy sie jezyka angielskiego, dokladnie 50%
uczy sie jezyka niemieckiego oraz doktadnie 30% uczy sie jezyka francuskiego. Wy-

nika z tego, ze

a) kazdy uczen tej klasy uczy sie co najmniej jednego jezyka obcego;

b) co najmniej potowa uczniéw tej klasy uczy sie co najmniej dwéch jezykow;

c) istnieje osoba, ktéra uczy sie co najmniej dwoch jezykéw, w tym niemieckiego.

135. Podczas spotkania grupy 6 osob wymieniono doktadnie 9 usciskow dtoni, przy czym

kazda para oséb wymienilta co najwyzej jeden uscisk dloni. Wynika z tego, ze

a) pewna osoba wymienita co najmniej 4 usciski dloni;

b) pewna osoba wymienila doktadnie 3 usciski dloni;

¢) kazdy wymienit co najmniej 1 uscisk dtoni.




Rozwigzania zadan
Liczby rzeczywiste

1. Zmieszano 1 litr 4% roztworu soli kuchennej w wodzie z 2 litrami 4% roztworu soli
kuchennej w wodzie. Otrzymano wéwczas roztwoér o stezeniu

T | a) 4%;

N | b) 6%;

N| ¢) 12%.
Wyjasnienie

Roztwory, o ktérych mowa w zadaniu, zawieraja te same substancje i maja takie samo
stezenie, sg wiec jednakowe. Po ich zmieszaniu otrzymano zatem te samg ciecz — 4% roztwor
soli kuchennej w wodzie.

2. Mieszajac w odpowiednich proporcjach roztwory soli kuchennej w wodzie, o steze-
niach 10% i 30%, mozna otrzymaé roztwér o stezeniu

T | a)20%;

T | b)27%;

N | ¢) 40%.
Wyjasnienie

W a jednostkach roztworu o stezeniu p% znajduje sie % jednostek soli. W takim

razie mieszajac a; jednostek roztworu o stezeniu py % oraz as jednostek roztworu o stezeniu
p2%, otrzymujemy aq +as jednostek roztworu, w ktérym liczba jednostek soli jest réwna
ai-p1  a2-p2

100 - 100

To oznacza, ze po zmieszaniu uzyskujemy roztwoér o stezeniu
a - +a . a - +a .
1°P1+a2 p2.100%2< 1-P1+a2 p2>%_
100'(@1 +CL2) a1 +ao
a) W wyniku zmieszania jednej jednostki roztworu o stezeniu 10% z jedna jednostka

roztworu o stezeniu 30% otrzymamy roztwor o stezeniu

1-10+1-30
QEUESENTI

b) W wyniku zmieszania trzech jednostek roztworu o stezeniu 10% z siedemnastoma
jednostkami roztworu o stezeniu 30% otrzymamy roztwoér o stezeniu

3-104+17-30
ST )% =27%.
( 20 ) o=21%

c¢) Mieszajac dane roztwory, otrzymamy roztwor o stezeniu mniejszym od 30%. Rze-
czywiscie, w wyniku zmieszania a; jednostek roztworu o stezeniu 10% z ao jednostkami
roztworu o stezeniu 30% uzyskujemy roztwér o stezeniu
a1-10+as-30 ai-30+as-30
— %< ——=
a1 +as a1 +asz
W zwigzku z tym nie mozna otrzymaé roztworu o stezeniu 40%.

>%:30%.
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3. W sklepie ,,U Bronka” cena spodni byta réwna cenie sukienki. Cene spodni najpierw
podniesiono o 5%, a nastepnie nowg cene obnizono o 15%. Z kolei cene sukienki
najpierw obnizono o 15%, a nastepnie nowg cene podniesiono o 5%. Wynika z tego,
ze w efekcie tych zmian

N | a) cena spodni jest wieksza od ceny sukienki;

T | b) cena spodni jest réwna cenie sukienki;

c) cena spodni jest mniejsza od ceny sukienki.

Wyjasnienie

Niech a oznacza poczatkowa cene spodni oraz sukienki.

Po 5%-owej podwyzce spodnie kosztuja a+a-5% =a-1,05. Po obnizce tej ceny o 15%
cena spodni réwna sie a-1,05—(a-1,05)-15% =a-1,05-0,85.

Z kolei po 15% obnizce sukienka kosztuje a—a-15% =a-0,85. Po podniesieniu tej ceny
0 5% cena sukienki wynosi a-0,85+a-0,85-5% =a-0,85-1,05.

W efekcie tych zmian ceny spodni i sukienki sa rowne.

4. Towar X podrozal o 20%, a towar Y podrozal o 50%, w efekcie czego oba towary
kosztuja tyle samo. Wynika z tego, ze przed podwyzka

a) towar X byl o 20% drozszy od towaru Y

T | b) towar X byl o 25% drozszy od towaru Y

N | ¢) towar X byt o 30% drozszy od towaru Y.

Wyjasnienie

Uzasadnimy, ze towar X byl o 25% drozszy od towaru Y. Podamy dwa sposoby tego

uzasadnienia.

Sposob 1

Oznaczmy przez x poczatkows cene towaru X, a przez y poczatkowa cene towaru Y.
Po podwyzce cena towaru X wynosi x+ %x = g:p. 7 kolei cena towaru Y po podwyzce jest

réwna y+ %y = %y. Wobec tego gx = %y, czyli z= %y, wiec = %y =y+ %y.

Sposob 11

Poniewaz aktualna cena towaru X jest réwna g ceny towaru przed podwyzka, wiec
pierwotna cena tego towaru wynosita % obecnej ceny. Podobnie uzasadniamy, ze cena to-
waru Y wynosita przed podwyzka % aktualnej ceny.

Rozwazmy dwa przystajace prostokaty, symbolizujace obecne, rowne ceny towardw
X iY (rys. 1). Oznaczmy na szaro czeci prostokatéw, odpowiadajace pierwotnym cenom
towaréw, czyli % pierwszego i % drugiego prostokata. Zauwazmy, ze szary prostokat, od-
powiadajacy pierwotnej cenie towaru X, jest o %1 czyli 25% dluzszy niz szary prostokat,
odpowiadajacy pierwotnej cenie towaru Y.
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Towar X:

Towar Y:

rys. 1

5. Dane sg takie dodatnie liczby a i b, ze 30% liczby a jest réwne 60% liczby b. Wynika

z tego, ze
T| a) a=2b;
N| b)b=2a
T | c¢) liczba a jest o 100% wigksza od liczby b.

Wyjasnienie
Warunki zadania mozna zapisa¢ nastepujaco
30%-a=60%"-b,

30 60

— = —

100 100’
a=2b.

W szczegdlnosdci wynika z tego, ze a =b+b=>b+100%-0.

6. Dodatnia liczba a powigkszona o 50% jest réwna dodatniej liczbie b pomniejszone;j
o 50%. Wynika z tego, ze liczba b jest

N | a) 2 razy wieksza od liczby a;

H

b) 3 razy wigksza od liczby «;

N | c¢) 4 razy wieksza od liczby a.

Wyjasnienie
7, warunkéw zadania wynika, ze
50 50
—a=b——b
“F 100" 100"

skad uzyskujemy 3a =b.

7. W kazdym z trzech lat 2018, 2019 i 2020 pensja pana Antoniego bedzie o 5% wieksza
od jego pensji z roku poprzedniego. Wynika z tego, ze pensja pana Antoniego w roku
2020 bedzie wicksza od jego pensji z roku 2017 o

N | a) dokladnie 15%;

H

b) wiecej niz 15%;

N | ¢) mniej niz 15%.
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Wyjasnienie
Oznaczmy przez py wysokos¢ pensji pana Antoniego w 2017 roku. Wowczas pensja

pana Antoniego w roku 2018 bedzie wynosi¢
P1=po+Ppo-5%=po+po-0,05=1,05-pg.
Analogicznie wyznaczamy pensje po i p3 pana Antoniego odpowiednio w latach 2019 i 2020:
p2=1,05-p; = (1,05)* - py,
p3=1,05-py = (1,05)% - py.
Poniewaz (1,05)3 = 1,157625, wiec p3 = po +po -0, 157625 = pg + po - 15,7625%. Pensja pana
Antoniego w roku 2020 bedzie wiec wieksza od jego pensji w roku 2017 o 15,7625%.

8. Istnieje taka liczba rzeczywista x, dla ktorej

N | a)||lz—1|+2|=0;

N| b)|lz—1]+2|=1;
T| ¢ |lz—1]4+2]=2.

Wyjasnienie

a) Dla kazdej liczby x spelniona jest nieréwnos¢ |x —1| >0, wiec |z — 1|42 > 2. Stad
wniosek, ze ||z —1|4+2|=|z—1|4+2. Wobec tego dane réwnanie przybiera postaé¢ |z —1|=—2,

co prowadzi do sprzecznosci.
b) Analogicznie jak wyzej, dane réwnanie przybiera postaé¢ |z —1| = —1, co spelnione

by¢ nie moze.
¢) Zauwazmy, ze x = 1 spelnia dane réwnanie.

Uwaga
Rozumujac analogicznie jak w czesciach a) i b), mozna uzasadnié, ze liczba z =1 jest

jedyna liczba spelniajaca réwnanie z czesci c).

9. Istnieje taka liczba rzeczywista x, ze

T| a)z(z+1)=(z+1)(x+2);

b) z(z+1)=(x+2)(x+3);

T| c) 2?2=(z+1)2

Wyjasnienie

a) Dla 2 =—1 mamy z(z+1)=—-1-0=0

b) Dla z =—3 mamy z(z+1)=-2-(—3)=

2

c) Dla z = —% mamy x2 = (_%)2

H

10. Liczby rzeczywiste x, y sa rézne od 0 oraz spelniaja warunek 2x = 3y. Wynika

z tego, ze

N| a)z<y;
N| b)z>y;
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T | ¢)z#y.
Wyjasnienie
a) Jezeli (z,y)=(3,2), to 2z =3y oraz = >y.
b) Jezeli (z,y)=(—3,—2), to 22 =3y oraz x < y.
¢) Gdyby zachodzila réwnosé x =y, to 2z =3x. Stad =0 wbrew zalozeniu, ze liczba

x jest rézna od 0.

11. Liczby a, b, ¢ sa dodatnie i spelniaja uktad réwnan

a—b= ¢

N O Wl

a+b=

Wynika z tego, ze

N| a)b<c oraz c<a;

Z

b) a<b oraz b<c;

T| ¢)b<a oraz a<c.

Wyjasnienie
Liczba ¢ jest dodatnia, wiec z pierwszej réwnosci wynika, ze a —b >0, czyli b < a.
Liczby b i ¢ sa dodatnie, a zatem na mocy drugiej réwnosci uzyskujemy a <a-+b= 3 <c.

Stad ostatecznie b < a oraz a <c.

12. Dodatnie liczby a, b spelniaja warunek a+b=1. Wynika z tego, ze

T| a)a®+b2<1;
N| b) Va+vb<1;
T| c¢)ab<1.

Wyjasnienie

a) Zauwazmy, ze (a+b)? =1, czyli a®>+2ab+b? =1, zatem a? +b? = 1 — 2ab. Poniewaz
liczby a i b sa dodatnie, wiec 2ab > 0. Stad wynika, ze a®+ b2 < 1.

b) Przyjmujac a = % oraz b= %, otrzymujemy +/a+v/b= @ + @ =v2>1.

c¢) Skoro a+b=1 oraz liczby a i b sa dodatnie, to a <1 i b<1. Obie strony ostat-

nich nieréwnoéci sa dodatnie, a zatem mozemy je pomnozy¢ stronami. Otrzymujemy ab< 1.

13. Nieréwno$é vVz2—1>=x

N | a) nie ma rozwiazah w zbiorze liczb rzeczywistych;

b) ma co najmniej jedno rozwiazanie w zbiorze liczb rzeczywistych;

)

T | ¢) ma nieskonczenie wiele rozwiazan w zbiorze liczb rzeczywistych.
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Wyjasnienie
Kazda liczba x < —1 spetnia podan@ nieré6wnoé¢. Istotnie: jedli x < —1, to 22 > 1, czyli
22 —1>0, a zatem wyrazenie Va2 —1 jest okreslone. Ponadto v22—1>0. Wobec tego

Vaz—=1>20>—-1>x

14. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja warunki a > b oraz ¢ > d. Wynika z tego, ze

T | a)a+c > b+d;

N| b)a—c>b—d;
N| ¢)ac> bd.
Wyjasnienie

a) Poniewaz a > b, wiec a+c>b+c.
7 kolei ¢ > d, wiec b+c>b+d, skad wniosek, ze a+c>b+d.

b) Przyjmijmy a=3, b=2 oraz ¢=3, d=1.

Wéwcezas a > b oraz ¢>d, jednak a —c=0 oraz b—d=1, a wiec a—c<b—d.

c¢) Niech a=3, b=1oraz c=—1, d=—2.

Woéwcezas a > b oraz ¢ > d, jednak ac=—3 oraz bd = —2, a wigc ac < bd.

Uwaga

Z czesci b) i ¢) wynika, ze danych dwdch nieréwnosci nie mozna ani odejmowaé ani
mnozy¢ stronami. Rozumujac podobnie jak w czesci a) mozna jednak uzasadnié, ze nier6w-
nosci a > b oraz ¢ > d mozna pomnozy¢ stronami, jesli zalozymy dodatkowo, ze obie liczby

b i ¢ sa dodatnie.

15. Liczby rzeczywiste a i b spelniajg nieréwnosé¢ a > b. Wynika z tego, ze

N| a) a?> ab;

\

z
=
Q

[N}
WV
S

N

Wyjasnienie
a), b) Jezeli a=—1, b= —2, to nieréwnos¢ a > b jest spelniona, ale

a’>=1<2=ab oraz a’=1<4="0>.

c¢) Poniewaz a>b, wiec mozliwe sa trzy przypadki: 1) a>b>0,2)a>0>b,3)0>a>b.
W przypadku 1) obie strony nieréwnosci a > b sa liczbami nieujemnymi, wobec tego mo-
zemy obie strony tej nieréwnosci podnie$¢ do dowolnej potegi, bedacej liczba naturalng.
W szczegblnosci, uzyskujemy a® > b3.

W przypadku 2) liczba a® jest dodatnia, a liczba b3 jest ujemna, wobec czego a® > b3.

Wreszcie w przypadku 3) obie liczby —a i —b sg nieujemne oraz —b> —a. W zwiazku
z tym, podnoszac obie strony tej nieréwnoéci do trzeciej potegi, uzyskujemy (—b)3 > (—a)?,

czyli a® > b3.
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16. Istnieja takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, ze wsrdd liczb a-b, b-c, c-a sa

N | a) doktadnie dwie dodatnie;

H

b) doktadnie dwie ujemne;

N | c¢) doktadnie trzy ujemne.

Wyjasnienie
c¢) Gdyby wszystkie trzy dane iloczyny byly ujemne, to ich iloczyn réwniez bylby liczba
ujemng. Tymczasem
a-b-b-c-c-a=(abc)?

jest kwadratem liczby rzeczywistej, a wiec liczba nieujemna.

a) Przypusémy, ze wéréd danych trzech iloczynéw sa doktadnie dwa dodatnie. Wtedy
zadna z liczb a, b, ¢ nie jest réwna 0; w przeciwnym razie co najmniej dwa sposrod iloczynow
a-b, b-c, c-a bylyby réwne 0, a wtedy nie mogloby by¢ dwéch dodatnich. W zwiazku z tym
trzeci iloczyn nie moze by¢ réwny 0, a wiec musi by¢ liczba ujemna. Wéwczas, podobnie jak
w rozwigzaniu punktu c), uzyskujemy sprzeczna nieréwnoéé (abc)? < 0.

b) Przyjmujac a =1 oraz b=c= —1, uzyskujemy

a-b=-1, b-c=1, c-a=-1.
Wséréd tych trzech liczb sg doktadnie dwie ujemne.

17. Na odcinku dtugosci 1 wybrano trzy rézne punkty dzielac ten odcinek na cztery
czesci. Wynika z tego, ze

T | a) dlugos$é co najmniej jednej z tych czesci jest wieksza od 1/5;

—

b) suma dlugosci pewnych dwdch z tych czesci jest nie mniejsza od 1/2;

N | ¢) z pewnych trzech cze$ci mozna zbudowaé tréjkat.

Wyjasnienie
Oznaczmy przez a, b, ¢ i d dtugosci czterech czesci, na ktoére podzielono odcinek.
Warunek dany w treéci zadania oznacza, ze a+b+c+d=1.

a) Przypu$émy, ze
1 1 1 1
-, —, ¢<- oraz d<-—.
5 5 5
Dodajac powyzsze cztery nieréwnosci stronami, otrzymujemy a+b+c+d<4/5. Z otrzymanej
sprzecznosci wynika, ze dlugo$é co najmniej jednej czesci jest wieksza od 1/5.

a4 X

b) Przypu$émy, ze
1 1 1 1 1 1
a+b< 3 a+c< 3 a+d< 3 b+c< 3 b+d< 5 oraz ct+d< 3
Dodajac powyzsze nieréwnosci stronami, uzyskujemy

6
3a+3b+3c+3d < 5 czyli a+b+c+d<1.

Otrzymalidmy sprzeczno$é, z ktorej wynika, ze suma diugosci pewnych dwoch czesci jest
nie mniejsza od 1/2.
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¢) Przyjmijmy a=1/10, b=1/10, c=3/10, d=5/10. Wtedy a+b+c+d=1, lecz zadne
trzy sposrod tych czterech dlugosci nie spelniaja nieréwnosci trojkata.

18. Réwnanie x2—2|z| =0 ma

T | a) co najmniej jedno rozwiazanie;

N | b) dokladnie dwa rozwiazania;

T | c¢) wiecej niz dwa rozwigzania.

Wyjasnienie

Zauwazmy, ze x> = |z|?. Dane réwnanie mozemy zatem zapisa¢ w postaci réwnowaznej
2|2 —2|z| =0, czyli |x|- (|z| —2) =0. Z kolei ta zalezno$¢ jest spetniona wtedy i tylko wtedy,
gdy |z| =0 lub |z| =2. Wobec tego réwnanie x?—2|x| =0 ma dokladnie trzy rozwiazania:

r=0, z=2 oraz r = —2.

19. Nieréwnoéé (x2+2)x <z

N | a) nie ma rozwiazan;

)

b) ma nieskonczenie wiele rozwiazan;

N | c¢) jest spelniona przez pewng liczbe dodatnia.

Wyjasnienie
Przeksztalcajac dana nieréwnos$é réwnowaznie, uzyskujemy kolejno
(22 +2)r <z
42 <z
3 41<0
z(z?+1) <0.

Poniewaz 2 +1 > 0, wiec zbiorem rozwigzan danej nieréwnosci jest zbiér liczb ujemnych.

20. Liczby rzeczywiste z, y spelniaja nier6wno$é¢ z(z+2) <y(y+2). Wynika z tego, ze

N a)z<y;
T | b) x+y#—2;
T o l[z+1]<|y+1].

Wyjasnienie
b) Przypuéémy, ze x +y=—2. Woéwczas x+2 = —y oraz y+2= —z i wobec tego
r(r+2)=x-(~y)=-zy oraz y(y+2)=y-(-v)=-zy.
Stad wynika, ze liczby x(x+2) i y(y+2) sa réwne. Uzyskana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze x+y#2.
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¢) Dang w tresci zadania nieréwnosé mozemy przeksztalcié réwnowaznie
z(r+2) <y(y+2),
242z < y* +2y,
2?42 +1<y?+2y+1,
(z+1)* < (y+1)?
lz+1] < |y+1].

a) Przyjmujac x =0, y= —3, otrzymujemy z(z+2)=0 oraz y(y+2)=3. Dla tak
dobranych liczb zachodzi wiec dana nier6wnosé x(x+2) <y(y+2), ale z > y.

21. Nieréwnos¢ (x—4)(z—9) > 0 jest prawdziwa dla
T| a) x=13;
b) z=/T;
N| ¢)z= V1T,

Wyjasnienie

)

Dana nier6wnos¢ jest prawdziwa, gdy obie liczby x —4, x —9 sa ujemne lub gdy obie
sq dodatnie. Pierwszy warunek oznacza, ze x <4, a drugi jest spetniony jedynie dla x > 9.
Wobec tego dana nieréwnos¢ jest spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy « <4 lub = > 9.

a) Jesli z=+/3, to x < V16 =4.
b) Jesli =7, to x < V16 =4.
c) Jesli 2 =+/17, to . >/16 =4 oraz = < /81 =09.

22. Antek, biegnac z predkoscia z km/h, jeden kilometr pokonuje w ciagu x minut,
gdzie x jest pewng dodatnia liczbg rzeczywista. Wynika z tego, ze

N | a) x jest liczbag wymierna;

N | b) Antek biegnie z predkoscia wieksza niz 8 km/h;
T | c) gdyby Antek szedl z predkoscia %SL’ km /h, to jeden kilometr pokonywaltby w ciagu
2x minut.
Wyjasnienie

1
Skoro Antek pokonuje jeden kilometr w ciagu z minut, to biegnie z predkoscia —
x

kilometrow na minute, czyli 6:(:_0 kilometrow na godzinge. Wobec tego % =ux, skad obliczamy
x=+/60.

a) Liczba V60 =215 jest niewymierna.

b) Zachodzi nieréwnosé /60 < v/64 =8, wiec Antek biegnie z predkoécia mniejszg od
8 km/h.

c) Gdyby Antek szedl dwa razy wolniej, przebycie tej samej trasy zajetoby mu dwu-
krotnie wiecej czasu.




Liczby wymierne i niewymierne

23. Liczby rzeczywiste a i b sa rézne od zera, a liczba ayv/2+bv/3 jest wymierna. Wynika

z tego, ze

N | a) obie liczby a i b sa niewymierne;

N | b) co najmniej jedna z liczb a, b jest wymierna;

T | c¢) co najmniej jedna z liczb a, b jest niewymierna.

Wyjasnienie
a) Jezeli a = V6ib=-2, to
av2+bV3=v12-2v3=2V3-2V3=0
jest liczbg wymierna, a jedna z liczb a, b jest wymierna.
b) Jezeli a=+v21b=+/3, to
av2+bV3=2+3=5

jest liczba wymierna, a zadna z liczb a, b nie jest wymierna.

c) Zalézmy, ze obydwie liczby a i b sa wymierne. Przyjmijmy oznaczenie c=av/2+bv/3;

z warunkow zadania wynika wiec, ze ¢ jest liczba wymierna. Zauwazmy, ze
(av2+bV3)* =2,
2a° 4+ 2abV6+ 3b% = 2,
2abv/6 = 2 —2a® — 3b2 .
Poniewaz obie liczby a i b sg rézne od 0, wiec ab+# 0. Wobec tego

? —2a2 — 3b?
6=—-———.
Ve 2ab

Zaréwno licznik, jak i mianownik utamka stojacego po prawej stronie ostatniej rownosci

sq liczbami wymiernymi, wiec caty utamek jest liczba wymierna. Tymczasem lewa strona

ostatniej réwnosci, réwna /6, jest liczba niewymierng. Uzyskana sprzecznoéé oznacza, ze

co najmniej jedna z liczb a i b jest niewymierna.

24. Liczba /2- ?’/ﬁ \6/5 jest

N | a) niewymierna;

Z

b) mniejsza od 2;

N | c¢) réwna ¥/2 dla pewnej liczby calkowitej n > 1.

Wyjasnienie
Zauwazmy, ze

V2.2 92=V23.V22. ¥2="V23.22.2= V26 =2,

36
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2
25. Liczba \/(1—\/5) +/2 jest

N | a) catkowita;

H

b) niewymierna,

T | c¢) wieksza od 1,8.

Wyjasnienie

Oznaczmy dang liczbe przez a. Poniewaz 1—+/2 <0, wiec |[1—+/2| =+/2—1. Wobec tego
2
a=\/(1-v2) +V2=[1-v2|+V2=v2-1+v2=2V2-1.

a+1

— /2 musialaby by¢
wymierna. Jednak liczba v/2 jest niewymierna, wiec liczba a takze musi by¢ niewymierna.
¢) Prawdziwa jest nieréwno$é v/2 > /1,96 = 1,4. Stad wynika, ze
a=2v2-1>2-1,4—-1=1,8.

a), b) Gdyby liczba a byla wymierna, to réwniez liczba

26. Liczba

2 1
+ jest
14+v3 243’

N | a) niewymierna;

H

b) catkowita,;

T | c) wieksza od %
Wyjasnienie
Zauwazmy, ze
2 1 2-(2+/3) 1-(1+/3)
V3 24v3 (1++/3)-(2+/3) " (2++/3)-(1+/3)
_A+2V3414V3  543V3

54+3v3  5+43V3
27. Liczba 1/3—2v2—v2 jest

T | a) calkowita;

Z

b) niewymierna;

N | ¢) dodatnia.

Wyjasnienie
Zauwazmy, ze 3—2v/2=2—-2y2+1= (\/5— 1)2. Liczba V2 —1 jest dodatnia, wiec

\/3—2\/52\/5—1. Stad wynika, ze
V3-2v2-v2=v2-1-V2=—1.
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28. Liczba {/9- V27 jest

N | a) niewymierna;

T | b) réwna \?72_7;

T | c) catkowita.

Wyjasnienie

V9-V271=¥9-3=V27=3.

29. Liczba 4/0,4444... jest

T | a) wymierna,

N | b) réwna 0,2222...;

T | c) wieksza od 0,5.

Wyjasnienie
Oznaczmy przez x liczbe 0,4444.... Wowczas
10z =10 - 0,4444... =4,4444... = 4+40,4444... = 4+=x.

Stad wynika, ze 9x =4, wobec czego x = 9’ a zatem

42
\/0,4444... = (/= = 2 =0,6666... .
’ \/; 3

246 3+15 5+/10 .
. . eS
3476 5415 2410 °

T | a) wymierna,

30. Liczba t

N | b) wieksza od 1;
N | c¢) réwna v/30.

Wyjasnienie
2+v6 3+V15 5+V10  V2(V2+V3) VB(V3+v5) VE(VE+V2)
3+v6 5+V15 24v10 V3(V3+v2) VB(V5+v3) V2(V2+5)

31. Liczby wymierne a, b, ¢ sg rézne i kazdy z iloczynéw a-b, b-c, c-a jest liczba
catkowita. Wynika z tego, ze

N | a) co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest calkowita;

Z

b) co najmniej dwie z liczb a, b, ¢ sa calkowite;

N | ¢) kazda z liczb a, b, ¢ jest calkowita.
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Wyjasnienie
. 5.2 .
Niech a = 5 b= , C= 5 Liczby a, b, ¢ sa r6zne, wymierne i zadna z nich nie

jest liczba catkowita. Tymczasem kazdy z iloczynéw a-b=25, b-c=4, c-a=9 jest liczbg
catkowita.

32. Liczba z jest wymierna, a liczba y jest niewymierna. Wynika z tego, ze

T | a) liczba x4y jest niewymierna;

Z

b) liczba x -y jest niewymierna;

N | c¢) liczba x+y+x -y jest niewymierna.

Wyjasnienie

a) Gdyby liczba z+y byla wymierna, to réwniez liczba y=(x+y)—x bylaby wymierna,
jako réznica liczb wymiernych. Sprzecznosé. Wobec tego liczba x4y jest niewymierna.

b) Przyjmujac x =0 oraz y = V2, uzyskujemy z-y =0, co jest liczba wymierna.

¢) Przyjmujac x = —1 oraz y = V2, uzyskujemy r+y+x-y=—1+ V2—v2=-1, co
jest liczba wymierna.

33. Dane sa takie liczby a, b, ze a > b oraz liczby a(b+1) i b(a+1) sa wymierne. Wynika
z tego, ze

T | a) liczba a—b jest wymierna;

Z

b) liczba ab jest wymierna,

N | c¢) obie liczby a i b sa wymierne.

Wyjasnienie
a) Liczby a(b+1) i b(a+1) sa wymierne, a zatem ich r6znica
a(b+1)—bla+1)=ab+a—ab—b=a—b
réwniez jest liczba wymierna.

b), ¢) Przyjmijmy a=+/2 oraz b=+/2—1. Wéwczas a > b, a ponadto liczby a(b+1) oraz
b(a+1) sa wymierne, gdyz

a(b+1)=v2-(V2-1+1)=2,  bla+1)=(vV2-1)-(V2+1)=2-1=1.
Jednak wtedy liczby a i b oraz liczba
ab=v2-(V2-1)=2-2

nie sg wymierne.

34. Liczby a, b sa dodatnie oraz liczby \/E—l—\/g i a—b sa wymierne. Wynika z tego, ze
T | a) wymierna jest liczba /a—V/b;
b) wymierna jest kazda z liczb v/a i V/b;

)

T | ¢) wymierna jest liczba a+b.
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Wyjasnienie
a) Zauwazmy, ze dla dodatnich liczb a i b,
a—b=(va)’ - (Vb)* = (Va—Vb)(Va+b).

Wobec tego liczba
a—b

Va++b

jest wymierna, jako iloraz dwéch liczb wymiernych.

Va—vi-

b) Oznaczmy \/a—+/b=p oraz \/a++/b=¢q. Dodajac stronami ostatnie dwie réwnosci,
uzyskujemy 2v/a=p+q, czyli \Ja=1(p+q). Wiemy, ze liczby p i ¢ sa wymierne, a zatem
suma p-+q jest rowniez liczba wymierna. Zatem wymierna jest takze liczba %(p+q) =./a.

Poniewaz b= \/a —p oraz liczby /a i p sa wymierne, wiec wymierna jest takze
liczba v/b.

¢) Liczby a = (y/a)? oraz b= (v/b)? sa wymierne, gdyz obie sa kwadratami liczb wy-
miernych. Wobec tego liczba a+b jest takze wymierna.

35. Dane s3 takie dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ze liczby a?+b? oraz ab sa wymierne.
Wynika stad, ze wymierna jest liczba
a b
a) g + E s
b) (a+b)?;
N| ¢) a+b.

Wyjasnienie
a) Zauwazmy, ze

a b_a2 b? _a2+b2
bta @ T ab ab

b
Wobec tego liczba %—i— — jest wymiarna, jako iloraz dwoch liczb wymiernych.
a
b) Liczby a?+b? oraz 2ab sa wymierne, a zatem ich suma a?+b?+2ab=(a+b)? réwniez
jest liczba wymierna.
¢) Przyjmijmy a =+/2 oraz b= /2. Wéwczas liczby a? +b>=2+42=4 oraz ab=2 sa
wymierne, ale liczba a+b=2+v/2 nie jest wymierna.

36. Dtugosé przekatnej pewnego kwadratu jest liczba niewymierna. Wynika z tego, ze

N | a) pole tego kwadratu jest liczba wymierna;

Z

b) dlugos$¢ boku tego kwadratu jest liczba wymierna;

N | c¢) obwdd tego kwadratu jest liczba catkowita.

Wyjasnienie
Rozwazmy kwadrat, ktérego przekatna d ma diugosé V2. Liczba V2 jest liczba nie-
wymierna. Ponadto pole rozwazanego kwadratu jest rowne
1o, V2

—dZ=
2 2
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i jest to liczba niewymierna. Z kolei dtugo$é boku tego kwadratu wynosi

V2, VB8
2 2

i jest to takze liczba niewymierna. Wreszcie obwod tego kwadratu to

4-?d:2\/§d:2<‘/§

i ta liczba jest rowniez niewymierna.

37. Liczba a? jest niewymierna. Wynika z tego, ze liczba

T | a) a jest niewymierna;

Z

b) a jest wymierna;

N | c¢) a* jest wymierna.

Wyjasnienie

a), b) Przypusémy, ze liczba a jest wymierna. Wéwczas liczba a2, jako iloczyn dwéch
liczb wymiernych, rowniez jest wymierna. Z otrzymanej sprzecznosci wynika, ze a jest liczba
niewymierna.

¢) Przyjmijmy a = ¥2. Wtedy obie liczby a? = V2 oraz a* =2 sq niewymierne.




Liczby catkowite

38. Suma pewnych czterech réznych dodatnich liczb catkowitych jest liczba nieparzysta.
Wynika z tego, ze

T | a) co najmniej jedna z tych liczb jest nieparzysta;

T | b) iloczyn tych liczb jest liczba parzysta;

N | ¢) co najmniej dwie z tych liczb sa parzyste.

Wyjasnienie

a) Niech a, b, ¢, d beda danymi liczbami i przypu$émy, ze wszystkie one sa parzyste.
Woéwezas liczba a+b+c+d jest parzysta. Przeczy to jednak warunkom zadania. Stad wniosek,
ze co najmniej jedna z liczb a, b, ¢, d musi by¢ nieparzysta.

b) Jesli wszystkie cztery dane liczby a, b, ¢, d sa nieparzyste, to liczba a+b+c+d jest
parzysta. Przeczy to jednak warunkom zadania. Wobec tego co najmniej jedna z liczb a, b,
¢, d musi by¢ parzysta. Zatem iloczyn abed jest liczba parzysta.

¢) Rozpatrzmy nastepujace cztery liczby: 1, 2, 3, 5. Ich suma jest réwna 11 i jest to
liczba nieparzysta. Jednak wsréd rozpatrywanych czterech liczb jest tylko jedna parzysta: 2.

Uwaga

W powyzszym rozumowaniu korzystaliSmy miedzy innymi z tego, ze suma czterech
liczb parzystych jest liczba parzysta. Oto uzasadnienie: Jesli liczby a, b, ¢ i d sg parzyste,
to a=2k, b=2l, c=2m oraz d=2n, gdzie k, [, m i n sa liczbami calkowitymi. Wtedy

a+b+c+d=2(k+l+m-+n).

Liczba k+4+1+m+n jako suma liczb catkowitych jest catkowita, skad wynika, ze liczba
a+b+c+d jest parzysta.

Analogicznie mozemy uzasadni¢, ze suma czterech liczb nieparzystych a, b, ¢, d jest
liczba parzysta: Przyjmujac bowiem a=2k+1, b=2l+1, c=2m+1 oraz d=2n+1, gdzie
k,l, m in sa liczbami catkowitymi, uzyskujemy

a+b+c+d=2(k+l+m+n+2).

Liczba k+14+m-+n+2 jako suma liczb caltkowitych jest catkowita, a zatem liczba a+b+c+d
jest parzysta.

Podobnie rozumujac stwierdzamy, ze iloczyn czterech liczb catkowitych a, b, ¢, d, z kt6-
rych co najmniej jedna jest parzysta, jest liczba parzysta. Dla dowodu przyjmijmy, ze a=2p,
gdzie p jest liczba catkowita. Stad abed =2(pbed). Liczba pbed jako iloczyn liczb catkowitych
jest liczba catkowita. Wobec tego liczba abed jest parzysta.

39. Istnieje 2011 takich réznych liczb pierwszych, ze

T | a)ich suma jest liczba nieparzysta;

T | b) ich suma jest liczba parzysta;

T | c¢) ich iloczyn jest liczba parzysta.

42
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Wyjasnienie

a) Rozwazmy 2011 dowolnych réznych, nieparzystych liczb pierwszych. Ich suma jest
liczba nieparzysta.

b), ¢) Rozwazmy 2011 réznych liczb pierwszych, z ktérych jedna jest réwna 2. Ich
iloczyn jest podzielny przez 2, czyli jest liczba parzysta.

Wéréd rozwazanych liczb jest 2010 liczb nieparzystych. Ich suma jest liczba parzysta.
Po dodaniu liczby 2, suma wszystkich liczb w dalszym ciagu jest liczbag parzysta.

40. Istnieje liczba pierwsza p > 13 o tej wlasnosci, ze kazda cyfra liczby p jest rowna

N| a)0lub T7;

T | b) 1 lub 3;

N| ¢)2lubb.
Wyjasnienie

a) Kazda liczba naturalna, ktérej zapis zawiera tylko cyfry 0, 7 jest podzielna przez 7.
Wobec tego kazda liczba o tej wlasnosci i wigksza od 7 jest ztozona.

c¢) Kazda liczba naturalna zakonczona cyfra 2 jest parzysta, a kazda liczba zakonczona
cyfra 5 jest podzielna przez 5. Wobec tego liczba p skladajaca sie tylko z cyfr 2, 5 jest
podzielna przez 2 lub przez 5. Poniewaz p > 13, wiec liczba p jest ztozona.

b) Liczba p =31 jest pierwsza i wieksza od 13.

41. Dodatnig liczbe calkowita n zwiekszono o 50%, a nastepnie wynik zmniejszono
0 50%. W rezultacie otrzymano liczbe catkowita m. Wynika z tego, ze

N| a) m=mn;

—

b) liczba n jest podzielna przez 4;

T | c) liczba m jest podzielna przez 3.

Wyjasnienie
b) Zwiekszajac liczbe n o 50%, uzyskujemy liczbe n+ 15—00071: %n 7 kolei zmniejszajac
liczbe %n 0 50%, otrzymujemy liczbe %n— % . %n: %n. Wobec tego m = %n, czyli 4m=3n.

Zatem liczba 3n jest podzielna przez 4, a skoro liczby 3 i 4 sa wzglednie pierwsze (tzn. ich
najwiekszy wspélny dzielnik jest réwny 1), wiec liczba n jest podzielna przez 4.

c¢) Z uzyskanej wyzej réwnosci 4m = 3n wynika, ze liczba 4m jest podzielna przez 3.
Poniewaz liczby 4 i 3 sa wzglednie pierwsze, wiec liczba m jest podzielna przez 3.

a) Rézne liczby m =3 1 n =4 spelniaja warunki zadania.

42. Liczby catkowite a, b, ¢ sa dodatnie. Kazda z nich daje reszte 1 z dzielenia przez 3.
Wynika z tego, ze

T | a) liczba a4 b+ c jest podzielna przez 3;

H

b) suma cyfr liczby a+b+c jest podzielna przez 3;

T | c¢) liczby a+b oraz c sa rézne.
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Wyjasnienie
a) Z warunkéw zadania wynika, ze istnieja takie liczby catkowite k, [, m, ze
a=3k+1, b=3l+1, c=3m+1.
Wobec tego a+b+c=3(k+1+m+1). Liczba k+1+m+1 jest catkowita, skad wniosek, ze
liczba a+ b+ c jest podzielna przez 3.

b) WykazaliSmy wyzej, ze liczba a+b+c jest podzielna przez 3. Zatem na mocy cechy
podzielnosci przez 3, suma cyfr liczby a+ b+ ¢ jest takze podzielna przez 3.

¢) Zauwazmy, ze a+b=3(k+1)+2. Stad wynika, ze liczba a+0b z dzielenia przez 3 daje
reszte 2, podczas gdy liczba c z dzielenia przez 3 daje reszte 1. Wobec tego liczby a+b1i ¢
nie moga by¢ réwne.

43. Liczby catkowite x i y sa dodatnie, a ich suma jest liczba podzielna przez 3. Wynika
z tego, ze

N | a) kazda z liczb x i y jest podzielna przez 3;

Z

b) liczba 22 +y? jest podzielna przez 3;

T | c) liczba 22 —y? jest podzielna przez 3.

Wyjasnienie

a), b) Przyjmijmy x =1 oraz y=2. Wéwczas liczba = +y =3 jest podzielna przez 3.
Jednak wtedy zadna z liczb z, y oraz 22 +y? =5 nie jest podzielna przez 3.

¢) Zauwazmy, ze 2 —y? = (z+y)(x —y). Pierwszy czynnik tego iloczynu jest liczba
podzielng przez 3. Stad wynika, ze liczba 22 —y? jest podzielna przez 3.

44. Widréd kazdych pieciu réznych liczb catkowitych istnieja takie dwie, ktérych

T | a) réznica jest podzielna przez 4;

Z

b) suma jest podzielna przez 4;

N | ¢) iloczyn jest podzielny przez 4.

Wyjasnienie

a) Kazda liczba calkowita daje z dzielenia przez 4 jedna z czterech reszt: 0, 1, 2 lub 3.
Wobec tego wsrdd kazdych pieciu réznych liczb catkowitych istnieja co najmniej dwie takie a
i b, ktore daja taka sama reszte z dzielenia przez 4. Oznacza to, ze a =4k+r oraz b=4l+r,
gdzie k i [ sa liczbami catkowitymi, a liczba r jest réwna 0, 1, 2, 3 lub 4. Wobec tego
k—1=4(k—1). Liczba k—1 jest calkowita, skad wniosek, ze liczba a—b jest podzielna przez
4.

b) Rozpatrzmy pieé¢ réznych liczb catkowitych, z ktorych kazda daje reszte 1 z dzielenia
przez 4 (np. 1, 5, 9, 13, 17). Suma kazdych dwdich z nich daje reszte 2 z dzielenia przez 4,
a wiec nie jest liczba podzielna przez 4.

¢) Rozpatrzmy pieé¢ réznych nieparzystych liczb catkowitych (np. 1, 3, 5, 7, 9). Za-
uwazmy, ze iloczyn dowolnych dwéch z nich jest liczba nieparzysta, czyli nie jest podzielny
przez 4.
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45. Dane sg takie liczby catkowite a, b, ¢, d, ze liczba ab+ bc+ cd+ da jest podzielna
przez 5. Wynika z tego, ze podzielna przez 5 jest co najmniej jedna z liczb

N| a)a+b, c+d;

H

b) a+e, b+d;

N| ¢)a+d, b+ec.

Wyjasnienie
b) Zauwazmy, ze ab+bc+cd+da= (a+c)b+ (a+c)d=(a+c)(b+d). Zatem iloczyn
(a+c)(b+d)

jest liczba podzielna przez 5, a liczba 5 jest liczba pierwsza. Wobec tego jeden z czynnikow
a+c lub b+d musi by¢ podzielny przez 5.
a) Przyjmijmy a=2, b=1, ¢=3 oraz d=0. Wéwczas liczba ab+bc+cd+da=75 jest
podzielna przez 5. Jednak wtedy zadna z liczb a+b=3 i c+d =3 nie jest podzielna przez 5.
c) Dlaa=2,b=1, ¢c=3 oraz d=0, zadna z liczb a+d =2 oraz b+c=4 nie jest podzielna
przez 5.

46. Dodatnia liczba catkowita n jest podzielna przez kazda z nastepujacych dziewieciu
liczb: 1,2,3,...,9. Wynika z tego, ze liczba n jest

T | a) podzielna przez 10;

Z

b) podzielna przez 27;

N | c¢) wigksza lub réwna 1-2-3-...-9.

Wyjasnienie
b), ¢) Zauwazmy, ze liczba n=>5-7-8-9 jest podzielna przez kazda z liczb 1, 2, 3, ..., 9.
Jednak liczba ta nie jest podzielna przez 27, gdyz w jej rozkladzie na czynniki pierwsze

liczba 3 wystepuje w potedze 2. Liczba n jest takze mniejsza od 1-2-3-...-9.

a) Liczba n jest podzielna przez 2 i przez 5, wiec jest takze podzielna przez najmniejsza
wspolng wielokrotnosé liczb 2 i 5, czyli przez 10.

47. Istnieje dodatnia liczba catkowita o sumie cyfr rownej 2, ktéra jest podzielna przez

N| a)3;

T | b)5;

T| ¢)7.
Wyjasnienie

a) Liczba jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, gdy jej suma cyfr jest podzielna
przez 3. Wobec tego nie istnieje liczba o sumie cyfr 2, ktéra jest podzielna przez 3.

b) Liczba 20 ma sume cyfr réwna 2 i jest podzielna przez 5.

c¢) Liczba 1001 ma sume cyfr réwna 2 i jest podzielna przez 7 (1001 =7-11-13).
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48. Istnieje liczba naturalna o sumie cyfr rownej 2012, podzielna przez

H
o
~—
o

Wyjasnienie

a), b) Niech a bedzie liczba, ktorej pierwsze 2012 cyfr to 1, a cyfry dziesiatek i jednosci
sg rowne 0. Liczba a jest podzielna przez 4, gdyz jej ostatnie dwie cyfry tworza liczbe
podzielna przez 4. Liczba a jest podzielna przez 5, gdyz jej ostatnia cyfra to 0.

c¢) Poniewaz 6 =2-3 oraz najwiekszy wspolny dzielnik liczb 2 i 3 wynosi 1, wiec liczba
naturalna jest podzielna przez 6 wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielna przez 2 i przez 3.
Liczba 2012 nie jest podzielna przez 3, a zatem na mocy cechy podzielnosci przez 3, liczba
o sumie cyfr rownej 2012 nie moze by¢ podzielna przez 3. Tym bardziej wiec liczba ta nie
moze by¢ podzielna przez 6.

49. Istnieje dodatnia liczba catkowita n o nastepujacej wlasnosci: mozna tak przestawic
cyfry zapisu dziesietnego liczby 2", aby otrzymac¢ pewna catkowita potege liczby

H
=3
~—
o

Wyjasnienie

a) Jezeli n jest dodatnig liczba catkowita, to liczba 2™ nie jest podzielna przez 3. Wobec
tego takze suma cyfr zapisu dziesietnego liczby 2" nie jest podzielna przez 3. Tymczasem
liczba bedaca dodatnia catkowity potega liczby 3 jest podzielna przez 3, a wiec suma cyfr
jej zapisu dziesigtnego jest liczba podzielng przez 3.

b) Dla n =9 cyfry liczby 2" =512 mozna tak przestawi¢, by otrzymac liczbe 125 =53,

c) Dla n=10 cyfry liczby 2" =1024 mozna tak przestawié, by otrzymac liczbe 2401 ="74.

50. Dane sg takie liczby calkowite a i b, ze liczby a+b i a —b sa podzielne przez 12.
Wynika z tego, ze obie liczby a i b sa podzielne przez

T| a)2;

T | b) 3;

N| ¢ 4.
Wyjasnienie

a), b) Skoro obie liczby a+0b i a—b sa podzielne przez 12, to ich suma oraz réznica
maja rowniez te wlasnosé. Stad wynika, ze liczby 2a i 2b sa podzielne przez 12, a zatem
istnieja takie liczby catkowite k i l, ze 2a =12k oraz 2b=12]. Wobec tego a =6k, b=061, wiec
liczby a i b sa podzielne zaréwno przez 2 jak i przez 3.

¢) Przyjmijmy a=6 oraz b=6. Wowczas liczby a+b=12 i a—b=0 sg podzielne przez 12.
Jednak wtedy zadna z liczb a i b nie jest podzielna przez 4.
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51. Liczba calkowita a jest podzielna przez 6, a liczba calkowita b jest podzielna
przez 10. Wynika z tego, ze liczba

N | a) a+b jest podzielna przez 16;

H

b) a-b jest podzielna przez 60;

T | ¢) ba+3b jest podzielna przez 15.

Wyjasnienie

Poniewaz liczba a jest podzielna przez 6, wiec a =6k dla pewnej liczby catkowitej k.
Podobnie, skoro b jest liczba podzielna przez 10, to b=10¢ dla pewnej liczby catkowitej /.

b) Mamy a-b=6k-10¢ =60- kl. Poniewaz liczba kf¢ jest caltkowita, wiec z ostatniej
réwnosci wynika, ze liczba a-b dzieli si¢ przez 60.

¢) Mamy 5a+3b=5-6k+3-100=15-2(k+{). Liczba 2(k+¥) jest calkowita, wiec
z ostatniej zaleznosci wynika, ze liczba ba+ 3b dzieli si¢ przez 15.

a) Przyjmimy a =6 oraz b=0. Wtedy a jest liczba podzielng przez 6, a b — liczba
podzielna przez 10. Jednak liczba a+ b= 6 nie jest podzielna przez 16.

52. Dodatnia liczba catkowita d jest dzielnikiem dodatniej liczby catkowitej a. Liczbe d
zwiekszono o 30% uzyskujac w wyniku liczbe catkowita bedaca dzielnikiem liczby a.
Wynika z tego, ze liczba a jest podzielna przez

T | a) 10;

T | b) 13;

N | ¢) 30.
Wyjasnienie

a) Zwiekszajac liczbe d o 30%, uzyskujemy liczbe d+ %d: }—gd, ktora jest catkowita.
Oznaczmy te liczbe przez [. Wowczas %d: [, czyli 13d =10[, a zatem 10 jest dzielnikiem
liczby 13d. Liczby 13 i 10 sa wzglednie pierwsze (tzn. ich najwiekszy wspdlny dzielnik jest
réwny 1). Wobec tego 10 jest dzielnikiem liczby d. Poniewaz d jest dzielnikiem liczby a,
wiec wynika stad, ze 10 jest dzielnikiem liczby a.

b) Zwickszajac liczbe d o 30%, otrzymujemy liczbe 12
Wobec tego istnieje taka dodatnia liczba catkowita k, ze a= %dk. Mnozac ostatnia zaleznos$é

d, ktéra jest dzielnikiem liczby a.

stronami przez 10, uzyskujemy 10a =13dk. Stad wniosek, ze 13 jest dzielnikiem liczby 10a.
Poniewaz liczba 13 jest pierwsza, wiec jest ona dzielnikiem liczby 10 lub liczby a. Pierwszy
z tych przypadkow nie jest spelniony. Wobec tego 13 jest dzielnikiem liczby a.

¢) Przyjmijmy a=130 oraz d=10. Zwiekszajac liczbe d o 30%, otrzymujemy liczbe 13,
bedaca dzielnikiem liczby 130. Jednoczesnie liczba 130 nie jest podzielna przez 30.

53. Suma cyfr dodatniej liczby calkowitej a wynosi 30. Wynika z tego, ze liczba a jest
podzielna przez

H
=3
~—
&
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Wyjasnienie
a), ¢) Niech a bedzie liczba, ktérej wszystkie 30 cyfr to 1. Liczba a nie jest podzielna

przez 2, gdyz jej ostatnia cyfra jest nieparzysta. Liczba a nie jest podzielna przez 5, gdyz
jej ostatnig cyfra nie jest 0 ani 5.

b) Liczba 30 jest podzielna przez 3, a zatem na mocy cechy podzielnosci przez 3, liczba
o sumie cyfr réwnej 30 jest podzielna przez 3.

54. Suma cyfr dodatniej liczby catkowitej n jest réwna liczbie cyfr liczby n. Wynika
z tego, ze

N | a) kazda cyfra liczby n jest réwna 1;

H

b) iloczyn cyfr liczby n jest mniejszy od 2;

N | ¢) suma cyfr liczby n+1 jest wieksza od sumy cyfr liczby n.

Wyjasnienie

a) Jezeli n =20, to liczba n ma dwie cyfry i sume cyfr réwna 2.

¢) Jezeli n=1000000009, to suma cyfr i liczba cyfr liczby n sa réwne (obie wynosza 10).
Tymczasem suma cyfr liczby n+1=1000000010 jest rowna 2, a zatem jest mniejsza od sumy
cyfr liczby n.

b) Jezeli pewna cyfra liczby n jest réwna 0, to iloczyn cyfr liczby n jest takze rowny 0,
a wiec w szczegdlnodci jest on mniejszy od 2. W przeciwnym przypadku kazda cyfra liczby n
jest dodatnia. Wtedy z warunku, ze suma cyfr liczby n jest réwna liczbie jej cyfr wynika,
ze wszystkie cyfry liczby n réwne sa 1. Wéwczas jednak takze iloczyn cyfr takiej liczby jest
mniejszy od 2.

55. Liczba 33...3 jest podzielna przez 99. Wynika z tego, ze liczba n jest podzielna

n trojek
T | a) przez 3;
T | b) przez 6;
N | c¢) przez 9.
Wyjasnienie

Przyjmijmy oznaczenie A, = 33...3.
n trojek
a) Liczba A, jest podzielna przez 99, wiec jest réwniez liczbg podzielng przez 9. To
oznacza, ze suma cyfr liczby A,, — rowna 3n — jest liczba podzielna przez 9. Stad wynika,
ze n jest liczba podzielng przez 3.
b) Poniewaz 6 =2-3 oraz najwiekszy wspélny dzielnik liczb 2 i 3 jest réwny 1, wiec
wykorzystujac podpunkt a), wystarczy dowies¢, ze liczba n jest parzysta.
Przypusémy, ze liczba n jest nieparzysta. Wowczas liczba
A, =33...30+3=33-1010...10+3
~—— —_—

n—1 cyfr n—1 cyfr
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daje reszte 3 z dzielenia przez 33. Nie jest wiec podzielna przez 33, a tym bardziej przez 99.
UzyskaliSmy sprzeczno$é, z ktérej wynika, ze liczba n jest parzysta.

¢) Zauwazmy, ze Ag =333333=99-3367, a 6 nie jest liczba podzielng przez 9.

Uwaga

Mozna dowie$é, ze A, jest liczba podzielng przez 99 wtedy i tylko wtedy, gdy n jest
liczba podzielna przez 6.

56. Liczby a i b sa caltkowite. Wynika z tego, ze liczba 2a(a+1)(a+2)+3b(b+1) jest
podzielna przez

N| a)4;

N| b) 5

T| ¢)6
Wyjasnienie

a), b) Przyjmijmy a =0, b=1. Wowczas liczba 2a(a+1)(a+2)+3b(b+1)=0+6=6 nie
jest podzielna przez 4 oraz nie jest podzielna przez 5.

c¢) Poniewaz 6 =2-3 oraz najwiekszy wspolny dzielnik liczb 2 1 3 wynosi 1, wiec liczba
catkowita jest podzielna przez 6 wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielna przez 2 i przez 3.

Liczba 3b(b+1) jest podzielna przez 3. Ponadto, jedna sposréd dwdoch kolejnych liczb
catkowitych b, b+ 1 jest parzysta. Wobec tego liczba 3b(b+1) jest podzielna przez 2. Stad
wynika, ze jest ona podzielna przez 6.

Liczba 2a(a+1)(a+2) jest podzielna przez 2. Ponadto, wéréd trzech kolejnych liczb
caltkowitych a, a+1, a+2 jest jedna podzielna przez 3. Wobec tego liczba 2a(a+1)(a+2)
jest podzielna przez 3. A zatem jest ona podzielna przez 6.

Skoro obie liczby 2a(a+1)(a+2) oraz 3b(b+1) sa podzielne przez 6, to ich suma réwniez
ma te wlasnos¢.

57. Liczba 6°-1212 jest podzielna przez

T| a) 8%

N | b) 10'9;

N | c) 188,
Wyjasnienie

a) Zauwazmy, ze 122 =(22.3)12=224.312 oraz 8% = (23)8 =224, Wobec tego liczba 1212
jest podzielna przez 8%, a wiec réwniez liczba 6°-1212 jest podzielna przez 8°.

b) Liczba 100 jest podzielna przez 5, a iloczyn 6°-1212 — nie jest.

c) Obie liczby 1818 oraz 6°-12'2 rozkladamy na czynniki pierwsze:

1818 — (2 .32)18 — 218 X 336
66‘1212 — (2_3)6‘(22.3)12 :26.36.224.312 :230318

Widzimy stad, ze 1818 jest liczba podzielng przez 33¢, a 6°-12!2 — nie. Wobec tego 6°-1212
nie moze byé¢ wielokrotnoécig liczby 1818,
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58. Liczba 9! —167 jest podzielna przez

N| a)4;

T | b)b5;

T| c) 31649,
Wyjasnienie

a) Liczba 916 jest nieparzysta, a liczba 16° jest parzysta. Wobec tego réznica 916 — 167
jest liczba nieparzysta, wiec nie jest podzielna przez 4.

b) Ostatnig cyfra liczby 916 =818 jest 1, gdyz wszystkie potegi liczb zakoficzonych
cyfra 1 sg zakonczone cyfra 1. Podobnie, ostatnig cyfra liczby 16° jest 6, gdyz wszystkie
potegi liczb zakonczonych cyfra 6 sa zakonczone cyfra 6. W zwiazku z tym ostatnia cyfra
réznicy 916 —16 jest 5, wiec rézmica ta jest podzielna przez 5.

¢) Zauwazmy, ze dana liczba jest réznica kwadratéw dwdch liczb catkowitych dodat-
nich, wobec czego mozemy ja przedstawi¢ nastepujaco

916 . 169 — (316)2 _ (49)2 — (316 _49)(316 _1_49)_

W takim razie omawiana réznica jest liczba podzielng przez 316 —4°.

59. Cyfry 1, 2, 3, 4, 5, 6 mozna ustawi¢ w takiej kolejnosci, aby otrzymac liczbe sze-
Sciocyfrowa, ktora jest

T | a) podzielna przez 5;

Z

b) podzielna przez 9;

N | ¢) liczba pierwsza.

Wyjasnienie
a) Ostatnia cyfra liczby 123465 jest 5, wiec jest to liczba podzielna przez 5.

b) Dowolna liczba n, ktérej cyframi sa 1, 2, 3, 4, 5, 6 w pewnej kolejnosci, ma sume
cyfr réwna 1+2+3+4+5+6=21. Liczba 21 nie jest podzielna przez 9, wigc korzystajac
z cechy podzielnosci przez 9, wnosimy, ze liczba n réwniez nie moze by¢ podzielna przez 9.

c) Kazda liczba sze$ciocyfrowa skladajaca sie z cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6 ma sume cyfr
réwna 21. Liczba 21 jest podzielna przez 3, wiec liczba sze$ciocyfrowa o sumie cyfr réwnej
21 réwniez jest podzielna przez 3. Taka liczba, jako wieksza od 3, nie moze by¢ liczba
pierwsza.

60. Iloczyn a-b liczb catkowitych a, b jest podzielny przez 400. Wynika z tego, ze co
najmniej jedna z liczb a, b jest podzielna przez
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Wyjasnienie
a) Gdyby zadna z liczb a, b nie byla podzielna przez 5, iloczyn a-b tych liczb réwniez
nie mogtby by¢ podzielny przez 5, a tym bardziej przez 400.

b) Jezeli a =4, b=100, to a-b =400 jest liczba podzielna przez 400, ale zadna z liczb
a, b nie jest podzielna przez 8.

c) Jezeli a =16, b=25, to a-b=400 jest liczba podzielna przez 400, ale zadna z liczb
a, b nie jest podzielna przez 10.

61. Na tablicy napisano siedem réznych liczb catkowitych. Wynika z tego, ze

N | a) suma pewnych trzech sposréd nich jest podzielna przez 2;

)

b) suma pewnych czterech spo$réd nich jest podzielna przez 2;

T | c¢) suma pewnych trzech sposrdd nich jest podzielna przez 3.

Wyjasnienie
a) Jezeli na tablicy znajduje sie siedem liczb nieparzystych, to suma kazdych trzech
spoérod nich jest liczbg nieparzysta.

b) Wérdd kazdych siedmiu liczb catkowitych sa co najmniej cztery liczby parzyste lub
co najmniej cztery liczby nieparzyste. Rzeczywiscie, gdyby zaréwno liczb parzystych, jak
i nieparzystych bylo co najwyzej trzy, to lacznie na tablicy mogloby by¢ napisanych co
najwyzej szes¢ liczb, podczas gdy jest ich siedem. Pozostaje zauwazy¢, ze suma czterech
liczb parzystych oraz suma czterech liczb nieparzystych sg liczbami parzystymi.

c) Wsréd kazdych siedmiu liczb catkowitych sa co najmniej trzy liczby dajace te sama
reszte przy dzieleniu przez 3. Rzeczywiscie, gdyby kazda z trzech mozliwych reszt dawaly
co najwyzej dwie liczby, to lacznie na tablicy mogloby by¢ napisanych co najwyzej szesé
liczb, podczas gdy jest ich siedem. Pozostaje zauwazy¢, ze suma trzech liczb dajacych te
sama reszte przy dzieleniu przez 3 jest podzielna przez 3.

62. Liczba dodatnich liczb nieparzystych, mniejszych od 220'8 jest réwna
N a) 21009.
T | b) 22017,
4034
T ¢ (— \/5) .
Wyjasnienie

22018 jest parzysta, wiec wérdd liczb 1,2,3,...,22018 jest doktad-

a), b) Poniewaz liczba
nie tyle samo liczb parzystych co nieparzystych. Wobec tego dodatnich liczb nieparzystych,

i 2018 3o+ 1 .92018 _ 92017
mniejszych od 2 jest 5-2 =20

c) Mamy (—/2)4034 = (—1)4034. ({/2)4034 — 92017

63. Istnieja takie rozne liczby pierwsze p, q, ze liczba

T | a) pg+1 jest liczba pierwsza;
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T | b) pg+1 jest liczba zlozona;

T | c¢) p+q jest liczba pierwsza.

Wyjasnienie

a) Dla p=21i ¢=3 liczba pg+1=7 jest pierwsza.
b) Dla p=31i ¢=2>5, liczba pg+1=16 jest zlozona.
c) Dla p=21i g=3 liczba p+¢=>5 jest pierwsza.

Uwaga

Powyzsze liczby p i ¢ nie sa jedynymi przykladami potwierdzajacymi stusznosé stwier-
dzen a), b) i ¢). Zauwazmy jednak, ze aby znalezé prawidlowe przyklady swiadczace o praw-
dziwosci zdan a) i c¢), jedna z liczb p lub ¢ musi byé réwna 2. W przeciwnym przy-
padku, liczby p i ¢ — jako liczby pierwsze rézne od 2 — bylyby nieparzyste. Wtedy
liczby pg+ 1 oraz p+ q bylyby parzyste, a wiec nie moglyby by¢ liczbami pierwszymi.

64. Liczba naturalna a jest dwucyfrowa, a liczba naturalna b jest trzycyfrowa. Wynika
z tego, ze

N | a) suma a+b jest liczba trzycyfrowa;

Z

b) iloczyn a-b jest liczba czterocyfrowa;

N | ¢) suma a+b ma mniej cyfr niz iloczyn a-b.

Wyjasnienie

a), b) Jezeli a =20 oraz b=990, to a+b=1010 jest liczba czterocyfrowa, a a-b= 19800
jest liczba pieciocyfrows.

c) Jezeli a=10 oraz b=990, to obie liczby a+b=1000 oraz a-b=9900 sa czterocyfrowe.

65. Dodatnia liczba catkowita n ma doktadnie trzy rézne dodatnie dzielniki. Wynika z
tego, ze

T | a) liczba n jest kwadratem pewnej liczby catkowitej;

Z

b) liczba n jest iloczynem co najmniej dwoch réznych liczb pierwszych;

N | c¢) liczba n? ma doktadnie sze$é¢ réznych dodatnich dzielnikéw.

Wyjasnienie

b) Przypus$émy, ze liczba n ma co najmniej dwa rézne dzielniki pierwsze p i ¢. Wowczas
jej dzielnikami sa co najmniej cztery rézne liczby dodatnie 1, p, g oraz pq, co przeczy
zatozeniom.

a) WykazaliSmy przed chwila, ze liczba n ma co najwyzej jeden dzielnik pierwszy, czyli
jest réwna p”*, dla pewnej liczby pierwszej p oraz pewnej nieujemnej liczby calkowitej .
Liczba takiej postaci ma dokladnie k+1 réznych dzielnikéw dodatnich: 1,p,p?,...,p*. Po-
niewaz liczba n ma trzy rézne dodatnie dzielniki, wiec k+1 =3, czyli k=2. Stad wynika,
ze n=7p?, dla pewnej liczby pierwszej p.
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¢) Skoro n=7p?, dla pewnej liczby pierwszej p, to n? =p*. Wobec tego liczba n? ma
dokladnie pieé¢ réznych dodatnich dzielnikéw: 1, p, p?, p? oraz p?.

Uwaga
Jesli p’f ! -p§2 pf ! jest rozkladem liczby n na czynniki pierwsze (liczby p1,pa,...,p;
sa réznymi liczbami pierwszymi, a ki, ks, ...,k dodatnimi liczbami catkowitymi), to liczba

dzielnikow liczby n jest réwna (k1 +1)(ke+1)...(k,+1).

66. Dodatnie liczby a i b sa catkowite i ich najwiekszy wspélny dzielnik jest rowny 1.
Ponadto liczba a-b jest kwadratem liczby catkowitej. Wynika z tego, ze

T | a) obie liczby a i b sa kwadratami liczb catkowitych;

)

b) najwiekszy wspélny dzielnik liczb a oraz a+b jest réwny 1;

N | c) liczba a+b jest kwadratem liczby catkowitej.

Wyjasnienie

a) Dodatnia liczba catkowita jest kwadratem liczby catkowitej wtedy i tylko wtedy, gdy
w jej rozkladzie na czynniki pierwsze kazda liczba pierwsza wystepuje w parzystej potedze.

Niech liczba pierwsza p bedzie dzielnikiem liczby a. Wowczas liczba p jest takze dziel-
nikiem liczby a-b. Najwiekszy wspoélny dzielnik liczb a i b jest rowny 1, wiec liczba p nie
jest dzielnikiem liczby b. Wobec tego liczba p wystepuje w rozktadzie na czynniki pierwsze
liczby a w takiej samej potedze, jak w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby a-b. Jednak
w rozktadzie liczby a-b na czynniki pierwsze kazda liczba pierwsza wystepuje w parzystej
potedze, gdyz liczba a-b jest kwadratem liczby catkowitej.

b) Oznaczmy przez d najwiekszy wspélny dzielnik liczb a oraz a+b. Poniewaz d|a
oraz d|a+b, wiec liczba d jest réwniez dzielnikiem réznicy tych liczb réwnej (a+b) —a =b.
Wobec tego d|a oraz d|b, a skoro najwiekszy wspolny dzielnik liczb a i b jest réwny 1, to
wynika stad, ze d=1.

¢) Przyjmijmy a =4 oraz b=9. Liczby a i b spelniaja wowczas warunki zadania, ale
liczba a+b =13 nie jest kwadratem liczby catkowite;j.

67. Liczbe n mozna przedstawi¢ w postaci sumy kwadratéw dwoéch liczb catkowitych.
Wynika z tego, ze w postaci sumy kwadratéw dwoch liczb catkowitych mozna przed-
stawi¢ takze liczbe

T | a)2n;

N| b) 3n;

T | ¢)4n.
Wyjasnienie

7 warunkéw zadania wynika, ze istnieja takie liczby calkowite a i b, ze n = a? +b>.
¢) Zauwazmy, ze 4n =4a?+4b? = (2a)%+(2b)? oraz liczby 2a i 2b sa catkowite.
a) Zauwazmy, ze

2n = 2a* +2b* = a® +2ab+b* +a* — 2ab+b* = (a+b)* + (a—b)?
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oraz liczby a+b i a—b sa catkowite.

b) Liczba n=1=12+0? jest sumg kwadratéw dwdch liczb catkowitych, ale liczba 3n=3
nie da sie¢ przedstawi¢ w tej postaci.

Uwagi

1. Mozna udowodnié, ze jezeli r6zna od zera liczbe n mozna przedstawi¢ w postaci
sumy kwadratow dwoch liczb catkowitych, to liczby 3n nie mozna przedstawi¢ w takiej
postaci.

2. Zalezno$ci wyprowadzone w podpunktach ¢) i a) sa szczegdlnymi przypadkami tzw.
tozsamosci Diofantosa. Wiecej na ten temat mozna przeczyta¢ w artykule ,, Tozsamo$é¢ Dio-
fantosa”, Kwadrat nr 2 (grudzien 2011).

68. Istnicje taka liczba calkowita n, ze dwiema ostatnimi cyframi liczby n? sa

T | a) 44;

N| b) 55;

N| ¢) 66.
Wyjasnienie

a) Przyjmijmy n =12. Wtedy n? = 144.

b) Przypus$émy, ze istnieje taka liczba calkowita n, ze n? konczy sie cyframi 55. Wow-
czas liczba n jest nieparzysta oraz podzielna przez 5. W zwiazku z tym liczba n? jest nie-
parzysta i podzielna przez 25. Jednak kazda liczba nieparzysta podzielna przez 25 konczy
si¢ cyframi 25 lub 75.

c) Liczba, ktérej dwiema ostatnimi cyframi sa 66 jest parzysta, ale niepodzielna przez 4.
Taka liczba nie moze by¢ kwadratem liczby catkowite;j.

69. Kazde dwie sposérdod trzech dodatnich liczb catkowitych a, b, ¢ sa rézne. Ponadto
liczby te spelniaja zaleznosci NWD(a,b) =1 oraz NWD(a,c) =1. Wynika z tego, ze

N | a) NWD(b,c) =1;
b) NWD(a,b+c) =1;
T | ¢) NWD(a,bc)=1.

Z

Wyjasnienie
a), b) Jezelia=2, =3, c=9, to NWD(a,b) =1 oraz NWD(a,c) =1, a przy tym
NWD(b,¢) =NWD(3,9)=3#1 oraz NWD(a,b+¢)=NWD(2,12)=2+#1.

c¢) Przypusémy, ze NWD(a,bc) > 1. Oznacza to, ze liczby a oraz bc maja wspolny
dzielnik wiekszy od 1. Wobec tego istnieje pewien wspolny dzielnik pierwszy p liczb a oraz
bc. Skoro p dzieli iloczyn be, to dzieli co najmniej jeden z czynnikéw b, c. Jedna z par
(a,b), (a,c) ma wiec wspélny dzielnik wigkszy od 1, czyli NWD(a,b) #1 lub NWD(a,c) # 1.
Uzyskana sprzecznosé¢ dowodzi, ze NWD(a,bc) = 1.
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70. Iloczyn cyfr dodatniej liczby catkowitej n jest réwny 4'%°. Wynika z tego, ze

N | a) liczba n jest parzysta;

N | b) liczba n ma co najmniej 100 cyfr;

T | c¢) suma cyfr liczby n jest nie mniejsza od 400.

Wyjasnienie
. o . . « e e . s 100
a) Liczba n=444...41 jest nieparzysta, a jej iloczyn cyfr jest réwny 4'°°.
100 cyfr 4
Li = ... .84 f jej il fr j 5
b) Liczba n=_888...84 ma 67 cyfr, a jej iloczyn cyfr jest réwny
66 cyfr 8

66 .4 — 93:66 92 _ 9198+2 _ 9200 __ 4100

¢) Zauwazmy, ze jedynymi mozliwymi cyframi liczby n sa cyfry 1, 2, 4 i 8. Oznaczmy
przez my liczbe wystapien cyfry d w zapisie dziesietnym liczby n. Z warunkéw zadania
wynika wowczas, ze

1-1-...-1.2-2....-2-4.4.....4.8.8-....8 =400,

mi cyfr 1 meo cyfr 2 my cyfr 4 mg cyfr 8

czyli rownowaznie
1m1 . 27T‘L2 .47‘!‘1,4 . 8m8 — 4100’
m 2m 3msg __ 0200
9ma . 92ma  93ms _ 9200

mo+2ma+3msg __ 200
9Qm2 4 8 =9 ,

mo +2my + 3mg = 200.

Suma cyfr liczby n jest rowna

mi cyfr 1 me cyfr 2 mag cyfr 4 mg cyfr 8

Mozemy teraz zauwazy¢, ze
my +2mg +4my +8mg =mq +2mg+2- (mao + 2my + 3mg) = mq +2msg +2- 200 > 400,

gdyz my >0 oraz mg > 0.

71. Dodatnia liczba catkowita n ma te wtasnos¢, ze liczba 1/2++/4+n jest naturalna.
Wynika z tego, ze liczba n jest

N | a) podzielna przez 2;

T | b) podzielna przez 3;
c¢) wieksza od v/2014.
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Wyjasnienie
Oznaczmy k = \/2++/4+n. Przeksztalcajac te réwnoéé, otrzymujemy kolejno:
K =2+V4+n,
k?—2=V4+n,
k' —4k® +4=4+n,
k%(k* —4) =n,
k*(k—2)(k+2) =n.
b) Jezeli k jest liczba naturalna, to jedna z liczb k—2, k, k42 jest podzielna przez 3.
Rzeczywiscie, jezeli k daje reszte 1 przy dzieleniu przez 3, to liczba k42 jest podzielna
przez 3, a jezeli k daje reszte 2 przy dzieleniu przez 3, to liczba k—2 jest podzielna przez 3.

Stad wniosek, ze iloczyn k%(k—2)(k+2) jest liczba podzielng przez 3 dla kazdej liczby
naturalnej k.

c) Liczba n=k?(k—2)(k+2) jest dodatnia, skad wynika, ze k > 3. Wobec tego
n=k*(k—2)(k+2)>3%(3—2)(3+2)=45=+2025 > v/2014.

a) Dla liczby nieparzystej n =45 liczba

V2 VAT B =24 VA9 = V25T =0 =3

jest naturalna.

72. Dodatnie liczby catkowite m, n spetniaja warunek m >n. Wynika z tego, ze

T| a)m>n+1;

b) vm > /n+1;

T| c) m? > n?+3.

Z

Wyjasnienie

a) Jesli dwie liczby catkowite sa rézne, to réznica miedzy wieksza z nich a mniejsza
wynosi co najmniej 1. Wobec tego m—n > 1, czyli m>n+1.

b) Przyjmujac m =2 oraz n =1, otrzymujemy /m = V2<2= Vn+1.

¢) Uzasadnimy, ze dana nier6wnosé¢ jest spelniona dla kazdej pary dodatnich liczb
catkowitych m i n takich, ze m >n. Podamy dwa sposoby tego uzasadnienia.

Sposob 1

Obie strony nieréwnoéci m > n+1 sa dodatnie, a zatem mozemy obie strony tej nie-
réwnoéci podnieéé do kwadratu. Uzyskujemy wtedy m? > n? +2n+1.

7 kolei liczba n jest catkowita i dodatnia, a zatem n > 1.

Wobec tego m2>n2+2n+1>n?+3.

Sposob 11

Wiemy, ze n>1, wiec z nieréwnosci m > n+1 uzyskujemy m > 2. Wobec tego m+n > 3.
Stad m? —n?=(m+n)(m—n)>3-1=3.
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73. Miary «, 3, v katéw pewnego trojkata spetniaja warunek a+ 3 <~. Wynika z tego,

ze

N | a) tréjkat ten jest ostrokatny;

—

b) tréjkat ten jest rozwartokatny;

N | c¢) taki tréjkat nie istnieje.

Wyjasnienie

Przeksztalcimy podana nieréwnosé rownowaznie. Dodajac do obu jej stron =, otrzy-
mujemy o+ 347 <2v. Suma katéw w tréjkacie jest rowna 180°, a zatem 180° < 2v. Stad
wniosek, ze warunek dany w tresci zadania jest réwnowazny zaleznosci 90° < vy, ktora ozna-

cza, ze trojkat jest rozwartokatny.

74. Liczby a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw pewnego tréojkata oraz (a—b)(b—c)(c—a)=0.
Wynika z tego, ze jest to trojkat

T | a) réwnoramienny;

Z

b) réwnoboczny;

N | c¢) ostrokatny.

Wyjasnienie

a) Poniewaz (a—0b)(b—c)(c—a)=0, wiec a—b=0lub b—c=0lub c—a=0, zatem a=0>
lub b=c lub ¢=a. Wobec tego pewne dwa boki rozwazanego tréjkata sg rowne, czyli jest
on rOwnoramienny.

b), ¢) Zauwazmy, ze boki dowolnego trojkata rozwartokatnego réwnoramiennego spelt-

niajg podang w tresci zadania réwnos¢.

75. Liczby a, b, ¢ sa dtugosciami bokéw pewnego trojkata. Wynika z tego, ze istnieje
trojkat o bokach dtugosci

T| a)a+1,b+1,c+1;
N | b) a?, b2, ¢?;
T| c)a, Vb, e
Wyjasnienie
Trojkat o bokach x, y, z istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy

rT+y>z, y+tz>r, zZz+r>Y.

a) Skoro a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw pewnego tréjkata, to a+b > c. Wobec tego
(a+1)+(b+1)=a+b+2>c+2>c+1.

W pelni analogicznie wykazujemy pozostate dwie nieréwnosci. Stad wniosek, ze istnieje

trojkat o bokach dtugosci a+1, b+1, c+1.
57
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c) Skoro a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw pewnego tréjkata, to a+b>c. A zatem
a+b+2Vab>a+b>c, skad (Va+Vb)?>(Ve)?.
Wobec tego \/a+v/b> /c. Pozostate dwie nieréwnosci wykazujemy analogicznie.
b) Tréjkat o bokach 2, 2, 3 istnieje, a tréjkat o bokach 22, 22, 32 nie, gdyz 22 +22 < 32.

76. Dodatnie liczby calkowite a, b, ¢ sa takie, ze liczby 2%, 2°, 2¢ sa dlugosciami bokéw
pewnego trojkata. Wynika z tego, ze

T | a) jest to trojkat ostrokatny:;

T | b) liczby a, b, ¢ sa dlugo$ciami bokéw pewnego tréjkata;

T | c¢) co najmniej dwie sposrdd liczb a, b, ¢ sa rowne.

Wyjasnienie

Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze a <b<c.

¢) Przypu$émy, ze b< ¢, czyli b+1 < c. Wéwezas

2a +2b < 2b+2b — 2b—|—1 < 26’
co przeczy nieréwnoéci tréjkata o bokach 2%, 2°, 2¢. To oznacza, ze b=c.

b) Bezposrednio sprawdzamy, ze a+b>b=c¢, b+c>b>a, c+a>c> a, wiec liczby a,
b, ¢ spelniaja nieréwnosé trojkata.

a) Z poprzednich dwéch punktéw wynika, ze trojkat o bokach 2%, 2°, 2¢ jest réw-
noramienny i dtugos$¢ ramienia jest w nim nie mniejsza od dlugosci podstawy. Poniewaz
w trojkacie naprzeciw dtuzszego boku lezy wickszy kat, wiec wynika z tego, ze kat miedzy
ramionami jest nie wigkszy od kata miedzy podstawa a ramieniem, a ten jest ostry w kazdym
tréjkacie réwnoramiennym.

77. W trdjkacie ABC wysokoéci AE i BF sa réwne. Wynika z tego, ze

N | a) wszystkie wysokosci tego tréjkata sa réwne;
b) katy BAC' i ABC' sa réwne;
T | ¢) érodkowe AK i BL tréjkata ABC sa réwne.

H

Wyjasnienie

b) Pole tréjkata ABC jest rowne %-BC’-AE, a takze %-AC’-BF. Wobec tego
1 1

Poniewaz AE = BF, wiec BC'= AC'. Zatem katy BAC i ABC sa réwne.

c) Wykazalidmy wyzej, ze BC = AC. Wynika z tego, ze trojkat ABC ma o$ symetrii,
przechodzaca przez wierzcholtek C'. Stad wniosek, ze sSrodkowe AK i BL tréjkata ABC' sa

rowne.

a) Zauwazmy, ze trojkat prostokatny réwnoramienny, o kacie prostym przy wierzchotku
C, spelnia warunki zadania, lecz nie wszystkie wysokosci tego tréjkata sa réwne.
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78. Kazda z dwoch wysokosci pewnego trojkata ma dilugosé wieksza od 1. Wynika
z tego, ze

N | a) trzecia wysokos$¢ tego tréjkata réwniez ma diugosé wieksza od 1;

b) kazdy z bokéw tego tréjkata ma dlugoéé wieksza od 1;

1
T | ¢) pole tego tréjkata jest wieksze od 5

Wyjasnienie
a) Rozwazmy tréjkat réwnoboczny ABC o boku dlugosci 2v/3 i oznaczmy przez O

punkt przeciecia wysokosci tego tréjkata, a przez K, L, M — Srodki odpowiednio bokéw
BC, CA, AB (rys. 2).

A A A
Vi M 3 B A M B
rys. 2 rys. 3

W tréjkacie ABO odcinki AL, BK, OM sa wysoko$ciami, przy czym
CM
AL=BK =+/3 oraz OM:T:L
To oznacza, ze dwie z wysokoéci trojkata ABO maja dtugosé¢ wieksza od 1, a trzecia wyso-
ko$¢ tego tréjkata ma dlugosé rowna 1 (czyli nie wieksza od 1).

b) Rozwazmy dowolny tréjkat ABC' spelniajacy warunki zadania i oznaczmy spodki
wysokosci poprowadzonych z wierzchotkéw A, B, C' odpowiednio przez K, L, M (rys. 3).
Przypusémy, ze BL > 1 oraz CM > 1. Wowczas, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, uzy-
skujemy

AB*=AL?+BL?*>BL? skad AB>BL>1.

Podobnie uzasadniamy, ze
BC?*=BIL?+CL?>BL? oraz CA*=CM?*+AM?>CM?,

skad BC > BL >1 oraz CA>CM > 1. Wobec tego kazdy bok tréjkata ABC' ma dlugosé
wigksza od 1.

¢) Przy oznaczeniach z rozwiazania poprzedniego podpunktu, wykorzystujac nieréw-
noéci AB >1 oraz CM > 1, otrzymujemy

1 1
[ABC)=3-AB-CM > -1-1=_,

gdzie [ABC] oznacza pole tréjkata ABC.




60 Zadania testowe Olimpiady Matematycznej Junioréw (2011-2018)

79. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym SACB =40°. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata
ABC, przy czym SAPB =80°. Wynika z tego, ze

T | a) kazdy z katéw C AP i CBP jest mniejszy od 40°;

Z

b) tréjkat ABP jest ostrokatny;

N | c¢) punkt P jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Wyjasnienie
a) Suma katéw w czworokacie wklestym APBC jest réwna 360°, wiec
(360° — SAPB)+<JCAP+<JCBP+<JACB = 360°,

zatem SCAP+<JCBP =<JAPB—JACB =80°—40° =40°. Stad wynika, ze kazdy z katéw
CAP i CBP jest mniejszy od 40°.

¢) Rozpatrzmy okrag w opisany na tréjkacie ABP (rys. 4). Zauwazmy, ze dowolny
punkt P’ lezacy na okregu w, wewnatrz tréojkata ABC, spelnia warunki zadania, gdyz
JAP'B = JAPB=280°, jako katy wpisane oparte na tym samym tuku.

P

A B
rys. 4 rys. 5

b) Rozpatrzmy tréjkat ABC, w ktérym SCAB = 110° oraz SABC =30° (rys. 5).
Woéwezas SACB = 40°. Wybierzmy punkt P lezacy po tej samej stronie prostej AB, co
punkt C', dla ktérego spelnione sg réwnosci:

JCAP =15° oraz JCBP=25°.
Wéwezas punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC. Podobnie jak w czesci a) wykazujemy, ze
JAPB=<9CAP+4CBP+JACB =15°+425°+40° =80°.
Ponadto $PAB=<JCAB—4CAP=110°—15°=95°. Tréjkat ABP jest wiec rozwartokatny.

80. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym BC = AC. Dwusieczna kata BAC przecina
odcinek BC' w punkcie D. Wynika z tego, ze kat ADC' jest

T | a) réwny 3-4DAC;

Z

b) wiekszy od kata ACB;

N | c¢) mniejszy od kata BAC.
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Wyjasnienie

a) Polprosta AD jest dwusieczng kata BAC, skad wynika, ze $DAB = 4DAC. Po-
nadto, AC = BC, a zatem YABC = YBAC =<4DAB+<IDAC =2-4DAC. Poniewaz kat
ADC jest katem zewnetrznym trojkata ABD, wiec

SADC =<4DAB+JABC =4DAC+2-4$DAC =3-4DAC.
c¢) Wykazaliémy przed chwilg, ze SADC =3-<DAC, podczas gdy BAC =2-4DAC.
Wobec tego kat ADC jest wigkszy od kata BAC.

b) Rozpatrzmy tréjkat ABC, w ktérym SACB =120°, SCAB =30° i $ABC = 30°.
Woéwezas SDAC = 15°, wiec LADC =3-15° =45°, a zatem SACB > JADC.

81. Istnieje tréjkat, w ktérym réznica miar pewnych dwoch katéw wewnetrznych jest

rowna
T | a)90°
T | b) 100°;
N | ¢) 200°.
Wyjasnienie

a) Trojkat o katach 30°,30°,120° ma zadana wlasnos$é, gdyz 120° —30° =90°.
b) Tréjkat o katach 20°,40°,120° ma zadana wtasnos¢, gdyz 120° —20° =100°.

c) Gdyby istnial trojkat o opisanej wlasnosci, to co najmniej jeden z jego katéw we-
wnetrzny miatby miare wieksza od 200°. Nie jest to jednak mozliwe, gdyz kazdy kat we-
wnetrzny tréjkata ma miare mniejsza od 180°.

82. Trojkat réwnoboczny mozna rozciaé¢ na

T | a) 4 tréjkaty réwnoboczne;

T | b) 6 trojkatéw réwnobocznych;

T | ¢) 1000 tréjkatéw réwnobocznych.

Wyjasnienie

a) Trojkat réwnoboczny mozna rozcia¢ na 4 tréjkaty réwnoboczne wzdluz odcinkéw
taczacych srodki bokéw (rys. 6).

b) Tréjkat réwnoboczny o boku dlugoséci 3 mozna rozciaé¢ na 5 tréjkatéw réwnobocz-
nych o boku dlugosci 1 oraz jeden tréjkat rownoboczny o boku ditugosci 2 — tacznie 6
trojkatow réwnobocznych (rys. 7).

c¢) Zauwazmy, ze jedna z czesci uzyskanych w podziale z punktu a) mozna ponownie
rozciaé na 4 trojkaty réwnoboczne, tym samym otrzymujac 3 dodatkowe kawalki. Nastepnie
dowolny z tych kawalkéw mozna ponownie rozcia¢ na 4 trojkaty réwnoboczne i otrzymacé
kolejne 3 czesci. Powtarzajac te czynnos$¢ tacznie 332 razy, uzyskamy w koncu podziat
tréjkata rownobocznego na 4+ 3-332 = 1000 trojkatéw réwnobocznych (rys. 8).
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rys. 6 rys. 7 rys. 8

83. Trojkat T rozcieto wzdtuz odcinka na dwa tréjkaty 17 i T, a trojkat S — na
trojkaty S11.S2. Okazato sie, ze tréjkat 11 jest przystajacy do trojkata Sy, a tréjkat
T jest przystajacy do trojkata So. Wynika z tego, ze trojkaty T'i .S

T | a) maja réwne pola;

Z

b) maja réwne obwody;

N | c¢) sa przystajace.

Wyjasnienie

a) Pole trojkata T jest réwne sumie pol trojkatéow Ty i To, a pole tréjkata S jest réwne
sumie pol trojkatow Sy i S,. Figury przystajace maja réwne pola, wiec pola trojkatéw T
i 57 sa réwne oraz pola trojkatéw Th i S5 sa réwne. Wobec tego réwniez pola tréjkatow T
i .S sa réwne.

b), ¢) Niech ABC'D bedzie dowolnym réwnoleglobokiem, w ktérym kat ABC' jest roz-
warty. Niech ponadto P bedzie punktem przeciecia przekatnych AC'i BD (rys. 9). Oznaczmy
tréojkaty ABC, ABP, BCP odpowiednio przez T, Ty, 15, a trojkaty ABD, ABP, DAP
odpowiednio przez S, S, Se. Zauwazmy, ze woéwczas trdjkaty 17 i S1 sa przystajace (jest
to ten sam trojkat), a takze trojkaty Th i Sy sa przystajace (jeden jest obrazem drugiego
w symetrii wzgledem punktu P). Jednak

AB+BC+CA>AB+AD+ DB,
co oznacza, ze obwdd trojkata T jest wickszy od obwodu trdojkata S. Stad wynika takze, ze
trojkaty T'i S nie sa przystajace.
D C

T1=51

rys. 9

84. Dwa z bokow trojkata prostokatnego maja ditugosci 3 oraz 4. Wynika z tego, ze
trzeci bok tego tréjkata ma diugosé

N | a) nie mniejsza od 5;

H

b) nie wieksza od 5;

N | c¢) réwna 5.
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Wyjasnienie

Poniewaz przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego jest jednoczesnie najdiuzszym
bokiem tego tréjkata, wiec bok o diugosci 3 musi by¢ jedna z przyprostokatnych. Stad
wniosek, ze bok o dlugosci 4 jest albo druga przyprostokatna, albo przeciwprostokatna
danego trojkata.

W pierwszym przypadku, w mysl twierdzenia Pitagorasa, przeciwprostokatna tego tréj-

kata ma dtugosé
V32442 =5.
Z kolei w drugim przypadku dlugosé¢ drugiej przyprostokatnej jest réwna

VE—F T

Pozostaje zauwazyé, ze /7 < /25 =5, skad wynika, ze w obu przypadkach trzeci bok roz-
wazanego trojkata ma diugos$é nie wigkszg od 5.

85. Dany jest taki tréjkat ABC, ze SACB = 30°. Promien okregu opisanego na tym
trojkacie jest rowny R, a promien okregu wpisanego jest rowny r. Wynika z tego, ze
T | a) AB=R;
_ RV3
=

b) r

c) pole tréjkata ABC' jest mniejsze od R2.

Wyjasnienie

a) Oznaczmy przez O $rodek okregu opisanego na tréjkacie ABC (rys. 10). Poniewaz
JAOB =2-4ACB =2-30° =60° oraz AO = BO = R, wiec tréjkat ABO jest réwnoboczny.
Stad wniosek, ze AB=R.

C

rys. 11

c¢) Niech H bedzie spodkiem wysokosci tréjkata ABC poprowadzonej z wierzchotka C,
a M spodkiem wysokosci trojkata réwnobocznego ABO, poprowadzonej z wierzchotka O
(rys. 11). Wéwczas

CH<C’O—|—OM:R-|—RT\/§ <2R.

Wobec tego, oznaczajac przez S pole tréjkata ABC, uzyskujemy

S:%-AB-CH<%-R-2R:R2.
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b) Rozwazmy tréjkat ABC, w ktérym SACB=30° i {BAC =JICBA=75° (rys. 12).
Oznaczmy $rodek okregu wpisanego w ten trojkat przez I. Punkty O oraz I leza na prostej
prostopadlej do AB oraz

SBAC

SBAO =60° > 37.5° = = JIBAI.

Wobec tego odlegtos¢ punktu I od prostej AB jest mniejsza od odlegtosci punktu O od

RvV3
prostej AB, a zatem r < T\/—

86. Punkt I jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC, w ktérym SACB = 50°.
Wynika z tego, ze

N | a) YAIB=100°;
b) SAIB>110°;
T | c¢) SAIB<120°.

—

Wyjasnienie

Punkt I, jako $rodek okregu wpisanego w tréjkat ABC, jest punktem przecigcia dwu-
siecznych katow wewnetrznych BAC oraz ABC tréjkata ABC (rys. 13). Stad wniosek,
ze

3BAC raz JSABI = <IABC.

2

IBAI =

Suma katow wewnetrznych w trojkacie jest réwna 180°, skad
JBAC+JABC =180°—SACB =130°.

Laczac uzyskane réwnodci, otrzymujemy

YBAC+4ABC 130°

=180° — =115°.
2

JAIB=180°—<YBAI — YABI =180° —
C

rys. 13

87. W trdjkacie ABC kat ABC jest dwa razy wiekszy od kata BAC. Dwusieczna kata
ABC przecina okrag opisany na tym trojkacie w punkcie E. Wynika z tego, ze

T | a) EA=BC;
b) CA=2-BC;

Z

T | c) proste EC i AB sa réwnolegle.
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Wyjasnienie

a) Oznaczmy okrag opisany na trojkacie ABC przez o (rys. 14). Z warunkéw zadania
wynika, ze $BAC = JCBE = JEBA. Katy te sa wpisane w okrag o i oparte odpowiednio
na tukach BC, CE oraz FA, a wiec tuki te sg rownej dlugosci. Stad wniosek, ze réowniez
cieciwy BC, C'FE oraz EA sa réwnej dlugosci.

rys. 14

b) Zapisujac nieréwnos¢ tréjkata dla trojkata ACE, uzyskujemy
CA<CE+FEA=2-BC.

c) Katy BEC' i EBA sa katami wpisanymi w okrag o, opartymi odpowiednio na tukach
BC' i EA, ktére sa réwnej dtugosci. Wobec tego BEC = SEBA, a to oznacza, ze proste
EC i AB sa réwnolegte.

Uwaga

W rozwiazaniu skorzystaliSmy z wlasnosci katéow wpisanych w okrag, opartych na przy-
stajacych tukach. Wiecej wlasnosci i przyktadéw zastosowan w zadaniach mozna odnalezé
w artykule ,,O tukach réwnej dltugosci”, Kwadrat nr 14 (grudzien 2014).

88. Kazdy z dwoch bokéw tréjkata ostrokatnego ma diugosé 2. Wynika z tego, ze

a) pole tego tréjkata jest mniejsze od 2;

b) kazda wysoko$¢ tego tréjkata ma dlugo$é mniejsza od 2;

c) trzeci bok tego trojkata ma dlugo$¢ mniejsza od 2.

Wyjasnienie

b) Rozwazmy dowolny tréjkat ostrokatny ABC' i jego wysokosé AE (rys. 15). W tréj-
kacie prostokatnym AFEB przyprostokatna AFE jest krétsza od przeciwprostokatnej AB.
Podobnie wykazujemy, ze odcinek AFE jest krétszy od odcinka AC.

A zatem w trojkacie ostrokatnym ABC, wysoko$¢ poprowadzona z dowolnego wierz-
chotka jest krotsza od kazdego z bokéw wychodzacych z tego wierzchotka. Poniewaz w tréj-
kacie, o ktéorym mowa w zadaniu, dwa boki maja dlugo$é¢ 2, wiec kazda wysokos$é tego
trojkata ma dlugosé mniejsza od 2.
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c

rys. 15

a) Rozpatrzmy wysokos$¢ danego trdjkata, opuszczona na bok diugosci 2. Wykazalismy
wyzej, ze ma ona dhugo$¢ mniejsza od 2. Wobec tego pole trojkata jest mniejsze od %-22:2.

¢) Zauwazmy, ze tréjkat réwnoboczny o boku dlugosci 2 spelnia warunki zadania.

89. W trojkacie ABC punkt M jest srodkiem boku AB, a punkt D jest spodkiem
wysokosci poprowadzonej z wierzchotka C'. Wynika z tego, ze

N| a)2-DM < AB;
b) CD < AC oraz CD < BC}
N| ¢) CM < AC oraz CM < BC.

H

Wyjasnienie

b) Jezeli punkty A i D pokrywaja sie, to CD =CA. W przeciwnym wypadku odci-
nek CD jest przyprostokatna tréjkata prostokatnego C'DA, wiec dtugosé tego odcinka jest
mniejsza od dlugosci przeciwprostokatnej C' A tego trojkata, czyli CD <CA (rys. 16). Wobec
tego C'D < AC. Analogicznie uzasadniamy, ze C'D < CB.

C c
B B
A D M B A=D M B
rys. 16 rys. 17

a), ¢) Niech ABC bedzie réwnoramiennym tréjkatem prostokatnym o kacie prostym
przy wierzchotku A (rys. 17). Wowczas punkty A i D pokrywaja sie, wiec 2DM =2AM =AB.
Odcinek CA jest przyprostokatng tréjkata prostokatnego CAM, wiec jego dlugosé jest
mniejsza od dtugodci przeciwprostokatnej tego trojkata, czyli CM > AC.
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90. W tréojkacie rownoramiennym ABC' o podstawie AB punkt M jest érodkiem ra-
mienia BC. Wynika z tego, ze

T | a)2AM <3-BC;
b) pola tréjkatéow ABM i ACM sa réwne;
N| ¢) SCAM = ;9CAB.

—

Wyjasnienie

C

A ’ B
rys. 18 rys. 19
a) Z nieréwnosci trojkata dla tréjkata CAM wynika, ze
AM < AC+CM =BC+iBC=3BC, skad 2-AM <3-BC.
b) Tréjkaty ABM i ACM maja réwne podstawy M B = MC oraz te sama wysoko$é
poprowadzona na te podstawy (rys. 18). Stad wniosek, ze tréjkaty te maja réwne pola.

c¢) Niech ABC bedzie tréjkatem réwnoramiennym o podstawie AB, w ktérym podstawa
AB jest krétsza od ramienia AC. Wykazemy, ze wéwczas SCAM < %<IC’AB )

Niech D bedzie takim punktem, ze czworokat ABDC' jest réwnoleglobokiem (rys. 19).
Woéwezas DC < AC, a wiec SCAM < SCDA= <YM AB. Wobec tego

29CAM < SCAM +<IMAB=<JCAB.

91. Dane sg trojkaty ABC i A’B’C’, dla ktérych
AB<A'B', BC<B'C' oraz CA<C'A.
Wynika z tego, ze

T | a) obwdd trojkata ABC' jest mniejszy od obwodu tréjkata A'B'C’;

Z

b) pole tréjkata ABC' jest mniejsze od pola trojkata A’B'C’;

N | c) istnieje trojkat przystajacy do trojkata ABC, ktéry mozna umieéci¢ wewnatrz
trojkata A'B'C".

Wyjasnienie
a) Dodajac dane nieréwnosci stronami, uzyskujemy

AB+BC+CA<A'B'+B'C'"+C'A’.
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C
C/
o /\ o
A B A’ B’
rys. 20 rys. 21

b) Rozpatrzmy nastepujace trojkaty: Trojkat ABC' jest réwnoboczny i ma bok diugo-
§ci 1 (rys. 20). Pole tego tréjkata jest réwne % 3, a wiec jest wieksze od i. 7 kolei trojkat
A'B'C" jest trojkatem réwnoramiennym o podstawie A’B’ =4 i wysokosci poprowadzonej
z wierzchotka C” réwnej = (rys. 21). Wéwcezas pole trojkata A'B’C” jest réwne 4. Ponadto
spelnione sg nieréwnosci

AB<A'B', BC<B'C'" oraz CA<C'A,
lecz pole trojkata ABC' jest wieksze od pola trojkata A'B'C’.

¢) Rozpatrzmy ponownie tréjkaty ABC i A’ B’'C’ skonstruowane w czeséci b). Poniewaz,
pole trojkata ABC jest wicksze od pola tréjkata A’ B'C’, wigc nie istnieje trdjkat przystajacy
do tréjkata ABC, ktéry mozna umiescié¢ wewnatrz trojkata A’ B'C’.

92. Kazdy bok kwadratu powiekszono o 20%. Wynika z tego, ze pole tego kwadratu
zwiekszylo sie o

N | a)20%;
N | b) 40%;
T | ¢) 44%.
Wyjasnienie
Oznaczmy przez a poczatkowa dlugosé boku kwadratu. Zwiekszajac liczbe a o 20%,
uzyskujemy liczbe a+ %a = %a. Pole kwadratu o boku dlugoéci %a jest réwne
12 \? 144 , , 44 ,
(Ea> —1—00a =a +ma .

Stad wynika, ze pole tego kwadratu, poczatkowo réwne a?, zwickszylo sie o 44%.

93. Istnieje kwadrat, w ktérym przekatna jest dtuzsza od boku o doktadnie

=
=
®

T| ¢)v2-1.

Wyjasnienie

W kwadracie o boku a przekatna ma dlugosé av/2, wiec réznica miedzy dlugoscig prze-
katnej a dtugoscia boku jest réwna a(v/2—1). Aby zbudowaé odpowiedni kwadrat w kolej-
nych podpunktach, rozwigzujemy réwnania

a(vV2-1)=1, a(vV2-1)=v2, a(vV2-1)=v2-1,

1 V2
a=

V2-1" V2-1

uzyskujac odpowiednio a = oraz a=1.
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94. Prostokat ABCD jest zawarty w kwadracie o boku dtugoéci 1 i zaden z punktow
A, B, C, D nie lezy na brzegu tego kwadratu. Wynika z tego, ze

T| a) AB-BC <1,

N| b) AB<1;
T| c) AC < V2.
Wyjasnienie

a) Poniewaz prostokat ABCD jest zawarty w kwadracie o boku dlugosci 1 i nie jest
calym kwadratem, wiec jego pole jest mniejsze od pola tego kwadratu, czyli AB-BC < 1.

c¢) Najdluzszym odcinkiem zawartym w kwadracie jest jego przekatna. Poniewaz dany
w zadaniu kwadrat ma bok dlugoéci 1, wiec jego przekatna ma dlugosé v/2. Punkty A i C
nie leza na brzegu kwadratu, czyli odcinek AC' jest krétszy od przekatnej kwadratu. Zatem
AC < /2.

b) Przypu$émy, ze odcinek AB dlugoéci 1 lezy na przekatnej kwadratu w taki sposob,
ze zaden z punktéw A, B nie pokrywa sie z wierzcholkiem kwadratu (rys. 22). Wowczas do-
wolny prostokat o boku AB, zawarty wewnatrz danego kwadratu, spelnia warunki zadania.

C
B

D
A

rys. 22

95. Punkt P znajduje si¢ wewnatrz prostokata ABCD o polu 1, przy czym AB > BC.
Wynika z tego, ze

T | a) conajmniej jeden z trojkatow ABP, BCP, CDP, DAP ma pole mniejsze od 0, 26;

N | b) suma pdl trojkatéw ABP i CDP jest wieksza od 0,5;

N | ¢) suma pdl tréjkatéw ABP i BCP jest wicksza od 0,5.

Wyjasnienie
a) Gdyby kazdy z omawianych czterech tréjkatéw mial pole réwne co najmniej 0,26,

to suma pol tych tréjkatéw bytaby nie mniejsza od 4-0,26 =1,04. Tymczasem suma pol
tych trojkatoéw jest réwna polu prostokata ABC D, jest wiec réwna 1.

b) Udowodnimy, ze niezaleznie od wyboru punktu P suma pél tréjkatéw ABP i CDP
jest réwna 0, 5.

Podzielmy prostokat ABC'D na cztery mniejsze prostokaty prostymi przechodzacymi
przez punkt P (rys. 23). Kazdy z otrzymanych mniejszych prostokatéw mozemy podzielié¢
przekatna na dwa tréjkaty przystajace, a wiec tréjkaty o rownych polach, z ktoérych je-
den kolorujemy na szaro, a drugi na biatlo. Suma pdl trojkatéw ABP i CDP, czyli szara
powierzchnia, stanowi wiec potowe pola prostokata ABCD.
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D C D C

A ' B A B
rys. 23 rys. 24

c) Jezeli punkt P nalezy do wnetrza trojkata ABC (rys. 24), to suma pél trojkatéw
ABP i BCP jest mniejsza od pola trojkata ABC, réwnego 0,5.

96. Czworokat wypukly ABCD ma dokladnie dwie osie symetrii. Wynika z tego, ze
ten czworokat jest

N | a) rombem;

Z

b) prostokatem;

T | c¢) réwnoleglobokiem.

Wyjasnienie
a) Dowolny prostokat nie bedacy kwadratem ma doktadnie dwie osie symetrii (rys. 25).
b) Dowolny romb nie bedacy kwadratem ma dokladnie dwie osie symetrii (rys. 26).

rys. 25 rys. 26 rys. 27

¢) Udowodnimy ogdlniejszy fakt: jezeli wielokat ma dokladnie dwie osie symetrii, to
sa one prostopadte, a ich punkt przecigcia jest srodkiem symetrii wielokata. Wynika stad,
ze jesli czworokat ma doktadnie dwie osie symetrii, to ma on takze srodek symetrii, a wiec
jest réwnoleglobokiem.

Niech k i ¢ beda (jedynymi dwiema) osiami symetrii wielokata V. Oznaczmy przez
k' prosta symetryczng do prostej k wzgledem prostej £. Wowcezas prosta k' réwniez jest
osig symetrii wielokata W oraz k' # ¢, skad wynika, ze k' = k. Tym samym prosta k jest
symetryczna wzgledem prostej ¢ (réznej od k), a to oznacza, ze proste k i £ sa prostopadte.

Oznaczmy przez S punkt przeciecia prostych k i £. Niech P bedzie dowolnym punktem
plaszczyzny, (Q bedzie punktem symetrycznym do P wzgledem prostej k, a P’ bedzie punk-
tem symetrycznym do @) wzgledem prostej ¢ (rys. 27). Zauwazmy, ze punkt P nalezy do
wielokata VW dokladnie wtedy, gdy punkt @ nalezy do wielokata W, czyli doktadnie wtedy,
gdy punkt P’ nalezy do wielokata W. Dowdd bedzie wiec zakonczony, jesli wykazemy, ze
punkty P i P’ sa symetryczne wzgledem punktu S — bedzie to oznaczalo, ze S jest srodkiem
symetrii wielokata W.
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Zauwazmy, ze SP=SQ = SP’, wiec S jest $rodkiem okregu opisanego na trdjkacie
PQP'. 7 prostopadlosci prostych k i £ wynika, ze $PQP’' =90°, czyli tréjkat PQP’ jest
prostokatny i wobec tego punkt S jest srodkiem przeciwprostokatnej PP’. To oznacza, ze
punkty P i P’ sa symetryczne wzgledem punktu S i konczy dowdd faktu.

Uwaga

Mozna uzasadni¢, ze jesli czworokat wypukly ma dokltadnie dwie osie symetrii, to jest
on prostokatem (nie bedacym kwadratem) lub rombem (nie bedacym kwadratem). Zaréwno
prostokat, jak i romb sa réwnolegtobokami. Wobec tego, jesli czworokat wypukly ma doktad-
nie dwie osie symetrii, to jest réwnolegtobokiem, cho¢ oczywiscie na kazdy réwnolegtobok
ma dwie osie symetrii.

97. Przekatne czworokata wypuklego ABCD sa prostopadte. Wynika z tego, ze

N | a) czworokat ten jest kwadratem;

Z

b) czworokat ten jest rombem;

T| ¢) AB>+CD?*=BC?+ DA?.

Wyjasnienie

a), b) Rozpatrzmy dwa dowolne przecinajace si¢ pod katem prostym odcinki AC' i BD,
ktorych srodki sie nie pokrywaja. Konce tych odcinkéow tworza czworokat wypukty ABCD,
ktéry nie jest rownoleglobokiem, a wiec tym bardziej rombem, czy tez kwadratem.

c¢) Oznaczmy przez P punkt przeciecia przekatnych czworokata ABC'D. Na mocy twier-
dzenia Pitagorasa odpowiednio dla trojkatow APB i CPD, otrzymujemy

AB?*=AP?+BP? oraz CD?*=CP?+DP?.
Dodajac powyzsze réwnoéci stronami, uzyskujemy AB?+CD? = AP?+ BP?+CP?+DP?2.

Analogicznie dowodzimy, ze BC?+ DA? = AP? + BP? + CP? + DP?. Stad wniosek, ze
AB?+CD?=BC?+DA?.

98. Istnieje taki czworokat wypuktly, ze kazda jego przekatna dzieli go na dwa tréjkaty

T | a) prostokatne;

Z

b) ostrokatne;

T | c) rozwartokatne.

Wyjasnienie

a) Kazda przekatna prostokata dzieli go na dwa tréjkaty prostokatne.

b) Gdyby taki czworokat istnial, to jego kazdy kat wewnetrzny bylby ostry. Jednak
wowcezas suma katow wewnetrznych tego czworokata bylaby mniejsza od 4-90° = 360°, co
nie moze mie¢ miejsca.

¢) Rozwazmy prostokat AKCL, w ktérym AK =3, KC =1 oraz takie punkty B i D
lezace odpowiednio na bokach AK i CL, ze AB=CD =1 (rys. 28). Wéwczas katy KBC,
KBD, LDA, LDB sa ostre, wiec kazda przekatna rownolegtoboku ABC D dzieli go na dwa
trojkaty rozwartokatne.
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L D C

A B K
rys. 28

99. W czworokacie wypuklym ABCD pola tréjkatéw ABC i ADC sa réwne. Wynika
z tego, ze

N | a) pola tréjkatéw BCD i BAD sa réwne;

—

b) srodek przekatnej BD nalezy do przekatnej AC;

N | ¢) czworokat ABCD jest réwnoleglobokiem.

Wyjasnienie

b) Rozwazmy wysoko$ci BM i DN odpowiednio tréjkatow ABC i ADC. Poniewaz
pola tych trojkatow sa réwne oraz maja one wspolna podstawe AC, wiec BM = DN.

Odcinki BM i DN sa wiec réwnej dtugosci i réwnolegte. Wobec tego, jesli punkty M
i N pokrywaja sie, to kazdy z nich jest srodkiem odcinka BD, skad wynika, ze srodek ten
lezy na przekatnej AC. W przeciwnym wypadku, czworokat M BN D jest réwnolegtobokiem,
a zatem srodek przekatnej BD pokrywa si¢ ze srodkiem przekatnej M N. Stad wniosek, ze
rowniez w tym przypadku srodek przekatnej BD nalezy do przekatnej AC.

a), ¢) Rozpatrzmy tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym AB # BC. Niech D bedzie
obrazem symetrycznym punktu B wzgledem prostej AC. Wéwcezas czworokat ABCD jest
wypukly, a pola tréjkatéw ABC i ADC' sa réwne, gdyz sa to trojkaty przystajace. Poniewaz
wysokosci trojkatow BC'D i BAD opuszczone na wspélny bok BD sa réznej dlugosci,
wiec pola tych trojkatéow sa rézne. Ponadto AB # C'D, a zatem czworokat ABC'D nie jest
réwnolegtobokiem.

100. Kazdy bok pewnego czworokata ma dlugo$¢ mniejsza od 1. Wynika z tego, ze

T | a) pole tego czworokata jest mniejsze od 1;

N | b) istnieje kwadrat o boku 1, w ktérym ten czworokat jest zawarty;

N | c¢) dlugo$é kazdej przekatnej tego czworokata jest mniejsza od v/2.

Wyjasnienie

Udowodnimy najpierw nastepujacy fakt: jezeli co najmniej dwa z bokéw trojkata maja
dtugo$é mniejsza od 1, to pole tego tréjkata jest mniejsze od %

Niech XY Z bedzie tréjkatem, w ktérym XY <1 oraz XZ <1 (rys. 29). Oznaczmy
przez T rzut prostokatny punktu Z na prosta XY (punkt 7" moze leze¢ poza odcinkiem
XY lub pokrywaé sie z jednym z punktow X, V). W trdjkacie prostokatnym X Z7T (by¢ moze
zdegenerowanym do odcinka) przeciwprostokatna X Z jest nie krétsza od przyprostokatne;
ZT, czyli ZT < X Z. Uzyskujemy wiec nieréwnosé

XY.-ZT XY -XZ 1-1

1
XYZ]= < =z,
XYzl 2 35 S22
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gdzie [F] oznacza pole figury F. To konczy dowdd.
Z

X T‘ Y
rys. 29
a) Niech ABCD bedzie czworokatem, ktérego kazdy bok ma dlugosé mniejsza od 1.

Korzystajac z udowodnionego na poczatku faktu, otrzymujemy
1 1
[ABC] < 5 oraz [ADC] < 5
Dodajac stronami dwie powyzsze nieréwnosci, uzyskujemy [ABCD] < 1.

¢) Rozwazmy prostopadte odcinki AC, BD o dlugosciach odpowiednio 1,8, 0,6, ktore
dziela sie na polowy (rys. 30). Wowczas czworokat ABC D jest rombem, ktérego kazdy bok
ma dlugosé

1/0,92+0,32 = ,/0,81+0,00 = /0,9 < 1.

7 kolei przekatna AC ma diugoéé wieksza od v/2, gdyz (1,8)% =3,24 > 2= (1/2)%.

rys. 30

b) Kazdy odcinek zawarty w kwadracie o boku 1 ma dlugoéé co najwyzej v/2. Stad
wniosek, ze czworokata ABC D skonstruowanego w punkcie ¢) nie mozna umiesci¢ wewnatrz
takiego kwadratu.

101. Czworokat wypukly ABCD jest opisany na okregu i AB= BC. Wynika z tego, ze
N| a) SABC =4ADC;
T | b) CD = DA;
N | ¢) czworokat ABCD jest rombem.

Wyjasnienie

b) Skoro czworokat ABCD jest opisany na okregu, to AB+CD = BC+ DA. Stad
wynika, ze jesli AB=BC, to CD=DA.

a) Rozpatrzmy tréjkat ABD, w ktérym AB < AD. Niech C bedzie obrazem syme-
trycznym punktu A wzgledem prostej BD (rys. 31). Wowczas AB+CD=BC+ DA, a wiec
czworokat ABCD jest opisany na okregu. Ponadto, skoro AB < AD, to YABD > JADB.
Mnozac te nieréwnoéé stronami przez 2, uzyskujemy SABC > SADC.



74 Zadania testowe Olimpiady Matematycznej Junioréw (2011-2018)

rys. 31

c) Czworokat ABCD zbudowany punkcie a) spelnia warunki zadania, ale nie jest
rombem.

102. Punkty A i B lezg na okregu o $rodku O, przy czym SOAB = 45°. Punkt C' lezy
na dhuzszym tuku AB tego okregu. Wynika z tego, ze

T| a) SABO =45
b) SACB = 45°;
N | c) JABC < 130°.

H

Wyjasnienie
a) Odcinki OA i OB sa promieniami danego okregu, wiec sa réwnej dlugosci. Wobec
tego SABO = <BAO = 45°.

rys. 32

b) Suma katéw w tréjkacie ABO jest réwna 180°, a zatem SAOB =90°. Kat AOB
jest katem $rodkowym, a kat ACB katem wpisanym i oba sa oparte na tym samym tuku
o koficach A i B (rys. 32). Wobec tego SACB = 34AOB =45°.

c) Wybierzmy punkt C, zgodnie z warunkami zadania oraz tak, aby SBAC = 4°
(rys. 33). Wowczas korzystajac z czesci b), uzyskujemy

JABC =180° — (FACB+4BAC) = 180° — (45° +4°) = 131° > 130°..

103. Wszystkie boki pieciokata wypuktego ABC D FE sa réwnej dtugosci. Wynika z tego, ze

N | a) wszystkie przekatne pieciokata ABCDE sa réwnej dlugosci;

N | b) proste AB i CE sa réwnolegle;
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N | c¢) pieciokat ABCDE jest foremny. E

Wyjasnienie
Niech ABDFE bedzie kwadratem, a BC'D — trojka-
tem rownobocznym zbudowanym na zewnatrz tego kwa-

dratu (rys. 34). Wéwczas wszystkie boki pieciokata wypu- A
kltego ABCDE sa réwnej diugosci. rys. 34

a) Mamy AD > BD, gdyz w tréjkacie prostokatnym ABD przeciwprostokatna jest
dtuzsza od przyprostokatne;j.

b) Proste AB i DE sa réwnolegle, a proste DE i C'E nie sa réwnolegle. Wobec tego
proste AB i CE réwniez nie sa rownolegte.

c) Nie wszystkie katy wewnetrzne pieciokata ABCDE sa réwne, np. SEAB = 90°,
a $BCD =60°. Wobec tego nie jest to pieciokat foremny.

104. Wszystkie katy sze$ciokata wypuklego ABCDEF sa rowne. Wynika z tego, ze

T | a) proste AB i DE sa réwnolegle;

N | b) odcinki BC i EF sa réownej dlugosci;
N | c¢) szesciokat ABCDEF jest foremny.

Wyjasnienie
a) Wszystkie katy szesciokata ABC DEF' sa réwne, wiec kazdy z nich ma miare 120°.
Oznaczmy przez () punkt przeciecia prostych AB i C'D (rys. 35). Wéwczas

JQBC =60° oraz JQCB=60°.
Wiynika stad, ze BQC =60°. Zatem
IBQC +<IEDQ =60° +120° = 180°,

co oznacza, ze proste AB i DE sa réwnolegte.

rys. 35 rys. 36

b), ¢) Niech PQR bedzie tréjkatem réwnobocznym (rys. 36). PoprowadZzmy prosta
AF réwnolegta do boku QR oraz prosta BC réwnolegta do boku RP, jak pokazano na
rysunku 36. Teraz poprowadzmy prosta ED réwnolegta do boku PQ), ale w taki sposéb,
aby dtugosci odcinkéw BC'i E'F' byly réznej dlugodci. Otrzymalidémy w ten sposéb szesciokat
wypukly ABCDEF.



76 Zadania testowe Olimpiady Matematycznej Junioréw (2011-2018)

Poniewaz trojkaty PAF, QBC i RED sa rownoboczne, wiec kazdy kat wewnetrzny
szesciokata ABCDEF ma miare 120°. W szesciokacie tym odcinki BC i EF sa réznej
dtugoéci. Stad wniosek, ze szesciokat ABC DEF nie jest foremny.

105. Szesciokat foremny podzielono na sze$¢ przystajacych wielokatéw wypuktych. Wy-
nika z tego, ze kazdy z tych wielokatow ma co najmniej

N | a) jeden kat wewnetrzny o mierze 60°;

Z

b) jeden kat wewnetrzny o mierze 120°;

N | c¢) dwa katy wewnetrzne ostre.

Wyjasnienie
a) Szesciokat foremny mozna podzieli¢ na sze$é¢ przystajacych tréjkatéw o katach
30°,30°,120° (rys. 37).

b) Szesciokat foremny mozna podzieli¢ na sze$¢ przystajacych tréjkatéw réwnobocz-
nych (rys. 38).

c¢) Szesciokat foremny mozna podzieli¢ na sze$¢ przystajacych czworokatéow o katach
60°,90°,90°,120° (rys. 39 lub rys. 40).

IGVAVAN
LT N\

rys. 37 rys. 38 rys. 39 rys. 40

106. Szesciokat ABC'DEF jest opisany na okregu o srodku S. Wynika z tego, ze
T| a) AB+CD+FEF=BC+DE+ FA;
N| b) AD=BE=CF,

T | ¢)suma pdl trojkatéw ABS, CDS, EF'S jest réwna sumie pél tréjkatéw BCS, DES,
FAS.

Wyjasnienie
a) Oznaczmy odpowiednio przez a, b, ¢, d, e, f dlugosci odcinkéw stycznych do okregu
wpisanego w szesciokat ABC' DEF poprowadzonych z punktéow A, B, C, D, E, F (rys. 41).
Woéwcezas
AB+CD+FEF =a+b+c+d+e+f=BC+DE+FA.

¢) Zauwazmy, ze wysokosci trojkatéw ABS, CDS, EFS opuszczone z wierzchotka S
majg te sama dlugos$é, réwna promieniowi r okregu wpisanego w szesciokat ABCDEF
(rys. 42). Wobec tego suma pdl trojkatéw ABS, CDS, EFS jest réwna

AB.r CD-r EF-
S+~ + =" = (AB+CD+EF).
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Analogicznie dochodzimy do wniosku, ze suma pdl trojkatow BCS, DES, FAS jest réwna

g(BC’JrDEJrFA).
Aby przekonac sie, ze rozwazane sumy pol sa rowne, pozostaje skorzysta¢ z konkluzji pod-
punktu a).

rys. 41 rys. 42

b) Rozwazmy kwadrat ABK L opisany na okregu w. Na bokach AL, BK wybierzmy
odpowiednio takie punkty F, C, ze AF = BC > %AB (rys. 43). Wreszcie niech D, E beda
takimi punktami nalezacymi do odcinka KL, ze odcinki C'D i EF sa styczne do okregu w.

Wowczas ABCDEF jest szeSciokatem opisanym na okregu w, ale

CF=AB=AL<AD.

L

rys. 43

107. Wielokat A ma co najmniej osiem wierzchotkéw oraz dwa razy wiecej bokéw niz
wielokat B. Wynika z tego, ze wielokat A ma

T | a) dwa razy wiecej wierzchotkéw niz wielokat B;

Z

b) dwa razy wiecej przekatnych niz wielokat B;

N | c¢) parzysta liczbe przekatnych.

Wyjasnienie
a) Kazdy wielokat ma tyle samo bokéw co wierzchotkéw. Wobec tego, skoro wielokat A
ma dwa razy wiecej bokéw niz wielokat B, to ma on réwniez dwa razy wiecej wierzchotkow.

b) Zauwazmy, ze liczba przekatnych kazdego n-kata jest rowna %n(n—?)). Rzeczywi-
Scie, kazdy z wierzchotkow n-kata jest koncem doktadnie n—3 przekatnych tego wielokata.
Stad wniosek, ze wszystkie przekatne maja tacznie dokladnie n(n—3) koncéw. Skoro kazda

przekatna ma dwa konce, to przekatnych jest %n(n—3). W szczegdlnosci wynika stad, ze



78 Zadania testowe Olimpiady Matematycznej Junioréw (2011-2018)

czworokat ma dwie przekatne, a majacy dwa razy wiecej bokéw osmiokat ma 20, czyli 10
razy wiecej, przekatnych.

c) Korzystajac ze wzoru na liczbe przekatnych w n-kacie wypuklym, wyprowadzo-
nego w poprzednim podpunkcie, stwierdzamy, ze kazdy dziesigciokat wypukly ma doktadnie
1-10-(10—3) =35, czyli nieparzysta liczbe, przekatnych.

108. Dany jest 101-kat foremny A;As... A191. Wynika z tego, ze

T | a) tréjkat AsA19A15 jest roGwnoramiennys;

T | b) trojkat Ay15A31A100 jest rGwnoramienny;

N | ¢) pewien tréjkat, ktorego wierzchotkami sa trzy sposrod punktéw Aj, Ao, ..., A101
jest prostokatny.

Wyjasnienie

Rozwazmy okrag opisany na danym 101-kacie. Przyjmijmy, ze kolejnos¢ wierzchotkdw
Aq,As, ..., A101 na tym okregu jest zgodna z ruchem wskazowek zegara. Przez {fuk XY
bedziemy rozumieli tuk danego okregu biegnacy od punktu X do punktu Y zgodnie z ruchem
wskazowek zegara.

a), b) Zauwazmy, ze tuki AjAs, AsAs, ..., Aj01 A1 sa réwnej dlugosci. Oznaczmy te
dtugosé przez a. Wowcezas tuki AsAig oraz Ai1gA1s maja dlugo$é réwna ba. Wobec tego
JAsA15A10 = SA190A5A5, gdyz sa to katy wpisane oparte na tukach tej samej dtugodci.
Stad wniosek, ze tréjkat AsAi9A1s jest rGwnoramienny. Poniewaz oba tuki Ai9gA15 oraz
A15A31 maja dlugosé 16a, wiec analogicznie wykazujemy, ze trojkat Ai5As1 A1go jest row-
noramienny.

c¢) Poniewaz 101 jest liczba nieparzysta, wiec zadne dwa punkty sposréd wierzchotkéw

Ay, As, ..., A101 nie sa koncami $rednicy rozpatrywanego okregu. Stad wniosek, ze zaden
tréjkat, ktorego wierzchotkami sa trzy spoérod punktow Aq, As, ..., Ajp1 nie moze by¢ pro-
stokatny.

109. Istnieje n-kat wypukly (n>4), w ktérym liczba przekatnych

N | a) jest potega liczby 4 o wyktadniku catkowitym dodatnim;

T | b) réowna jest liczbie wierzchotkéw;

N | c¢) jest mniejsza od polowy liczby wierzchotkéw.

Wyjasnienie

Wykazemy, ze liczba przekatnych n-kata wypuklego jest réwna %n(n—?)).

Kazdy z wierzchotkéw n-kata wypuklego jest koncem doktadnie n—3 przekatnych tego
wielokata. Stad wniosek, ze wszystkie przekatne maja tacznie dokladnie n(n —3) koncéw.
Skoro kazda przekatna ma dwa konce, to przekatnych jest %n(n— 3).

a) Przypusémy, ze dla pewnej liczby catkowitej dodatniej k zachodzi réwnosé
Inn—3)=4F czyli n(n-3)=2%"1
Liczby catkowite dodatnie n, n —3 réznig sie o 3, wiec jedna z tych liczb jest parzysta,
a druga — nieparzysta. Jedynym nieparzystym dzielnikiem liczby 22%*1 jest liczba 1, skad
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wniosek, ze n—3=1, czyli n=4. Jednak liczba przekatnych czworokata wypuklego jest réwna
2, a 2 nie jest potega liczby 4 o wyktadniku catkowitym. Uzyskana sprzecznos$¢ oznacza, ze
nie istnieje liczba k o szukanych wtasnosciach.

b) Kazdy pieciokat wypukty ma dokladnie 5 przekatnych.

c) Poniewaz n >4, wiec n—3>1, a zatem in-(n—3)> in. To oznacza, ze liczba

przekatnych jest nie mniejsza od potowy liczby wierzchotkéw.

110. Odlegltosé punktu F od prostej AB jest mniejsza od odlegtosci punktu F' od prostej
AB. Wynika z tego, ze

T | a) pole tréjkata ABE jest mniejsze od pola trojkata ABF

N | b) obwdd tréjkata ABE jest mniejszy od obwodu tréjkata ABF;

N | c¢) promien okregu wpisanego w trojkat ABE jest mniejszy od promienia okregu

wpisanego w trojkat ABF'.
Wyjasnienie
a) Trojkaty ABE i ABF maja wsp6lna podstawe AB, a wysoko$¢ tréjkata ABE jest

mniejsza od wysokosci tréjkata ABF. Wobec tego pole trojkata ABFE jest mniejsze od pola
trojkata ABE.

Rozpatrzmy proste k i [ rownolegle do prostej AB. Przyjmijmy, ze odlegtos¢ prostej k
od prostej AB jest mniejsza od odleglosci prostej [ od prostej AB.

b) Wybierzmy dowolny punkt F' na prostej [. Na prostej k znajdujemy taki punkt E,
ze dtugos¢é odcinka AF jest wieksza od obwodu trojkata ABF. Punkty E i F spelniaja
warunki zadania (odlegtoéé punktu F od prostej AB jest mniejsza od odlegloéci punktu F
od prostej AB), jednak obwéd tréjkata ABE jest wiekszy od obwodu trojkata ABF.

c) Wybierzmy dowolny punkt E na prostej k. Przez punkt B poprowadZzmy prosta m,
ktérej odlegtosé od punktu A jest dodatnia, ale mniejsza od promienia okregu wpisanego
w trojkat ABE. Niech F bedzie punktem przeciecia prostych [ i m. Wéwczas punkty E
i I’ spelniaja warunki zadania. Ponadto promien okregu wpisanego w tréojkat ABF' jest
mniejszy od wysokosci tego trdojkata poprowadzonej z wierzchotka A. Z kolei wysoko$¢ ta
ma dlugo$é réwng odleglosci punktu A od prostej m i jest krotsza od promienia okregu
wpisanego w trojkat ABE.

111. Kazdy punkt okregu w o promieniu 1 pomalowano na czarno lub bialo w taki spo-
sob, ze kazda cigeciwa tego okregu o dtugosci 1 ma konce réznych koloréow. Wynika
z tego, ze

T | a) kazda $rednica okregu w ma konce réznych koloréw;

T | b) kazdy tréjkat réwnoboczny wpisany w okrag w ma wszystkie trzy wierzchotki tego
samego koloru;

T | ¢) kazdy kwadrat wpisany w okrag w ma dwa wierzcholtki czarne i dwa biale.
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Wyjasnienie

Oznaczmy przez O srodek okregu w. Niech A bedzie dowolnym punktem okregu w oraz
niech ABCDEF bedzie szesciokatem foremnym wpisanym w ten okrag (rys. 44). Wowczas
JAOB=60°, gdyz jest to kat srodkowy oparty na tuku bedagcym % okregu. Stad wniosek, ze
trojkat ABO jest rownoboczny, wiec AB=0A=1. To oznacza, ze kazdy z bokéw szedciokata
ABCDEF jest cieciwa okregu w o dhugosci 1.

rys. 44 rys. 45

a) Bez straty ogélnosci przypusémy, ze punkt A zostal pomalowany na bialo (rozumo-
wanie w przypadku gdy punkt A jest czarny jest w pelni analogiczne). Wéwczas z warunkéw
zadania wynika kolejno, ze punkty B i F' zostaly pomalowane na czarno, punkty C'i F na
bialo i w konicu punkt D na czarno (rys. 45). Odcinek AD jest $rednica okregu w, ktéra
ma konce réznych kolorow, a punkt A zostal wybrany dowolnie. Stad wniosek, ze kazda
Srednica okregu w ma konce réznych kolorow.

b) Trojkat ACE o wierzchotkach tego samego koloru jest réwnoboczny i wpisany
w okrag w. Punkt A zostal wybrany dowolnie. Stad wynika, ze kazdy tréjkat réwnoboczny
wpisany w dany okrag ma wierzcholtki tego samego koloru.

¢) Zauwazmy, ze przekatne kwadratu wpisanego w okrag w sa Srednicami tego okregu.
Z punktu a) wiemy, ze kazda taka $rednica ma jeden wierzchotek czarny i jeden bialy. Stad
wniosek, ze wéréd wierzchotkéw kwadratu zawsze beda dwa wierzchotki czarne i dwa biate.

112. Sposrod wierzchotkéw pewnego dwunastokata foremnego wyrdzniono siedem. Wy-
nika z tego, ze wérdod wyrdznionych punktéw mozna wskazaé takie trzy, ktore sg
wierzchotkami tréojkata

T | a) prostokatnego;

Z

b) réwnobocznego;

N | ¢) rozwartokatnego réwnoramiennego.

Wyjasnienie
Oznaczmy dany dwunastokat foremny przez A;As...Aqs.
a) Zauwazmy, ze co najmniej jedna z sze$ciu Srednic okregu opisanego na danym dwu-

nastokacie
A1 A7, AxAg, AzAg, AsAig, AsAir, AsAia

ma obydwa konce w wyréznionych punktach (rys. 46), gdyz w przeciwnym przypadku wyrdz-
nionych punktéw byloby co najwyzej szesé. Dotaczajac do koncoéw takiej srednicy dowolny



Rozwiazania zadann — Geometria plaska 81

inny wyrézniony punkt, otrzymujemy wierzchotki trojkata prostokatnego.

A12 A12

Aiq A Al A,

AlO AZ AIO A2
Ag As Ag As
Ag A4 A8 A4
A7 A5 A7 A5
AG AG
rys. 46 rys. 47 rys. 48

b) Jezeli wyréznione zostaly punkty Aj, As, ..., A7, to zadne trzy z nich nie sa wierz-

chotkami trojkata réwnobocznego (rys. 47). Rzeczywiscie, tylko cztery tréjki wierzchotkéw
danego dwunastokata wyznaczaja tréjkaty réwnoboczne:

A1A5Ag, AsAgAig, A3A7A11, AsAgAr
i zadna z nich nie jest ztozona wylacznie z wyrdznionych punktow.
c) Jezeli wyr6znione zostaly punkty Ay, As, A4, As, A7, Ajo, A11 (rys. 48), to zadne

trzy z nich nie sa wierzchotkami tréjkata rozwartokatnego réwnoramiennego. Wéwcezas je-
dynymi tréjkatami réwnoramiennymi o wierzchotkach w wyréznionych punktach sa

A1 A A7, A1ALA g, A1A7 AL, AsAsA, AsA7 AL

i wszystkie te tréjkaty sa prostokatne (gdyz odcinki A; A7, AyA19, AsAq; sa Srednicami
okregu opisanego na danym dwunastokacie).

Uwaga

Mozna zauwazy¢, ze dotaczajac punkt Ag do siddemek wyréznionych punktéw w kontr-
przykladach do podpunktéw b) oraz c), otrzymujemy 6semki wyréznionych punktéw weiaz
stanowiace odpowiednie kontrprzyktady. Wobec tego odpowiedzi w podpunktach b) oraz c)
nie ulegna zmianie, jesli w tresci zadania stowo siedem zastapimy przez osiem.
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113. Liczba krawedzi pewnego ostrostupa jest o 15 wieksza od liczby jego wszystkich
wierzchotkéow. Wynika z tego, ze ten ostrostup ma doktadnie

N | a) 15 Scian bocznych;

)

b) 16 $cian bocznych;

N | ¢) 17 $cian bocznych.

Wyjasnienie

Przyjmimy, ze podstawa rozwazanego ostrostupa jest pewien n-kat. Wtedy liczba
wierzchotkéw tego ostrostupa jest réwna n+1, a liczba jego krawedzi jest réwna 2n.

Zgodnie z warunkami podanymi w tresci zadania otrzymujemy 2n = (n+1)+ 15, skad
wyznaczamy n = 16. Wobec tego podstawa tego ostrostupa jest 16-kat, a wigc ostrostup ten
ma 16 $cian bocznych.

114. Istnieje taki graniastostup, ktérego liczba krawedzi jest rowna

T | a) 3100,

N| b) 5100,

N | ¢) 100001.
Wyjasnienie

Rozwazmy graniastostup, ktérego podstawe stanowi pewien n-kat. Liczba krawedzi
tego graniastostupa jest rowna 3n. Wobec tego liczba krawedzi graniastostupa jest podzielna
przez 3.

a) Liczba 3190 jest podzielna przez 3. Jest to liczba krawedzi graniastostupa, ktérego
podstaws jest 399-kat.

b), ¢) Liczba 519 nie jest podzielna przez 3, gdyz w rozktadzie tej liczby na czynniki
pierwsze nie wystepuje liczba 3. Réwniez liczba 100001 nie jest podzielna przez 3, gdyz
suma cyfr tej liczby nie jest podzielna przez 3.

115. Istnieje ostrostup, ktéry ma dokladnie 15'4

T | a) wierzcholkéw;

N | b) krawedzi;

T | c) Scian.

Wyjasnienie
a), ¢) Ostrostup o podstawie n-kata ma n+ 1 wierzchotkéw oraz n+1 $cian. Wobec
tego dla n=15'"%—1 otrzymujemy ostrostup o 15 514

wierzchotkach 1 1 $cianach.

b) Ostrostup o podstawie n-kata ma 2n krawedzi. W kazdym ostrostupie liczba kra-
wedzi jest wiec parzysta, podczas gdy 15 nie jest liczba parzysta.

82
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116. Dany jest ostrostup o parzystej liczbie wierzchotkow, ktorego wszystkie krawedzie
maja réwna diugosé. Wynika z tego, ze liczba krawedzi danego ostrostupa jest
mniejsza od

N| a)o9;

T | b)11;

T | ¢)13.
Wyjasnienie

b), ¢) Przyjmijmy, ze podstawa rozwazanego ostrostupa jest pewien n-kat. Wtedy
liczba krawedzi tego ostrostupa jest rowna 2n, a liczba jego $cian bocznych jest rowna n.
Krawedzi jest zatem dwa razy wiecej niz Scian bocznych.

Poniewaz wszystkie krawedzie danego ostrostupa maja rowna dtugosé, wiec jego Sciany
boczne sa trojkatami rownobocznymi, ktorych katy przy wierzchotku ostrostupa sa rowne
60°. Suma katéw plaskich przy (géornym) wierzchotku ostrostupa musi byé¢ mniejsza niz
360°. Wobec tego liczba Scian bocznych wynosi co najwyzej 5. A zatem liczba krawedzi
ostrostupa jest réwna co najwyzej 10.

a) Ostrostup, ktérego podstawe stanowi pieciokat foremny, a $ciany boczne sa trojka-
tami réwnobocznymi, spetnia warunki zadania.

117. Trojkat ABC jest podstawa takiego ostrostupa ABCS, ze katy ASB, BSC, CSA
sg roéwne. Wynika z tego, ze

N| a) AS=BS=CS;
b) AB=BC = CA;

Z

N | c¢) ostrostup ABCS jest prawidtowy.

Wyjasnienie

Rozwazmy czworoscian foremny AB’'C’S o krawedzi dlugosci 2. Niech B i C' beda od-
powiednio §rodkami krawedzi B’S, C’S. Przecinajac rozpatrywany czworo$cian plaszczyzng
ABC, otrzymujemy ostrostup ABC'S, w ktérym katy ASB, BSC, CSA sa rowne. Ponadto
AB=+/3, BC=1, AC=+/3 oraz AS=2, BS=1,CS=1.

118. Istnieje taki ostrostup prawidtowy siedmiokatny, ktérego krawedz boczna jest

T | a) dluzsza od krawedzi podstawy;

N | b) réwna krawedzi podstawy;

N | ¢) krétsza od krawedzi podstawy.

Wyjasnienie

Rozwazmy ostrostup prawidtowy siedmiokatny ABCDEFGS o podstawie siedmiokata
foremnego ABCDEF(G. Oznaczmy przez O rzut prostokatny wierzchotka S na podstawe
ostrostupa. Wéwezas AOB=360°/7, a zatem $AOB <60°. Wobec tego w tréjkacie réwno-
ramiennym ABO bok AQO jest dtuzszy od podstawy AB. Ponadto, w trojkacie prostokatnym
AOS przeciwprostokatna AS jest dtuzsza od przyprostokatnej AO.
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Podsumowujac, AS > AO > AB, czyli w dowolnym ostrostupie prawidtowym siedmio-
katnym krawedz boczna jest dtuzsza od krawedzi podstawy.

119. W czworoécianie ABC'D katy ABC i BCD sg proste. Wynika z tego, ze
T | a) AD> BC;
N | b) kat CDA jest prosty;
T| ¢) AB2+BD?*=AC?+CD?.

Wyjasnienie

a) Przez punkty B i C poprowadZmy odpowiednio plaszczyzny k i [ prostopadle do
prostej BC'. Wowczas plaszczyzny te sa réwnolegle, a odlegto$é miedzy nimi jest réwna dtu-
gosci odcinka BC'. Ponadto punkt A nalezy do ptaszczyzny k, a punkt D do plaszczyzny .
Stad AD > BC.

b) Rozpatrzmy tréjkat prostokatny ABC' o kacie prostym przy wierzchotku B. Przez
punkt C' poprowadzmy prosta prostopadla do ptaszczyzny ABC i wybierzmy na niej punkt D,
rozny od punktu C'. Wowcezas czworoscian ABC D spelnia warunki zadania. Zauwazmy jed-
nak, ze w trojkacie AC'D kat AC'D jest prosty, a zatem kat C'D A jest mniejszy od 90°.

c) Poniewaz tréjkat ABC' jest prostokatny, wiec na mocy twierdzenia Pitagorasa

AB?+ BC?=AC?, azatem BC?=AC?-AB?.
Podobnie, na mocy twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata prostokatnego BC' D, otrzymujemy
BC?+CD?*=BD?, wiec BC?=BD?-CD?>.
Wobec tego AC? — AB? = BD? —(CD?, skad wniosek, ze AB?+ BD? = AC? 4 CD?.

120. Sfera wpisana w czworoscian ABC D jest styczna do Scian ABC i ABD odpowied-
nio w punktach K i L. Wynika z tego, ze

T | a) AK=AL;
b) YAK B = JALB;

)

N | c¢) oba punkty K i L sa §rodkami okregéw wpisanych w tréjkaty ABC i ABD.

Wyjasnienie

a) Oznaczmy przez O $rodek sfery. Wowezas SOK A =90° = SOLA. Wobec tego, na
mocy twierdzenia Pitagorasa, otrzymujemy

AK?=A0*—-0K?=A0?>-0L?*=AL?,

skad AK = AL.

b) WykazaliSmy wyzej, ze AK = AL. Analogicznie wykazujemy, ze BK = BL. Tr6jkaty
ABK i ABL maja ponadto wspdlny bok AB. Wobec tego trojkaty te sa przystajace (cecha
bok-bok-bok), skad wynika, ze YAK B = JALB.

¢) Rozpatrzmy taki czworoscian ABCD, ze trojkat ABC' jest rownoboczny, a tréjkat
ABD prostokatny réwnoramienny o kacie prostym przy wierzchotku D. Przypusémy, ze
punkty K i L sa $rodkami okregéw wpisanych w trojkaty ABC i ABD. Wtedy pdélproste
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AK i BK sa odpowiednio dwusiecznymi katéw BAC i ABC, skad wniosek, ze $BAK =
JABK =30°, wiec SAK B =120°. Analogicznie wykazujemy, ze SALB =135°. A zatem
JAK B # SALB, wbrew udowodnionej wczeéniej réwnosci SAK B = SALB. 7 otrzymanej
sprzecznosci wynika, ze oba punkty K i L nie moga by¢ jednocze$nie srodkami okregow
wpisanych w trojkaty ABC' i ABD.

121. Co najmniej 5 krawedzi prostopadtoscianu P ma dlugo$é 1. Wynika z tego, ze

T | a) co najmniej 8 krawedzi prostopadloscianu P ma dtugosé 1;

T | b) co najmniej jedna $ciana prostopadloécianu P jest kwadratem;

N | ¢) prostopadloécian P jest szeScianem.

Wyjasnienie

a), b) Prostopadlo$cian o wymiarach a x b x ¢ ma cztery krawedzie o dtugosci a, cztery
krawedzie o dtugosci b i cztery o diugosci c. Wobec tego, jezeli co najmniej 5 krawedzi
prostopadlo$cianu ma dtugosé 1, to co najmniej dwie z liczb a, b, ¢ sa réwne. To zas oznacza,
ze pewne dwie przeciwlegle Sciany sg kwadratami o boku dlugosci 1.

c¢) Prostopadloscian o wymiarach 1x1x2 spelnia warunki zadania i nie jest szescianem.

122. Sposrod wierzchotkow sze$cianu wybrano pieé. Wynika z tego, ze wéroéd wybranych
punktow istnieja

T | a) dwa, ktére sa polaczone krawedzia sze$cianu;

H

b) trzy, ktére sg wierzchotkami tréjkata réwnobocznego;

N | c¢) cztery, ktére sa wierzchotkami prostokata.

Wyjasnienie
Rozwazmy szescian o przeciwlegtych $cianach ABCD i A’ B’C' D’ oznaczonych tak, ze
odcinki AA’, BB', CC’, DD’ sa krawedziami szescianu (rys. 49).
D’ c’

P

rys. 49

a) Skoro wybrano pieé punktéw, to wybrano obydwa konce co najmniej jednej sposréd
krawedzi AA’, BB', CC’, DD'.

b) Zauwazmy, ze AB'CD’ oraz A’BC’D to czworoSciany, ktérych wszystkie krawe-
dzie maja jednakowa dlugos$¢ (réwna dlugosci przekatnej Sciany szescianu). Skoro wybrano
pie¢ punktéw, to pewne trzy naleza do tego samego z tych dwoch czworoscianow, a zatem
wyznaczaja trojkat rownoboczny.
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c¢) Przypu$émy, ze wybrano punkty A, B, C, B’, D'. Wowczas zadne cztery z tych
punktéw nie lezg w jednej plaszczyznie; nie moga wiec by¢ wierzchotkami prostokata.

123. Pole powierzchni sze$cianu A jest 4 razy mniejsze od pola powierzchni szescianu B.
Wynika z tego, ze

T | a) krawedz sze$cianu A jest 2 razy mniejsza od krawedzi sze$cianu B;

Z

b) krawedz szeScianu A jest 4 razy mniejsza od krawedzi sze$cianu B;

T | ¢) objetosé szeScianu A jest 8 razy mniejsza od objetosci szeScianu B.

Wyjasnienie
a), b) Oznaczmy przez a dlugosé krawedzi szescianu A, a przez b dlugosé krawedzi
szeécianu B. Z warunkéw zadania wynika, ze 6b° = 4-6a?, skad uzyskujemy b= 2a.

c) Objeto$é szescianu A jest réwna a3, a objetodé szedcianu B jest réwna
b® = (2a)® =8a®,

czyli jest 8 razy wieksza od objetosci szescianu A.

124. Szedcian mozna rozcia¢ plaskim cieciem na dwa wieloSciany w taki sposéb, aby
jeden z tych wieloscianéw

T | a) byl graniastostupem pieciokatnym;

Z

b) mial osiem Scian;

T | c) byl ostrostupem prawidlowym.

Wyjasnienie
Rozwazmy szescian o podstawie ABCD.
a) Oznaczmy przez K i L $rodki odpowiednio krawedzi AB i BC'. Przecinajac roz-

patrywany szeScian pltaszczyzna prostopadla do ptaszczyzny podstawy, przechodzaca przez
punkty K i L, otrzymujemy graniastostup pieciokatny o podstawie AKLCD.

c¢) Oznaczmy przez B’ taki wierzcholek szescianu, ze odcinek BB’ jest jego krawedzia
bocznag. Przecinajac rozpatrywany szeScian plaszczyzng AC B’, otrzymujemy ostrostup pra-
widlowy tréjkatny: jego podstawa AC' B’ jest trojkatem réwnobocznym, a krawedzie boczne
AB, CB oraz B’'B sa réwnej dtugosci.

b) Rozpatrzmy dowolna z dwdch czesci, na jakie rozcieto dany sze$cian. Jest nia wie-
loscian, ktorego jedna $ciana lezy w plaszczyznie przekroju. Kazda z pozostalych $cian
tego wieloscianu nalezy do innej Sciany wyjsciowego szescianu. Stad wynika, ze otrzymany
wielo$cian ma nie wiecej niz siedem $cian.

125. Szes$cian mozna rozciaé¢ na

T | a) trzy ostrostupy czworokatne;

T | b) cztery graniastostupy tréjkatne;

T | c) pie¢ czworoscianéw;
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Wyjasnienie
a) Na rysunku 50 szeScian zostal podzielony na trzy ostrostupy czworokatne o podsta-
wach ABB'A’, BCC'B’, ABCD i wsp6lnym wierzchotku D’.

b) Na rysunku 51 szescian zostal podzielony na cztery graniastostupy tréjkatne o pod-
stawach ABE, BCE, CDE, DEF i wspdlnej krawedzi bocznej EE’, taczacej srodki $cian
ABCD i A'B'C'D'.

¢) Na rysunku 52 szescian zostal podzielony na pie¢ czworoécianéw A'BC'B’, A’BAD,
A'D'C'D, CBC'D oraz A’BC'D.

D’ D’

B

rys. 50 rys. 51

126. Szescian o krawedzi 1 mozna tak przeciaé¢ plaszczyzna, aby uzyska¢ w przekroju
prostokat, ktorego pole jest

T | a) wieksze od 1;

H

b) réwne 1;

T | c¢) mniejsze od 1.

Wyjasnienie
D/

A D — .

-
?.__________

— [
rys. 99

rys. 53
Niech ABCDA’'B'C'D’ bedzie sze$cianem o krawedzi 1, ktérego wierzcholki sg tak
oznaczone, ze kwadraty ABCD, ABB' A’ oraz A’ B'C'D’ sa jego $cianami. Oznaczmy przez
K, L, K', L' takie punkty lezace odpowiednio na krawedziach AB, BC, A'B’, B'C’, ze
BK=BL=B'K'=B'L' =a,
przy czym 0<a <1 (rys. 53). Wéwczas czworokaty BK K' B’ oraz BLL' B’ sa prostokatami,
wiec wieloscian BK LB'K'L’ jest graniastostupem prostym. Zatem czworokat K LL'K' jest
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prostokatem, ktérego pole jest réwne KL-KK'=av/2.

1
a) Jezeli a > — (rys. 54), to KLL'K' jest prostokatem o polu wigkszym od 1.

V2

1
b) Jezeli a=— (rys. 55), to KLL'K’ jest prostokatem o polu réwnym 1.

V2
1
c) Jezeli a < E (rys. 56), to KLL'K' jest prostokatem o polu mniejszym od 1.

Uwaga

W podpunkcie b) odpowiednie ciecie mozna zrealizowa¢ rowniez plaszczyzna réwnole-
gla do pewnej pary przeciwleglych $cian szescianu. Z kolei w podpunkcie a) mozna takze
na przyktad rozwazy¢ ciecie przez pare przeciwleglych krawedzi szescianu (np. plaszczyzna
ACC'A’, co odpowiada a =1 w przedstawionej w rozwiazaniu konstrukeji).

127. Graniastostup prawidlowy trojkatny rozcieto ptaszczyzna na dwa wielosciany, uzy-
skujac w przekroju trojkat. Wynika z tego, ze

N | a) kazdy z otrzymanych wielo$cianéw ma dokladnie dwie $ciany tréjkatne;

N | b) w kazdym wierzchotku kazdego z otrzymanych wielo$cianéw schodza sie dokladnie

trzy krawedzie;

N | ¢) kazda $ciana kazdego z otrzymanych wielodcianéw jest tréjkatem lub czworokatem.

Wyjasnienie

Rozwazmy graniastostup prawidtowy tréjkatny o podstawach ABC, A’ B’'C’ oznaczo-
nych w taki sposéb, ze AA’, BB’, CC' sa krawedziami bocznymi graniastostupa. Niech
punkty M i N beda odpowiednio $rodkami krawedzi AC' i CC".

Przetnijmy graniastostup plaszczyzna BM N, uzyskujac w przekroju tréjkat (rys. 57).
Woéwezas jeden z otrzymanych wielo$cianéw ma trzy $ciany tréjkatne ABM, BMN, A’B'C’,
w jej wierzchotku B schodza sie¢ doktadnie cztery krawedzie oraz posiada ona $ciane piecio-
katng AMNC'A’.

c
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128. Ostrostup o podstawie bedacej 10-katem wypuklym rozcigto ptaszczyzna otrzymu-
jac w przekroju pewien wielokat. Wynika z tego, ze

N | a) wielokat ten ma co najwyzej 10 wierzchotkéw;

N | b) co najmniej jeden z wieloScianéw, na ktére zostal rozciety dany ostrostup, ma

wiecej niz 7 wierzchotkéw;

N | ¢) co najmniej jeden z wielo$cianéw, na ktére zostal rozciety dany ostrostup, jest
ostrostupem.

Wyjasnienie
Rozwazmy ostrostup prawidlowy o podstawie dziesieciokata foremnego A;As...Aqq
oraz wierzchotku S.

a) Przetnijmy ostrostup plaszczyzna przechodzaca przez $rodki krawedzi A; A1g, A1 Asg
oraz AgS (rys. 58). Plaszczyzna ta przecina 11 krawedzi wyjsciowego ostrostupa, wiec
w przekroju otrzymujemy pewien 11-kat wypukty.

c) Zaden z wiclo$cianéw otrzymanych z przeciecia opisanego w poprzednim punkcie
nie jest ostrostupem. Jeden z tych wielo$cianéw ma dwie $ciany 11-katne, a kazdy ostrostup
ma co najwyzej jedna $ciang nie bedaca trojkatem. Drugi z otrzymanych wieloScianow ma
dwie Sciany czworokatne i jedna jedenastokatna, wiec rowniez nie moze by¢ ostrostupem.

b) Przetnijmy ostrostup plaszczyzna przechodzaca przez wierzchotki A;, Ag oraz S
(rys. 59). Wtedy kazdy z otrzymanych wielo$cianéw ma doktadnie 7 wierzchotkéw.

129. Dana jest plaszczyzna w oraz dwa punkty A i B nie lezace na tej ptaszczyznie. Niech
C'i D beda rzutami prostokatnymi odpowiednio punktéw A i B na plaszczyzne .
Wynika z tego, ze

T | a) punkty A, B, C, D leza w jednej plaszczyzZnie;
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T | b) plaszczyzna 7 jest prostopadla do plaszczyzny zawierajacej punkty A, C'i D.
T| ¢c) AB>CD.

Wyjasnienie

a) Jesli proste k i [ sa prostopadle do plaszczyzny m, to proste te sa réwnolegle.
Wynika stad, ze proste AC i BD sa réwnolegte. Kazde dwie proste réwnolegle leza w jednej
plaszczyznie, wiec w szczegdlnosci punkty A, B, C, D leza w jednej plaszczyznie.

b) Jesli prosta k jest prostopadta do plaszczyzny =, to kazda plaszczyzna zawierajaca
prosta k jest prostopadla do ptaszczyzny w. Prosta AC jest prostopadla do plaszczyzny 7,
a zatem plaszczyzna zawierajaca punkty A, C i D jest prostopadla do plaszczyzny 7.

c) Prosta AC' jest prostopadla do plaszczyzny 7, a zatem prosta ta jest prostopadla
do kazdej prostej zawartej w tej ptaszczyznie, w szczegélnosci takze do prostej CD. Za-
tem SACD =90°. Niech P bedzie takim punktem, ze czworokat ACDP jest prostokatem.
Wéwezas CD = AP oraz $APB =90°. Stad uzyskujemy AB > AP =CD.




Kombinatoryka

130. Kazdy bok i kazda przekatng pieciokata foremnego pomalowano na czerwono lub
niebiesko. Wynika z tego, ze

T | a) pewne trzy boki sa tego samego koloru;

Z

b) pewne dwie przekatne sa réznych koloréw;

N | ¢) z pewnego wierzchotka wychodza trzy odcinki tego samego koloru.

Wyjasnienie

a) Przypu$émy, Ze nie istnieja trzy boki tego samego koloru. Wobec tego, co najwyzej
dwa boki sa czerwone oraz co najwyzej dwa boki sa niebieskie. Stad wniosek, ze pomalowano
nie wiecej niz cztery boki. Z otrzymanej sprzecznosci wynika, ze pewne trzy boki sg tego
samego koloru.

b), ¢) Przyjmijmy, ze wszystkie boki pieciokata pomalowano na czerwono, a wszystkie
przekatne na niebiesko. Wéwczas wszystkie przekatne sa tego samego koloru i z zadnego
wierzchotka nie wychodzg trzy czerwone ani trzy niebieskie odcinki.

131. Kazdy punkt prostej pomalowano na czerwono albo na niebiesko w taki sposob, ze
kazdy odcinek o dtugosci 2 zawarty w tej prostej ma konce réznych koloréw. Wynika
z tego, ze na tej prostej istnieje odcinek o koncach réznych koloréw, ktérego dhugosé
jest réwna

N | a)4;

T | b)b5;

T| c)6
Wyjasnienie

a) Oznaczmy przez AB dowolny odcinek dlugosci 4 zawarty w danej prostej, a przez
M $rodek tego odcinka. Wowcezas odcinki AM oraz BM maja dlugosé 2, wiec z warunkow
zadania wynika, ze zaréwno A, jak i B sa innego koloru niz M. To oznacza, ze punkty Ai B
maja ten sam kolor. Z dowolnosci wyboru odcinka AB wynika, ze kazdy odcinek dlugosci
4 ma konce tego samego koloru.

c¢) Oznaczmy przez AB dowolny odcinek dlugosci 6 zawarty w danej prostej, a przez
K i L takie punkty, ze AK = KL = LB =2. Wéwczas punkty A oraz K sg innego koloru,
a punkty K i B sa tego samego koloru (co wynika z rozwiazania pierwszego podpunktu).
Wobec tego punkty A i B sa réznych koloréw.

b) Oznaczmy przez AB dowolny odcinek dlugosci 10 zawarty w danej prostej, przez
M — érodek tego odcinka, a przez N — taki punkt, ze AN =4 oraz N B=6. Z rozwiazania
podpunktu a) wnioskujemy, ze A i N maja ten sam kolor, a z rozwiazania podpunktu c)
otrzymujemy, ze N i B sa roznych koloréw. To oznacza, ze punkty A i B sg réznych kolorow.
W takim razie jeden z odcinkéw AM, BM dtugosci 5 ma konce réznych koloréw.

Uwaga

Zauwazmy, ze w podpunkcie ¢) wykazaliémy wlasno$¢ znacznie ogélniejsza niz sformu-

lowana w tresci zadania, mianowicie kazdy odcinek dtugosci 6 ma konce réznego koloru.
91



92 Zadania testowe Olimpiady Matematycznej Junioréw (2011-2018)

132. Kazdy z wierzchotkéw szescianu pomalowano jednym z dwéch kolorow. Wynika
z tego, ze

N | a) pewna krawedz tego szescianu ma konce jednakowego koloru;

T | b) pewna przekatna pewnej Sciany tego sze$cianu ma konce jednakowego koloru;

N | c¢) pewna przekatna tego szeScianu ma konce jednakowego koloru.

Wyjasnienie

Oznaczmy dwie przeciwlegle Sciany sze$cianu przez ABCD oraz A’B'C’'D’ w taki
sposéb, aby odcinki AA’, BB', CC’, DD’ byly krawedziami sze$cianu.

a), ¢) Jezeli pomalujemy wierzchotki A, B’, C', D’ na czarno, a wierzchotki A’, B, C’,
D na bialo (rys. 60), to kazda krawedz i kazda przekatna szeScianu bedzie miata wierzchotki
réznych koloréw.

B

rys. 60 rys. 61
b) Poniewaz wierzcholki pomalowano dwoma kolorami, wiec pewne dwa wierzchotki
trojkata A’ BC’ zostaly pomalowane tym samym kolorem. To oznacza, ze pewien bok tego
trojkata ma konce tego samego koloru (rys. 61).

133. Kazda krawedz graniastostupa n-katnego zostata pomalowana na jeden z trzech ko-
loréw w taki sposéb, ze w kazdym wierzchotku graniastostupa schodza si¢ krawedzie
trzech kolorow. Wynika z tego, ze

N | a) n jest liczba parzysta;

Z

b) wszystkie krawedzie boczne tego graniastostupa maja ten sam kolor;

T | c) ten graniastostup ma po n krawedzi kazdego koloru.

Wyjasnienie

a), b) Rozwazmy graniastostup tréjkatny o podstawach ABC, A’B'C" i krawedziach
bocznych AA’, BB', CC’ (rys. 62). Jezeli krawedzie AA’, BC, B’C’ pomalujemy na czer-
wono, krawedzie BB', CA, C'A’ na zielono, a krawedzie CC’, AB, A’B’ na niebiesko, to
warunki zadania beda spelnione. Wowczas n=3 jest liczbg nieparzysta oraz krawedzie AA’,
BB’, CC’ maja rézne kolory.

¢) Przyjmijmy, ze krawedzie graniastostupa pomalowano na czerwono, zielono i niebie-
sko. Z warunkéw zadania wynika, ze kazdy z 2n wierzchotkéw graniastostupa jest konicem
doktadnie jednej czerwonej krawedzi. Poniewaz kazda krawedz taczy dokladnie dwa wierz-
chotki graniastostupa, wiec krawedzi czerwonych jest doktadnie 2n/2 =n. W pelni analo-
gicznie uzasadniamy, ze wieloScian te posiada doktadnie n krawedzi zielonych i doktadnie n
krawedzi niebieskich.
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134. Dokladnie 70% uczniéw pewnej klasy uczy sie jezyka angielskiego, dokladnie 50%
uczy sie jezyka niemieckiego oraz dokladnie 30% uczy si¢ jezyka francuskiego. Wy-
nika z tego, ze

N | a) kazdy uczen tej klasy uczy sie co najmniej jednego jezyka obcego;

Z

b) co najmniej polowa uczniéw tej klasy uczy sie co najmniej dwéch jezykow;

T | c) istnieje osoba, ktéra uczy sie co najmniej dwoch jezykéw, w tym niemieckiego.

Wyjasnienie
a), b) Przypusémy, ze w 10-osobowej klasie jest:
e 3 uczniow, ktérzy ucza sie wszystkich trzech jezykéw:;
e 2 uczniow, ktorzy ucza sie tylko niemieckiego;
e 4 uczniow, ktorzy ucza si¢ tylko angielskiego;
e 1 uczen, ktory nie uczy sie zadnego jezyka obcego.
Wéwezas warunki zadania sg spetnione, a przy tym istnieje uczen, ktory nie uczy sie
zadnego jezyka obcego oraz mniej niz polowa uczniéw uczy sie co najmniej dwoch jezykow.
¢) Skoro 50% uczniéw uczy sie niemieckiego, a 70% ucznidéw uczy sie angielskiego, to
co najmniej 20% uczniéw uczy sie obu tych jezykéw jednoczesnie.

135. Podczas spotkania grupy 6 os6b wymieniono doktadnie 9 usciskow dtoni, przy czym
kazda para oséb wymienita co najwyzej jeden uscisk dtoni. Wynika z tego, ze

N | a) pewna osoba wymienila co najmniej 4 usciski dloni;

Z

b) pewna osoba wymienila doktadnie 3 usciski dloni;

N | ¢) kazdy wymienil co najmniej 1 uscisk dloni.

Wyjasnienie

Na ponizszych obrazkach kazda gruba kropka oznacza osobe, a odcinek taczacy dwie
kropki — uécisk dtoni miedzy odpowiadajacymi im osobami.

a) Moze sie zdarzy¢, ze kazdy wymienil dokladnie 3 usciski dtoni (rys. 63).

b) Moze sie zdarzyé, ze kazdy wymienit 2 lub 4 usciski dloni (rys. 64).

c¢) Moze sie zdarzy¢, ze pewna osoba nie wymienita ani jednego uscisku dtoni (rys. 65).

rys. 63 rys. 64 rys. 65




Odpowiedzi uczestnikow Olimpiady

Ponizsze zestawienie przedstawia procentowa liczbe udzielonych kombinacji odpo-
wiedzi w poszczegdlnych zadaniach przez uczestnikéw Olimpiady. Obok kazdego zadania
podano zrédlo jego pochodzenia (numer Olimpiady, rok oraz numer zadania w zestawie
konkursowym). Zadania, ktére nie wystepuja w ponizszym zestawieniu pochodza z testu
prébnego przygotowanego w 2011 roku przed pierwsza edycja testu.
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TNT TTT TNN TTN NTT NTN NNT NNN TTN TTT NNT TNN NNN NTT NTN TNT
Zadanie 20 (XI, 2015, 7) Zadanie 21 (X, 2014, 3)
32,3%
23,6% 15,8% 22,6% 21,9% 21,1% 20%
7,3
LT oo e T B g o e
TNT NNT TNN TTN NTT TTT NNN NTN NTN TNN NTT TNT NNT NNN TTN TTT
Zadanie 22 (XI, 2015, 9) Zadanie 23 (XII, 2016, 6)
36,1%
29,3%
22 6% 21 9%
17, 1% 11,2%
©10% 95% 8% 6,7% 6,3% 5,4% 4,9% 4,2% 3,1% 1 .99
TTN TTT TNT NTT TNN NNT NTN NNN NTN TNN NTT TTN TNT NNT NNN TTT
Zadanie 24 (XI, 2015, 12) Zadanie 25 (X, 2014, 10)
45,9% 45,4%
20:8% 15,4% 5 168% 16.6% .75
° 6,8% 5,4%
2,6% 2,2% 1,6% 1,6 ° 0 4,2% 2,4%
ﬂl OF %% L6% 16% [] moo o e
TNT TNN NTT NNT NTN NNN TTN TTT NTN NTT TNT TNN TTN NNT NNN TTT

Zadanie 26 (VIII, 2012, 11)

Zadanie 27 (VII, 2011, 14)
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61,8%

12,2% 10,8% 7.1%

19,7% 18,9% 16 7% 16 6%13 5% 13,2%

1 M ,’_l 2,4% 2,3% 2% 0,8% |_| |_| |_| |_| . 0,6% 0,3%
NTT TNN NNT TNT TTN TTT NTN NNN NTN NNN NNT TNN TTN TNT NTT TTT
Zadanie 28 (IX, 2013, 1) Zadanie 29 (IX, 2013, 10)
40,1%
22,4% 1 8 25% 22,1%
= R 14,2%12,6% 11,7% o 59
|_| ,’_|° E,L%; 1,8% 1,7% 1,5% H |_| 1 1 2,6% 1,6%
TNN TTN NTN NNN NTT TNT TTT NNT NNT NTN TTN TNN TTT NTT NNN TNT
Zadanie 30 (X, 2014, 14) Zadanie 31 (XII, 2016, 10)
54,4%
34,3%
21% 12,8%
7 0Th T8% 55% 379% 3.6% W% 81% 6,8% 5,9% 54% 5o 2,6%
1 — — - [ —
B M o O s I
TTT TNT TTN TNN NTN NTT NNT NNN TTT NTT NTN TTN TNT TNN NNT NNN
Zadanie 32 (XHI, 2017, 11) Zadanie 33 (VIH, 2012, 14)
22,4%22,3% 19, 4% 18,9% 19,7% 19,6% 18,2% 14 gor
H H |_| I 5, 9% 4 9% 3’3% 2.1% |_| |_| 771% 7% 679% 654%
= N e N o A o
TTT NTT NTN TTN TNN TNT NNT NNN TTN TNN NNN TTT NNT NTT TNT NTN
Zadanie 35 (VH, 2011, 12) Zadanie 36 (VHI, 2012, 2)
63,7%
23,8% 19 5%
17,4% 16,1
1% 106% 519 . |_| ©16,1% 1 8% A% o Lo
1 [ [/ = 2% L% 05% |_| . o Lo
TNN NTN TNT NTT NNN NNT TTN TTT TTT TNN TNT NTT NTN TTN NNT NNN
Zadanie 37 (IX, 2013, 12) Zadanie 39 (VII, 2011, 2)
50,5% 51,4%
13,8% 13,9%
M SIEI% 7%% 6,4% 4,1% 4,1% 3,7% glil% 7,1|% 7,%% 5,3% 3,3% 1,6%
N e N e B e I Y o B
NTN NNT NNN TTN NTT TNN TTT TNT NNT NNN NTN TTT NTT TTN TNN TNT
Zadanie 40 (XIII, 2017, 8) Zadanie 43 (VII, 2011, 6)
34,7%
18,3% 19,6% 17,7%
0.5% 8% SA% 5% ey 5.8% |_| l 14,6% 14,6% 14,2% % 5% 5
TTT TTN NTT NNT NNN TNN NTN TNT TTT TNN NNT TTN TNT NTT NTN NNN

Zadanie 44 (VII, 2011, 10)

Zadanic 46 (XIII, 2017, 12)
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71,5%
32,8% 58 397
o 19,4%
11,1% 10,3%
T2% g, 2.6% 1,8% 1,2% 1,1% I 4,?3‘% 2% 1,4% 0,5%
NTN NTT NNN TTT TTN TNN NNT TNT TNN TTN TNT TTT NTN NNN NNT NTT
Zadanie 47 (XIV, 2018, 5) Zadanie 48 (VIII, 2012, 3)
49,9%
26,2% 24,5% 25,6%
11,3%10,3% 7 49 13%

[ A oz o o [l a1 o
NTN NNN TNN NTT NNT TTT TTN TNT TTT TTN TNT TNN NNN NTN NTT NNT
Zadanie 49 (XII, 2016, 12) Zadanie 50 (VIII, 2012, 5)

46,7%
36,4%
2L,8% 23,3%
15,4% 10,9%
H |—| 78% 43% 24% 1,6% 1,3% H u 4,9% 3,7% 3,5% 1,4%
1 — — pa—
NTT TTT NTN TTN NNT TNN TNT NNN TTN TNT NTN TNN NNN TTT NNT NTT
Zadanie 51 (XIV, 2018, 6) Zadanie 52 (VIII, 2012, 9)
53,8%
18% 23:5% 509 19,5%
104%57(7 132%73% 6,6%
|_| T 4,6% 2.9% 2,5% 1,9% |_| |_| . ’ 970 5% 4%
NTN TTT NTT TTN TNT NNN TNN NNT TTT NNT NTT NTN TNT TTN NNN TNN
Zadanie 53 (IX, 2013, 5) Zadanie 54 (XIV, 2018, 13)
60%
201% o
14,3% o o0 g0 °16,9% 13,9%
0 5,1 5,1
[ O g 23 2% 18% o5% |_| [] ,’_l% ,’_l% 4,’i|% 3ﬁ|%
TNT TNN TTT TTN NTN NNT NNN NTT TNT NNT TNN NNN NTN TTT TTN NTT
Zadanie 55 (XII, 2016, 5) Zadanie 56 (IX, 2013, 7)
33,9%
82,2% 6 501 ’
20 6% 18 9% 17 6% " 5(7
(0]
H 5,9% 5,1% 4,1% 23% 1,9% |_| I 86% 48% 23% 1,2%
1 — /A — —
TNN TNT NNT NNN TTN NTN NTT TTT NNT TNT NTT NTN TNN NNN TTN TTT
Zadanie 57 (XIV, 2018, 2) Zadanie 58 (XI, 2015, 3)
43,8%
29,4% 37% 32,2%
15,8% 18%
6,8
5,£|% 2% 1% 0.9% 0,0% I ;_I% 2,1% 1,7% 1,4% 0,5%
TNN TNT TTN TTT NNT NTN NTT NNN TNT TTT TNN TTN NTT NNT NTN NNN

Zadanie 59 (X, 2014, 4)

Zadanie 60 (X, 2014, 6)
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27,1%
H 18% 17,9% 15,3% LT 6%
3,3% I |_| 5% 1,7
. |_| I_I = 0 0o =& 5%
TTT NTT NNN NTN TTN TNT TNN NNT NTT NTN TNN NNT TTN NNN TNT TTT
Zadanie 61 (X, 2014, 9) Zadanie 62 (XIII, 2017, 5)
49,8%
36,7%
15,1%
13,3%10,9% 8,8% 82% 5 A% | 9% 1% 2 P125% 8 9% 8,8% 7,5% 6,9% 3.1%
1 e O Y= 27 1 e e e
NNT NNN TTT NTN NTT TNT TTN TNN TNN TTN NTN NTT TNT NNT NNN TTT
Zadanie 64 (XIII, 2017, 7) Zadanie 65 (VIL, 2011, 8)
37,3%
29,3% )3 1or 26,5%
13 3‘7
C10.3% vor 6.4% 6,2% 3.9% 11,5%10,1% §8,1% 3.4%
N T T I e = S L/
TTN NTN TNN NNN NNT TNT NTT TTT TNT NNT TTT TNN NNN NTN NTT TTN
Zadanie 66 (VIII, 2012, 7) Zadanie 67 (XII, 2016, 8)
61,5%
26.9%
18,7%
12% 11,5% o 18%12,3% ¢ hor 7 gy
3,6% 3,5% 3,3% 2,1% H 0 T,9% 5.2% 4,6%
FE s e e a1 0 ey
TNN NNN TNT NTN TTT NNT TTN NTT TNN NNT TNT NNN NTN NTT TTT TTN
Zadanie 68 (XIV, 2018, 7) Zadanie 69 (XI, 2015, 4)
26,8% o 27,2%
18,5%
°7013,7% 13,5% 12,8% 14,8%13,8% 12,7%
H — T 6% 4,5% 0 H 7 P106% 9% 58% 4.8%
TNT TNN TTT TTN NNT NTT NNN NTN TNN TTN NTT NTN NNN TNT NNT TTT
Zadanie 70 (XI, 2015, 13) Zadanie 71 (X, 2014, 13)
66,5%
19,1% 18,5% 17,7%
12% 111% 7 69, 0 016,2% 16% 78%
B . L9% 04% 0,3% 0,1% |_| |_| I |_| |_| 3:4% 0,9%
NTN TTN NNT TNN NNN NTT TNT TTT TTT NTT TNN TTN NTN TNT NNT NNN
Zadanie 73 (VIII, 2012, 1) Zadanie 74 (VII, 2011, 3)
28,2% 25,5%
16 4% 12 9 17,5%16,9% 14,3% 11 5% 11,5% 0.0% 9.7% 7 4%
4,7% 4,3% 4% 3,1% l ) ! y*/0
TTT TNT TNN TTN NTT NTN NNT NNN TTT NTN TNT NNN NTT TNN NNT TTN
Zadanie 75 (XIII, 2017, 9) Zadanie 76 (XIV, 2018, 15)
36,8%
28,1%
204% 16,7% || o0r °22,9% .
11,9 14
|—| 41% 4% 29% 2.1% H |_|°95% 6,9% 6,2% 5,8% 5,7%
[ . [l O M = ™
NTT TTN NTN TTT NNT TNN TNT NNN NTT TTT NNT TNT TTN NNN NTN TNN

Zadanie 77 (VII, 2011, 7)

Zadanie 78 (XIII, 2017, 10)
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28,4%
22,7% 18,4% 17,1% 19 4% 18 6% 12,75
13%  su 8% 7,3% 4,8% 70 8,6% 6,1% 4,3%
I = B 2%
TTN NTN NTT TTT NNT TNN TNT NNN NTN TTN TNN NNT NNN NTT TNT TTT
Zadanie 79 (VII, 2011, 13) Zadanie 80 (VIII, 2012, 10)
71,3%
33,8%
15,1% 17,1% .
7,3
[ & 4% 07% 05% 04% 0,3% S % AT 22% 1,6%
TTN TNN NNN NTN TTT NTT NNT TNT TNT TNN TTT TTN NTN NNN NNT NTT
Zadanie 81 (XIII, 2017, 6) Zadanie 82 (XIV, 2018, 8)
44,1%
29,3% 53 194
15,6% 12.5% ‘17 9% 11,4%
BN BTH 67% | o gy C8O% 4% 51y o7
I O e IS I e AR
TTT NNT TNN TTN TNT NTT NTN NNN TTT NNT NTN NTT TNN TNT NNN TTN
Zadanie 83 (XI, 2015, 6) Zadanie 84 (XI, 2015, 2)
22,3% 19 39 23,5% 23% 1g 59
13,4%13,2% 10,8% 9,5% 6.4% 0 013,7% 11,6% 5.7%
|0 s A
NNT NTN TNT NTT NNN TNN TTN TTT NTT NTN NNT TNT TNN NNN TTN TTT
Zadanie 85 (XII, 2016, 11) Zadanie 86 (XI, 2015, 5)
27,4%
20% 19,2% 18,4% 18,6%
’ 0143%111%71% . 0125%106%101%85% 7,3%

I |_| 0 3,1% 4,7%
TNT NNN NTN TNN NNT TTN NTT TTT TTN NTN NNN TTT NNT NTT TNN TNT
Zadanie 87 (XII, 2016, 4) Zadanie 88 (VII, 2011, 9)

28,1% 239
0
15,3 16,1% 15,4
3%12,1% 11% 10,1% 7.8% 7,6% 6,9% H ’ %138%133%82% 6,3% 339
I 0 M0 O 0 o . |_|.|_||_|l_||—|’ﬁ
NTN NTT NNT TTN TNT TNN TTT NNN TTT TNT TTN NTT TNN NTN NNT NNN
Zadanie 89 (X, 2014, 7) Zadanie 90 (X, 2014, 11)
69,2%
29,5% o
21,5%
16,2%
10,9% 10,3% 9,2% 9% 7,2% 6,6%
[ 22% 0,5% 0,3% 0,2% 0,2% H B O = E,LZ‘J
NNT NTN TNN NNN TTN NTT TNT TTT NTN NNT TTT TNN TTN TNT NNN NTT
Zadanie 92 (IX, 2013, 4) Zadanie 93 (XIII, 2017, 2)
37,1% 39,6%
01.9% 27,5%
)
10,6
,6% 9% 8,4% 5,5% 4,3% 3,4% 8,3% 6,6% 6,1% 6% 3,4% 2,1%
TTT TTN TNT NTT NTN NNT TNN NNN TNN TTN TNT TTT NTN NTT NNN NNT

Zadanie 94 (VIL, 2011, 11)

Zadanie 95 (X, 2014, 8)



Zadanie 112 (XII, 2016, 14)

Zadanie 114 (VII, 2011, 1)
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25,4% 23,1% |- o0 o 16.1%
14,6% 14,2% A% 17% 16,1%
H 014,27011,6% 11,4% 9,4% 6,5% 6,3% H l |_| |_| 10,8% 6,2% 5,1% 41%
TTN TNT TNN NNT NTN TTT NTT NNN TTT NNT NTT TTN TNT NTN NNN TNN
Zadanie 96 (XII, 2016, 9) Zadanie 97 (IX, 2013, 3)
44,1%
33,5%
15,4% 159 14,4% 17,8% 13 19
. 0 6,7% 6,5% 6,3% | 4o ’. % 5% 4.2% 3,5% 2,7%
(| 1 ] (| — —/ —
TNN TNT TTT TTN NNT NTT NTN NNN TTT TTN NTN TNT NTT TNN NNN NNT
Zadanie 98 (XIV, 2018, 12) Zadanie 99 (IX, 2013, 8)
29,1%
21% 19,9% 19,4% 19,4% 17,4% 14,0% 14,4% ot o
6% 5,3% 5,3% 949 I_I 3% 6,4% 5,9% 4o
TTT TTN TNN TNT NTT NNT NTN NNN TTT NNN NTN TTN TNN NTT TNT NNT
Zadanie 100 (XI, 2015, 14) Zadanie 101 (X, 2014, 5)
49%
20,5%
PPATTRI6,2% 149, 11,0% o g0 14% 11,8%
I_I M 070 49% 4,1% B 6% 4,9% 4,6% 4,4% 3,9%
TNT TTT NNT NTT NNN NTN TNN TTN TNT NNT TNN NTT TTT TTN NTN NNN
Zadanie 103 (XIV, 2018, 4) Zadanie 105 (XIII, 2017, 13)
51,3%
3L,7% o7 8%
6,3% 5,7% 5,1% 4,3% 4,1% 4% ] 5,6% 4,3% 21% 1,8%
N M M /= = N S s Y
TTT TNT NNT NNN TTN TNN NTT NTN TNT TNN TTT TTN NNT NTT NTN NNN
Zadanie 106 (XII, 2016, 7) Zadanie 107 (XI, 2015, 10)
36,2%
27,2%
15% 14,5%13,2% 174%14,7% 19 19 10.2%
1 1 [ 7,2% 6,1% 3.6% 3,1% I |_| B : 0% 43% o
TNT NNT TNN TTN TTT NTT NTN NNN NTN TNN TTN NNN NNT TNT NTT TTT
Zadanie 108 (IX, 2013, 14) Zadanie 109 (X, 2014, 12)
58,3%
17,8% #92% 16,9% 13,8% 199
|_| 54% 54% 4,5% 2.9% 2,6% 2,4% H °© 8,9% 8,2% 7,9% 7,8%
5 T e MY e M A S [1 1 [
TTT TTN TNN TNT NTN NNN NNT NTT TNT NNT TTT NTT TTN NTN NNN TNN
Zadanie 110 (IX, 2013, 11) Zadanie 111 (XI, 2015, 11)
33,6% 32,6%
22,3% 17 79 I
9 (0]
13% 11,9% 11,7
|_| 3% () %10,8% 9,5% 2% H 8,56% o 6,5% 5,2% 3,9% 2,9%
TNT TTT NNT TNN TTN NTN NTT NNN TNN TTN NNN NTN TTT NNT TNT NTT



Zadanie 130 (IX, 2013, 15)

Zadanie 131 (XIII, 2017, 14)
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39,9%
s 29% 99 9% .
77012 3% 14,5711 3
0 9,9% 9,1% 6,2% 3’1% 2’9% I ) % 974% 5,7% 4,9% 177%
TNT TTT TTN NTT NTN TNN NNT NNN TTT NTT NNN NNT TNN NTN TTN TNT
Zadanie 115 (X, 2014, 1) Zadanie 116 (VII, 2011, 15)
48% 40,7%
21,3% 14,1% 13,5%
10,3% 9,1% 8,6% 7,5% 6,9% ﬂ 013,07
) ) ) 4,6% 4,5% 3,4% 3 1,8% 1,4
I e O Y s O = |_||_|’h°ﬁ’;°’%
TTT TNT NTT TTN NNN NNT NTN TNN TNN TTN TTT NTN TNT NNT NTT NNN
Zadanie 117 (VIII, 2012, 6) Zadanie 118 (VIII, 2012, 8)
20,5% 19,3% 15 g 19,3%

ﬂ PRIB1% 00 87% 6,6% 5.1% 15% 13,6% 13,6% 10,9% 9,9% g 3% 7.6%
TNN TNT NTT TTT NNT TTN NTN NNN TTN TTT NNT TNT NTN NTT TNN NNN
Zadanie 119 (VIII, 2012, 15) Zadanie 120 (VIII, 2012, 12)

50,7%
19,3% 25,2%23,8% 21, 4% .
13,3%
9,1% 6,8% 5,1% 3,3% 2,8% 2,1% I H ﬂ 52% 4,1% 3,7% 2,5%
TTN TTT NTN TNN NTT NNT NNN TNT TTN TNN TNT TTT NNT NTN NTT NNN
Zadanie 121 (XIII, 2017, 4) Zadanie 122 (XIV, 2018, 14)
42,5%
27,2% 26,1%
0 16.4% 024,9% | oy 17.9%
H 5,5% 4,2% 2,5% 0,8% 0,4% H H I |_| 42% 39, 2,7% 0,9%
| /4 — 1 —1 —/
TNT TNN NTN NTT NNT NNN TTN TTT NNT TNN TNT NNN NTN TTN NTT TTT
Zadanie 123 (XII, 2016, 2) Zadanie 124 (IX, 2013, 13)
40,5%
24,2%
16,2% 15,1% 17,3%15,8% 15,4% 15,2%
6,6% 5,9% 5,8% 5,3% 3 4% H ° 2,4%
|_||_|l_||—||—|-.—|O I_II_I.I_II_IﬁOO’G%
NTN NTT TTN NNT TNN NNN TTT TNT NNT NTN TNN TTT TTN NTT TNT NNN
Zadanie 125 (XII, 2016, 15) Zadanie 126 (XIII, 2017, 15)
82,4% 1.8%
° 19,2% 18%
13‘7 11,1 ’ © 14,2%12,5% 1
H 6 11,1% g a0, 5.8% 3.4% 519 |_| |_| ©10,9% 10,5% 8,8% 4,6%
TTT NTT TNT NNT NTN TTN TNN NNN NTT TNT NNT TTT NTN TTN TNN NNN
Zadanie 127 (XI, 2015, 15) Zadanie 128 (X, 2014, 15)
31,7%
24,3% 21,9% 20,6% °25,8%
11.6% 14,2% 9, 8‘7
P 6,7% 6,4% o 8,5%
T e[| [0
TTN TTT TNN TNT NTN NNN NTT NNT TNT NNT NTT TNN NTN TTT NNN TTN
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35,2%
20,3%

128‘7
©8,7% 8,4% 5,4% 4,9% 3,6%
[0 o o =

NTN TTT NTT NNN TTN TNT NNT TNN

Zadanie 132 (XI, 2015, 8)
42,5%

HZSI%
12% 73%55%
4,9% 1,1
H . 1 M = % 1%

28,3%

17,9% 16 ,9% % % % % %
J 12094062047304’20
|_| ,_l 1 — —

NNT TNT TTT TNN TTN NTT NNN NTN
Zadanie 133 (XII, 2016, 13)

28,3% 16,5%
7P 11,8%11,3% 10,8% 10,7% 8.9% 6 8%,
Y

Hﬂl_l.l_ll_ll_lﬁ

NTT TTT NNT NTN TTN TNT NNN TNN
Zadanie 134 (XIV, 2018, 11)

NTT NTN TNT NNN NNT TTT TTN TNN
Zadanie 135 (XIV, 2018, 9)



Spis tresci

Wstep .

TreSci zadan

Liczby rzeczywiste

Liczby wymierne i niewymierne
Liczby catkowite .

Geometria plaska

Geometria przestrzenna

Kombinatoryka

Rozwigzania zadan

Liczby rzeczywiste

Liczby wymierne i niewymierne
Liczby catkowite .

Geometria plaska

Geometria przestrzenna

Kombinatoryka

Odpowiedzi uczestnikéow Olimpiady .
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